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摘要 本文简略介绍非标准分析基础和在其他数学分支中的应用, 特别是在组合数论中的应用. 所介

绍的基础包含了数理逻辑常识, 非标准模型构造, 非标准分析常用原理和性质. 所介绍的应用包含了

随机微分方程强解的存在性, 关于局部群的 Hilbert 第五问题, 精确大数定律及其在经济学中的应用,

组合数论中的和集现象, 关于密度的 Plünnecke 类型不等式, 和 Freiman 逆问题.
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1 简介

我们假设读者已学过数学分析课程或实分析课程并有一些关于测度空间的知识.

1.1 非标准分析合理性

在现实世界里,无穷大量和无穷小量可以被认为不是一种客观存在,而是理性思维的产物.在通常

的微积分或实分析的教科书中, 为了方便, 常常引入记号 ∞ 称之为无穷大和 1/∞ 称之为无穷小. 显

然通常所介绍的无穷大和无穷小并不是两个数, 因为它们不满足我们对数的通常要求, 比如数应该可

以参与加减乘除运算, 且满足数域的一些规则, 如消去律等.

非标准分析的最基本特征是引入无穷大数和无穷小数. 但是为什么要在我们的数字系统中引入无

穷大数和无穷小数？引入无穷大数和无穷小数是纯粹的逻辑游戏呢还是对数学在客观世界中的应用

有所帮助？微积分里介绍的 ∞ 或 1/∞ 不能被视为数字, 怎么办？

数字系统的扩张是客观世界的需求和内在逻辑双重引导下的产物.自然数集 N的引进 “自然”应

该是牧民点羊, 将军点卯, 国王点金币, 等等行为的需要, 自然数集上的加法必定会引出减法, 而减法

又会引导人们接受零和负整数, 从而组成整数集 Z 使之成为加法群. 为了简化同数连加的繁琐, 在整

数集 Z 上可引进乘法, 而乘法的引进必定导致对除法的接纳, 而除法必定会引导人们接受分数概念,

从而把数字系统扩充成了有理数域 Q. 同样,为了简化同数多次相乘,整数幂运算被引进,而幂运算的

逆运算又不可避免地要求我们接受那些代数无理数, 再加上一些超越无理数的出现, 数字系统又必须

被扩充. 假设完备性公理, 即每个有上界的非空子集必有上确界, 数字系统的扩张即可一步到位, 即扩

张成现在通常使用的实数系统 R, 即一个完备的有序域, 称为实数域.
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在以上数字系统的扩张过程中, 有一点很重要：我们除了在旧系统中加入新的元素, 还要保证在

旧系统上定义的各种数学运算能推广到新系统上, 即新系统是旧系统上的相容扩张. 例如在有理数域

上的加法定义为 p
m + q

n = np+mq
mn . 如果 n = m = 1, 即 p

m 和
q
n 是整数, 以上的定义就和整数上的加

法一致. 再比如, 对任意两个非负有理数 r1, r2, 不等式 r1 < r2 推出不等式 r21 < r22. 所以在实数域

上,当 r1, r2 是任意两个非负实数的时候我们当然也需要有 r1 < r2 推出 r21 < r22. 如果我们要引进无

穷大数和无穷小数从而进一步扩张实数域,我们必须把数学运算和一些性质相容地推广到新的结构上

去. 比如我们希望扩张了的结构也是一个有序域, 再比如我们希望通常的三角函数公式和其他类似的

公式在新的结构中仍成立, 等等.

在一元微分学中, 我们需要解释 dy
dx 的意义. 直观地讲, 符号 dy

dx 就是两个无穷小数的商. 所以我

们有引进无穷小数的客观需要和逻辑动力. 在经典的微积分教科书中, 无穷小量 dx, dy 被解释为两

个可比较的极限过程, 而不是数. 这当然能解决问题,但是也使得数学的推导变得相对复杂. 但是如果

把 dx, dy 定义为无穷小数, 我们就必须使 dx, dy 能和其他实数比较大小, 能参与加减乘除等运算. 另

外, 在我们的实数域中如果加了一个数 dx, 就必须再加入很多和 dx 相关的数, 例如 2 + dx, 3dx, 1
dx ,

sin(dx), (1 + dx)dx, 等等. 这会不会导致矛盾, 例如违反消去律或其他有序域的公理？

为了证明无穷小数是相容的, 即加入无穷小数不会和现有的实分析产生矛盾, 我们需要构造一个

有序数域,称为非标准实数域,使得（1）通常的实数域是其子域；（2）非标准实数域包含了非零正无穷

小数, 即此类数中每一个数都小于任何通常的实数域中的正实数；（3）非标准实数域满足绝大部分在

通常实数域中成立的性质. 让我们称通常的实数域为标准实数域. 构造这样的非标准实数域我们需要

使用数理逻辑中模型论的方法.

当然标准实数域和非标准实数域不是相同的个体. 它们一定会满足一些不同的性质. 例如有理数

域和实数域不是相同的结构,虽然后者也是前者的相容扩张,但是有理系数方程 x2 = 2在实数域中有

解而在有理数域中无解. 有什么性质在标准实数域中成立而在非标准实数域中不成立呢？

如果读者已学过实分析课程,大概知道实数域的完备性阻止了实数域作为一个有序域的进一步扩

张.如果我们在实数域中加入无穷小数,那么在非标准实数域中所有无穷小数组成的集合就是非空,有

上界, 但无上确界. 所以完备性公理在非标准实数域中必不再成立. 但这应该不会产生大问题.一方面

完备性公理是一条公理, 接受或不接受对数学在现实世界的应用并不产生实质影响, 另一方面标准实

数域是非标准实数域的子域, 如有必要使用完备性公理我们可以退回到标准实数域中去.

作者在和他人讨论非标准分析时, 常听到初学者抱怨无穷大数或无穷小数不是客观存在的反映,

所以不见得会有用. 但这种情况其实在引进无穷小数之前就已存在. 在标准实数域中, 因为完备性, 存

在不可数个实数,但因为语言的限制,所有可以被我们叙述的实数最多只有可数多个.所以大部分标准

实数域中的实数是我们无法叙述的, 也不是客观存在的反映. 但这并不妨碍完备性所带来的数学推导

上的便利. 我们引入无穷小数的目的不仅仅是为了结构上的完美, 更重要的也是在引进了无穷小数后

所带来的数学推导上的优势. 在本文的最后两节我们会介绍一些当前非标准分析在其他标准数学分支

中的应用, 希望读者能在其中体会到非标准分析方法的有用之处.

1.2 非标准分析简史

在此一小节中我们简单介绍非标准分析历史. 本文作者不是数学史专家, 这一小节中的大部分信

息来源于二手资料. 读者如有进一步兴趣可参看 [18, 23,37,42,44] 或其它相关著作.

在古希腊时代阿基米德曾使用基于直观上的无穷小数解决几何问题. 十七世纪后期, 在微积分被
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发明的过程中, I. Newton 和 G. Leibniz 都把无穷小数作为数字来定义导数 dy
dx 和进行数学推导. 作

为物理学家, Newton 对待无穷小数, 较从实用出发. 而作为哲学家, Leibniz 更对无穷小数的本质感

兴趣. 所以我们一般都把 Leibniz 作为在严格意义上提出无穷小数概念的第一人. 但是 Newton 和

Leibniz 都没能解决无穷小数的相容性问题.

在以后将近二百年里研究微积分的数学家们常使用无穷小数来解决数学问题,而把无穷小数存在

的相容性搁置一边. 例如大数学家 L. Euler 曾用无穷大数来导出指数, 对数, 和三角函数的级数公式

（参看 [18, 第 8 页]）. 马克思在其数学手稿中也使用无穷小数并对无穷小数的合理性进行了哲学意

义上的讨论. 虽然无穷小数有实用价值, 但相容性证明的缺失, 总是一个挥之不去的阴影, 以至微积分

在当时受到一些人的攻击, 其中最为代表的是十八世纪三十年代英国著名主教 G. Berkeley 对无穷小

数的批评. Berkeley 的观点简单地说就是：无穷小数作为一个非零数参与运算, 而在使导出的结果回

到标准世界中无穷小数又必须像零一样被忽略, 所以无穷小数是介于零和非零之间的怪物, 所以无穷

小数可能是一个自相矛盾的概念.

在十九世纪, K. Weierstrass, A. L. Cauchy, 和其他一些数学家在共同努力下发展出了一套极限理

论,给出了一个极限的 ϵ–δ定义,从而解决了微积分的基础问题.但是解决的方法和 Newton和 Leibniz

的思想并不一样. 例如假设 y = f(t) 是一个运动物体和一个定点之间的一维距离函数, 这物体在时间

t0 的速度
dy
dt 等于 v0 的 ϵ–δ 定义是

∀ϵ > 0∃δ > 0∀t
(

0 < |t− t0| < δ →
∣∣∣∣f(t) − f(t0)

t− t0
− v0

∣∣∣∣ < ϵ

)
, (1.1)

即对于任意正实数 ϵ,总存在另一个正实数 δ 使得在长度小于 δ 的时间区间上,物体的平均速度和 v0

的差总小于 ϵ. 这样一来, dy
dt 就被看作为一个在不断缩小的时间区间上平均速度的极限, 而不是两个

无穷小数 dy 和 dt 的商. 极限的 ϵ–δ 定义避免了无穷小数的引进, 是一个划时代的成就. 从那以后一

直到上世纪五十年代末, 无穷小数便基本不再出现在数学基础的讨论之中.

但是极限的 ϵ–δ 定义使用了三次交替量词符号 ∀, ∃, 和 ∀. 在数理逻辑中, 交替量词符号在一个

逻辑公式中出现的次数是一种衡量公式复杂度的标志.所以在一定意义下极限的 ϵ–δ 定义是比较复杂

的, 也欠直观, 初学微积分的学生往往会觉得较难理解和掌握. 这作为一个普遍现象大概是因为 ϵ–δ

定义的较高复杂度. 如果 dy
dx 被定义为两个无穷小数的商

∗, 就比较简单直观, 牵涉到的量词符号也相

对少. 当然这所谓的直观和简单是在非标准实数域已经被接受为寻常所使用的数字系统为前提的.

无穷小数相容性的建立和非标准分析的发明归功于 A. Robinson [51]. Robinson 是一位重要的

数理逻辑学家. 在上个世纪五十年代末到六十年代初, Robinson 使用了数理逻辑中紧致性定理成功构

造了一个标准实数域 R 的扩张 ∗R 使得 ∗R 是个有序域, 包含了非零无穷小数, 并且任意一阶语句

φ(a1, a2, . . . , as) 在 R 中为真当且仅当在 ∗R 中为真, 这里 a1, a2, . . . , as 是 s 个标准实数作为语句 φ

中的参数. 这个性质通常被称为转换原理（Transfer Principle）. Robinson在构造了非标准实数域的同

时, 还做了一些应用, 其中最有名的是和 A. R. Bernstein 一起用非标准分析方法解决了标准泛函分析

中关于 Hilbert 空间中一类闭子空间存在性的一个公开问题.

为了使非标准分析的应用更加广泛, 在上世纪六十年代末, Robinson 和 E. Zakon [52] 建立了超

结构的非标准扩张.超结构不但包含了实数域,还包含了更高阶的数学实体,例如实数域或复数域上的

函数空间, 函数空间上的算子空间, 算子空间上的代数, 等等. 从那以后, 超结构的非标准扩张就成为

了大部分非标准分析学者们工作的一个基本框架.

∗严格来讲, 标准实数域上可微函数 y 对自变量 x 的导数 dy
dx
是两个无穷小数的商的标准化.
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实数结构或超结构的非标准扩张可以用模型论中的超幂构造方法来完成. 超幂构造方法在模型

论中已被使用了一段时间, 但被用于构造超结构的非标准扩张则是在上世纪六十年代末由 W. A. J.

Luxemburg 第一次进行 [45]. Luxemburg 还把模型论中的饱和性引入非标准分析中. 饱和性后来成了

非标准分析中非常有用的工具. 在上世纪七十年代初 P. Loeb 建立了 Loeb 测度空间理论 [43]. Loeb

测度空间是非标准分析在所有和测度及概率有关的数学分支中应用的主要工具之一. 自从本世纪初,

本文作者致力于非标准分析在组合数论中的应用, 也得到了很多有趣的结果.

1.3 全文计划

在第 2节中我们简要介绍一阶谓词逻辑基本知识. 我们只涉及和非标准分析有关的逻辑语言, 其

目的是为非标准模型扩张提供足够的数理逻辑基础而不使篇幅过长. 在第 3 节中我们先用超幂方法

构造非标准实数域, 然后简略介绍怎样在非标准实数域中建立单变量微积分, 最后我们仍用超幂方法

构造超结构的非标准扩张.在第 4节中我们介绍一些非标准分析中常用的工具,证明一些常用的性质.

在第 5 节中我们介绍一些非标准分析在其他数学分支中的应用. 在最后一节我们比较详细地介绍非

标准分析在组合数论中的应用.

2 一阶谓词逻辑

由于篇幅的原因作者不打算像逻辑学教科书那样严格地介绍数理逻辑语言,很多地方会借助于直

观和一般数学家们都有的共识. 数理逻辑给数学提供了一种形式语言. 每一个数学陈述都可以转化为

一个逻辑语句, 用逻辑语言来讨论数学是数学的严格化和精确化的需要.

我们要介绍的逻辑语言可分成两个方面.

2.1 逻辑语法

逻辑语言的符号可分成逻辑符号和非逻辑符号.

逻辑符号：→, ¬, v1, v2, v3, . . ., ∀, =, (, ).

原则上讲, 逻辑符号就是一些符号, 在介绍它们的语义之前没有含意. 但是为了直观起见我们把

要给这些符号赋予的语义先说清楚.

→的意思是 “推出”, ¬的意思是 “不是”, v1, v2, v3, . . .,是一列变量, ∀vi的意思是 “对所有的 vi . . .”,

= 的意思是 “等同”, (, ) 就是通常的左右括号. ∀ 被称为全称量词. 我们通常用 x, y, z 等表示任意变

量.

（关于实数域的）非逻辑符号：+, · , <, 0, 1, {F : F ∈ F}.

符号+, · , 6, 0, 1 的意思是显然的. F 是一个包含关系符号的有限集使得每一个 F 中的符号都
代表一个实数域上的有限维关系†. 实际上 +, · , 6, 0, 和 1 都可被看作 F 中的元素, 比如, + 是一个

二维函数, 或三维关系. 这里之所以要把它们列出是为了给读者更多的直观. 在数理逻辑中非逻辑符

号只是符号而已, 其具体意义只有在具体数学结构中讨论时才被赋于. 严格地说, 一个关系符号和其

在所代表的具体关系是不同的,但为了直观简便,也因为我们只限于考虑标准实数域和它的扩张,我们

†有序域 K 上的 n 维关系就是 Kn 的一个子集.
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就不对它们加以区别. 我们假设 F 中的元素足够多, 即在一个特定的数学讨论中涉及的每一个 R 上
有限维关系都被 F 中一个元素代表.

可以看出, 非逻辑符号是针对特定数学分支的, 而逻辑符号则独立于具体数学分支.

逻辑公式或简称公式可以用递归的方法来定义.

（关于有序域的）公式（formula）：

（1）设 F 是 R上任意一个 s维关系, x1, x2, . . . , xs是任意 s个变量或 0, 1. 符号串 F (x1, x2, . . . , xs)

被称为原子公式. 注意, = 也是一个二元关系, 所以 x1 = x2 也是一个原子公式.

（2）如果 ϕ 和 η 是两个公式, 那么 ¬ϕ, ϕ→ η, ∀xϕ 也是公式.

如果一个符号串是通过使用有限步上述步骤（1）和（2）构造而成, 这符号串就是一个公式.

虽然公式的定义有些繁琐, 从直观上讲公式就是一个有数学意义的符号串, 比如 “∀x(x < y →
¬y < x)” 是一个公式, 而 “→ x∀¬” 不是一个公式.

在公式 ∀x(x < y → ¬(y < x)) 中, 变量 x 被称为有界变量（即 x 被 ∀ 界定了）, 而变量 y 被称

为自由变量. 以下这个公式

∀x∀y∀z(¬(x < y → ¬(y < z)) → x < z)) (2.1)

没有自由变量. 这是因为所有变量 x, y, z 都被（全称）量词 ∀ 界定了. 没有自由变量的公式被称为语

句（sentence）. 以上这个语句的含义什么呢？

为了使逻辑语言更接近我们的直觉,我们还要引入一些可以用已有符号来表示的符号.它们是：∨
（表示 “或”）, ∧（表示 “和”）, ↔（表示 “当且仅当”）, ∃（表示 “存在”）. 符号 ∃被称为存在量词.

所以 ϕ∨ η 是 ¬ϕ→ η 的另一种形式, ϕ∧ η 是 ¬(¬ϕ∨¬η)的另一种形式, ϕ↔ η 是 (ϕ→ η)∧ (η → ϕ)

的另一种形式, ∃xϕ 是 ¬∀x¬ϕ 的另一种形式. 使用新引入的符号, 语句 (2.1) 可重写成

∀x∀y∀z((x < y) ∧ (y < z) → x < z).

现在此语句的含义清楚了, 它叙述了序的传递性.

有时我们还会用到以下的简化：设 F 为一维关系符号, ϕ 是一公式. 符号串 (∀x ∈ F )ϕ 是公式

∀x(F (x) → ϕ) 的简化. 符号串 (∃x ∈ F )ϕ 是公式 ∃x(F (x) ∧ ϕ) 的简化. 我们也常用 (∀x > a)ϕ 来表

示 ∀x(x > a → ϕ), 常用 (∃x > a)ϕ 来表示 ∃x(x > a ∧ ϕ). 在 ϵ–δ 定义（1.1）中我们使用了这样的简

化, 即 ∀ϵ > 0∃δ > 0ϕ 是 ∀ϵ(ϵ > 0 → ∃δ(δ > 0 ∧ ϕ)) 的简化.

2.2 逻辑语义

令 R = (R; +, · , <, 0, 1, {F ∈ F}) 为我们所考虑的实数域系统. 我们现在定义一个（关于实数域

的）公式在 R 中的真假值.

设 ϕ(x1, x2, . . . , xs)为一个公式,其中 x1, x2, . . . , xs 为 ϕ(x1, x2, . . . , xs)中的所有自由变量. 公式

ϕ 在 R 中的真假值依赖于变量 x1, x2, . . . , xs 在 R 中所取参数. 假设变量 x1, x2, . . . , xs 在 R 中所取
参数分别为 r1, r2, . . . , rs ∈ R, 我们称 ϕ(r1, r2, . . . , rs) 为含参数 r1, r2, . . . , rs 的语句. 我们用递归方

法定义含参数语句在 R 中的真假值.

假设 ϕ是原子公式 F (x1, x2, . . . , xs),其中 F 是 R上的 s维关系, r1, r2, . . . , rs ∈ R. F (r1, r2, . . . , rs)

在 R 中为真当且仅当 (r1, r2, . . . , rs) ∈ F , 如果 ϕ 是 x1 = x2, 则 r1 = r2 为真当且仅当 r1 和 r2 是

同一个数.
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对于非原子公式 ϕ := ϕ(r1, r2, . . . , rs), 如果 ϕ 是 ¬η, 那么 ϕ 在 R 中为真当且仅当 η 在 R
中为假. 如果 ϕ 是 η → χ, 那么 ϕ 在 R 中为真当且仅当 η 在 R 中为假或者 χ 在 R 中为真.

如果 ϕ 是 ∀xη(x, r1, r2, . . . , rs), 那么 ϕ 在 R 中为真当且仅当对于所有 R 中元素 r, 含参数公式

η(r, r1, r2, . . . , rs) 在 R 中为真.

通过对于公式的长度进行归纳,容易证明任何一个公式 ϕ(x1, x2, . . . , xs)和 R中任意参数 r1, r2, . . . , rs,

ϕ(r1, r2, . . . , rs) 在 R 中的真假值是确定的. 作为推论, 每一个语句 ϕ, 即没有自由变量的公式, 在 R
中的真假值是确定的.

虽然一个公式在实数域中的真假值的定义较繁琐, 但在很多情况下, 有数学能力的读者就是不看

定义, 也对语句真假值的确定性没有怀疑.

2.3 何谓 “一阶”

以上所介绍的逻辑称为一阶谓词逻辑. 名称中 “谓词” 的来源是因为关系符号 F 有时也被称为

谓词符号.那么 “一阶”是什么意思呢？我们可以用下面的语句来叙述一个实数域中的区间 [0, 1]上的

完备性：

∀X ⊆ [0, 1] (∃x ∈ X → ∃z (∀x ∈ X(x 6 z) ∧ ∀y(y < z → ∃x ∈ X(x > y)))) . (2.2)

语句（2.2）不是一阶逻辑的语句. 在这语句的开头有一个全称量词 ∀X. 这里变量 X 取值为区间 [0, 1]

的子集而不是实数域中的单个元素. 我们说一个公式 ϕ 是一阶的, 指的是在决定 ϕ 在一个数学结构

中的真假值时, 对 ϕ 中出现的所有量词 ∀x 或 ∃x 变量 x 只可取此数学结构中的元素而不是子集或

其他更为复杂的实体.

在定义一般非逻辑符号时, 人们通常还要引入另外的函数符号和常数符号. 为了简便我们仅引入

关系符号. 事实上, 一个 s 维函数是一个 s+ 1 维关系. 一个常数符号也被叫作 0 维关系.

以上对于实数域的讨论可推广到任意数学结构和数学分支. 一般来说, 一个数学结构就是由一个

集合和集合上的一些关系（和常数, 函数）组成的. 这些关系可以用符号来代表. 这些符号组成了非逻

辑符号组. 逻辑公式可以用和以上相似的递归方式来定义. 一个含参数语句在一个数学结构中的真假

值也可用和以上相似的递归方式来定义. 读者如想了解更严格的数理逻辑基础知识, 可参看一些数理

逻辑教科书, 例如 [13].

3 非标准模型构造

构造非标准实数域或非标准超结构需要一个无限集 X 上的非主超滤子. 为了简单起见设 X 是

自然数集 N. N 上非主超滤子的存在依赖于选择公理. 这里我们将使用选择公理的的一个等价命题,

即 Zorn 引理, 来构造 N 上的超滤子. 关于集合论的知识可参看 [28].

引理 3.1. (Zorn) 任给一个偏序集 (P,<), 如果 P 中任意一个全序子集都有一个上界, 那么 P 中就

一定有一个极大元素 b, 即 P 中没有元素比 b 更大.

对于任意一个集合 X, 我们用 P(X) 表示 X 中所有子集组成的集合. P(X) 也称 X 的幂集合.

定义 3.2. 设 U ⊆ P(N), 即 U 是 N 的幂集合的子集合. 考虑以下性质：

1. ∅ ̸∈ U ,
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2. 对任意 N 的子集 A 和 B, A ∈ U 和 A ⊆ B 推出 B ∈ U ,

3. 对任意 N 的子集 A 和 B, A ∈ U 和 B ∈ U 推出 A ∩B ∈ U .

4. 对任意 N 的子集 A, 一定有 A ∈ U 或者 NrA ∈ U , 这里 NrA 是 A 在 N 中的补集,

5. 每个 A ∈ U 都是 N 的无限子集.

如果 U 满足性质 1 – 3, 则 U 被称为 N 上的一个滤子（filter）. 如果 U 满足性质 1 – 4, 则 U 被称
为 N 上的一个超滤子（ultrafilter）. 如果 U 满足性质 1 – 5, 则 U 被称为 N 上的一个非主超滤子
（non-principal ultrafilter）.

例 3.3. 设 U0 := {N r A : A 是N 中的有限子集}. 那么 U0 是 N 上的非平凡滤子, 称为 Fréchet 滤

子. 如果 U 是包含了 Fréchet 滤子的滤子, 那么 U 也一定是非平凡的. Fréchet 滤子不是超滤子. 如

果 E 是 N 中所有偶数的集合, 那么 E 和 NrE 都不是 U0 中的元素, 所以 U0 不满足上述性质 4.

直观地讲,一个非主超滤子 U 给出了 (N;P(N))上的一个有限可加 0, 1–值测度.考虑每个 A ⊆ N,

如果 A ∈ U 则定义 A 的测度为 1, 如果 A ̸∈ U 则定义 A 的测度为 0. 那么以上性质 3 说的就是两

个测度为 1 的集相交, 测度还是 1. 性质 5 说的就是 N 上的有限子集测度为 0. 另外由性质 3 不难

推出 U 中任意有限个元的交还是 U 中的元. 由性质 4 也不难推出如果 N 是有限个互不相交的集合
的并, 那么这些集合中总有唯一的一个属于 U .

定理 3.4. 假设 Zorn 引理, 则 N 上存在一个非主超滤子.

证明： 我们首先定义一个偏序集 (P,<). 设 U0 是 Fréchet 滤子. 令

P := {U ⊆ P(N) : U 是滤子并且U ⊇ U0}.

对于任意 U1,U2 ∈ P , 定义 U1 6 U2 当且仅当 U1 ⊆ U2. 显然 (P,<) 是一个偏序集. 如果 L = {Ui :

i ∈ I} 是 P 中的一个全序子集, 不难证明 U ′ =
∪

i∈I Ui 是 L 在 (P,<) 中的一个上界. 所以由 Zorn

引理我们可推出 (P,<) 中存在一个极大元 U . 现在我们只需证明 U 满足性质 4.

假设存在 E ⊆ N 使得 E ̸∈ U 并且 EC = N r E ̸∈ U . 显然 E 和 EC 都是无限集. 如果 U 中
存在元素 A 使得 X = E ∩ A 是个有限集, 那么 N rX ∈ U0 并且由性质 3, (N rX) ∩ A ∈ U . 因为

(N rX) ∩ A ⊆ EC , 由性质 2, EC ∈ U . 这和 EC ̸∈ U 矛盾. 所以我们可以假设对 U 中任意元素 A,

A ∩E 一定是无限集. 现在定义

U ′ := {X ⊆ N : 存在A ∈ U 使得A ∩ E ⊆ X}.

因为 E ∈ U ′, 容易证明 U ′ 是比 U 大的滤子, 而这和 U 是 P 中极大元的假设矛盾. 定理 3.4 得证.

如果要构造一个其他无限集合 X 上的非主超滤子, 以上方法仍然有效, 只需把 N 换成 X 即可.

3.1 实数域的超幂扩张

为简便, 我们将用 {an} 来表示数列 {an : n = 1, 2, . . .}. 用 {r} 表示常数数列 {an = r : n =

1, 2, . . .}.
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根据 Cauchy 实数构造方法, 每个实数可以被看成是有理数 Cauchy 数列的一个等价类. 设 {an}
和 {bn}是有理数 Cauchy数列. 定义 {an}和 {bn}等价当且仅当 lim

n→∞
(bn − an) = 0. 记 [cn]为包含

有理数 Cauchy 数列 {cn} 的等价类, 定义 [an] + [bn] := [an + bn], [an] · [bn] := [an · bn], 和 [an] < [bn]

当且仅当 lim
n→∞

an < lim
n→∞

bn. 则所有有理数 Cauchy 数列的等价类组成了实数域. 所有有理数常数数

列的等价类就是它的有理数子域. 我们将用类似的方法构造非标准实数域.

设 R 为所有标准实数的集合, RN 表示所有实数数列的集合. 令 U 为 N 上的一个给定的非主超
滤子.

定义 3.5. 1. 对于任意两个实数数列 {rn}, {sn} ∈ RN, 令 {rn} ≃ {sn} 当且仅当

{n ∈ N : rn = sn} ∈ U ,

2. 对于任意实数数列 {rn} ∈ RN, 令 [rn] := {{sn} ∈ RN : {sn} ≃ {rn}},

3. 令 RN/U := {[rn] : {rn} ∈ RN}.

用 U 的滤子性质, 不难验证 ≃ 是 RN 上的一个等价关系. 所以 RN/U 就是 RN 上所有等价类的

集合.我们所要构造的非标准实数集就是 RN/U . 为了更直观我们再给它一个记号, ∗R := RN/U . 接下

来我们要在 ∗R 上定义加法, 乘法, 和序.

定义 3.6. 设 [rn], [sn], [tn] ∈ ∗R,

1. [rn] + [sn] = [tn] 当且仅当 {n ∈ N : rn + sn = tn} ∈ U , 或简单地 [rn] + [sn] := [rn + sn],

2. [rn] · [sn] = [tn] 当且仅当 {n ∈ N : rn · sn = tn} ∈ U , 或简单地 [rn] · [sn] := [rn · sn],

3. [rn] < [sn] 当且仅当 {n ∈ N : rn < sn} ∈ U .

以上定义 3 定义了 RN/U 上的一个全序. 这是因为对任意 [an], [bn] ∈ RN/U , 三个集合

A = {n ∈ N : an < bn}, B = {n ∈ N : an = bn}, 和C = {n ∈ N : an > bn}

中有且只有一个属于 U .

以下我们还可以把 R 上的所有有限维关系推广到 ∗R 上去. 因为 s 维函数可被看作为特定的

s+ 1 维关系, 以下的推广也适用于有限维实函数.

定义 3.7. 设 F 是 R 上的 s 维关系. 定义

∗F :=
{

([a(1)n ], [a(2)n ], . . . , [a(s)n ]) ∈ ∗Rs : {n ∈ N : (a(1)n , a(2)n , . . . , a(s)n ) ∈ F} ∈ U
}
.

显然, ∗F 是 ∗R 上的 s 维关系. 注意在此文中, 我们不区分关系符号和该符号表示的关系. 严格

地讲, 在 ∗R 上的加法应该写成 ∗+ 而不是 +. 但是为了直观, 就不作那样的区别了. 对 · , <, 0, 1 也
是同样.

结构 ∗R = (∗R; +, · , <, 0, 1, {∗F : F ∈ F}) 被称为 R 的超幂（ultrapower）扩张, 而这正是我们所

要的非标准实数域系统.

我们现在定义关于 ∗R 的公式, 语句及其在 ∗R 中的真假值.
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关于 ∗R 的原子公式仍是 ∗F (x1, x2, . . . , xs), 这里 ∗F 是 R 上的 s 维关系符号 F 的非标准推广.

对于任意 ([a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) ∈ ∗Rs, ∗F ([a

(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为真当且仅当 {n : (a

(1)
n , . . . , a

(s)
n ) ∈

F} ∈ U .

对于任意关于 R的公式 ϕ(x1, x2, . . . , xs),记关于 ∗R的公式 ∗ϕ(x1, x2, . . . , xs) 为公式 ϕ(x1, x2, . . . , xs)

的非标准化, 即 ∗ϕ(x1, x2, . . . , xs) 是把所有 ϕ(x1, x2, . . . , xs) 中的关系符号 F 都换成 ∗F 而获得. 例

如关于 ∗R 的原子公式 ∗F (x1, x2, . . . , xs) 就是关于 R 的原子公式 F (x1, x2, . . . , xs) 的非标准化.

对于任意一个 ∗R 的公式 ∗ϕ(x1, x2, . . . , xs), 任意 [a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ] ∈ ∗R 我们可以按照上一节中同

样的递归方法来定义 ∗ϕ([a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中的真假值. 注意公式

∀x ∗ϕ(x, [a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为真当且仅当对于所有 x ∈ ∗R, ∗ϕ(x, [a

(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为真.

如果把每一个标准实数 r 等同于 ∗R 中包含常数数列 {r} 的等价类 [r], 则 R 就是 ∗R 的一个
子集. 而且定义 3.6 在 R 上的限制就是 R 上原来的加法, 乘法, 和序. 不难证明对所有 F ∈ F , 我们

有 F ⊆ ∗F .

不难看出 [n] 是 ∗R 中的无穷大数：即对任意一个标准实数 [r], 因为 {n ∈ N : r < n} ∈ U , 所以

[n] > [r]. 并且
[
1
n

]
是 ∗R中的非零正无穷小数：即对任意标准正实数 [r], 因为

{
n ∈ N : 1

n < r
}
∈ U ,

所以 0 <
[
1
n

]
< [r]. 以下我们要证明结构 ( ∗R; +, · , <, 0, 1) 是一个有序域. 事实上我们将证明一个强

得多的命题, 即  Loś 定理的一个特例.

命题 3.8. 对于任意关于 R的一阶公式 ϕ(x1, . . . , xs),任意 [a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ] ∈ ∗R,公式 ∗ϕ([a

(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ])

在 ∗R 中为真当且仅当 {
n ∈ N : ϕ(a(1)n , . . . , a(s)n ) 在 R 中为真

}
∈ U .

证明 命题的证明将用对于公式 ϕ 的复杂度进行归纳来完成. 一个公式 ϕ 或者是原子公式, 或者是

¬ψ, η → ψ, 或 ∀xψ(x), 其中 ψ 和 η 都比 ϕ 简单.

（1）假设 ϕ 为原子公式 F (x1, . . . , xs), 则由 ∗F 的定义推出命题.

（2）假设 ϕ(x1, . . . , xs)是 ¬ψ(x1, . . . , xs). 则 ∗ϕ([a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ])在 ∗R中为真当且仅当 ∗ψ([a

(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ])

在 ∗R 中为假,（由归纳假设）当且仅当{
n ∈ N : ψ(a(1)n , . . . , a(s)n ) 在 R 中为真

}
̸∈ U

当且仅当 {
n ∈ N : ¬ψ(a(1)n , . . . , a(s)n ) 在 R 中为真

}
∈ U .

（3）假设 ϕ(x1, . . . , xs) 是 ψ(x1, . . . , xs) → η(x1, . . . , xs). 则 ∗ϕ([a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为真当

且仅当 ∗ψ([a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为假或 ∗η([a

(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为真,（由归纳假设）当且仅

当 {
n ∈ N : ψ(a(1)n , . . . , a(s)n ) 在 R 中为假

}
∈ U 或{

n ∈ N : η(a(1)n , . . . , a(s)n ) 在 R 中为真
}
∈ U .

因为 {
n ∈ N : ϕ(a(1)n , . . . , a(s)n ) 在 R 中为真

}
=
{
n ∈ N : ψ(a(1)n , . . . , a(s)n ) 在 R 中为假

}
∪
{
n ∈ N : η(a(1)n , . . . , a(s)n ) 在 R 中为真

}
,
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所以我们有 ∗ϕ([a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为真当且仅当{
n ∈ N : ϕ(a(1)n , . . . , a(s)n ) 在 R 中为真

}
∈ U .

（4）假设 ϕ(x1, . . . , xs) 是 ∀xψ(x, x1, . . . , xs).

假设 ∀x ∗ψ(x, [a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为真但 I = {n ∈ N : ∀xψ(x, a

(1)
n , . . . , a

(s)
n ) 在 R 中为

真 } ̸∈ U . 因为 I ̸∈ U , 我们有 IC = N r I ∈ U . 设 n ∈ IC . 我们有 ∀xψ(x, a
(1)
n , . . . , a

(s)
n ) 在 R 中为

假. 所以存在一个实数 cn 使得 ψ(cn, a
(1)
n , . . . , a

(s)
n ) 在 R 中为假. 如果 n ∈ I, 令 cn = 0. 我们现在有

了一个数列 {cn} 使得 IC ⊆ {n ∈ N : ψ(cn, a
(1)
n , . . . , a

(s)
n ) 在 R 中为假 } ∈ U . 因为 ψ 的复杂度低于

ϕ, 由归纳假设, ∗ψ([cn], [a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为假. 但这和 ∀x ∗ψ(x, [a

(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为真

相矛盾.

假设 ∀x ∗ψ(x, [a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗R 中为假但 I = {n ∈ N : ∀xψ(x, a

(1)
n , . . . , a

(s)
n ) 在 R 中为

真 } ∈ U . 那么就存在一个 [cn] ∈ ∗R使得 ∗ψ([cn], [a
(1)
n ], . . . , [a

(s)
n ])在 ∗R中为假. 由归纳假设,我们有

{n ∈ N : ψ(cn, a
(1)
n , . . . , a

(s)
n ) 在 R 中为假 } ∈ U . 因为 {n ∈ N : ψ(cn, a

(1)
n , . . . , a

(s)
n ) 在 R 中为假 } 是

IC = {n ∈ N : ∀xψ(x, a
(1)
n , . . . , a

(s)
n ) 在 R 中为假 } 的子集, 我们有 IC ∈ U . 但这和 I ∈ U 矛盾. 命题

得证.

定理 3.9 (转换原理). 对于任意关于实数域的一阶公式 ϕ(x1, . . . , xs), 其中 x1, . . . , xs 是所有在 ϕ 中

的自由变量, 对于任意 r1, . . . , rs ∈ R, ϕ(r1, . . . , rs) 在 R 中为真当且仅当 ∗ϕ([r1], . . . , [rs]) 在 ∗R 中
为真.

证明 在上一节中,对于任意标准实数 r我们定义了 [r]为常数数列 {r}的等价类. 所以 ϕ(r1, . . . , rs)

在 R 中为真推出 {n ∈ N : ϕ(r1, . . . , rs) 在 R 中为真 } = N ∈ U . 由命题 3.8 我们有 ∗ϕ([r1], . . . , [rs])

在 ∗R 中为真. 反之, ∗ϕ([r1], . . . , [rs]) 在 ∗R 中为真推出 {n ∈ N : ϕ(r1, . . . , rs) 在 R 中为真 } ∈ U , 继

而推出 ϕ(r1, . . . , rs) 在 R 中为真. 定理得证.

转换原理有一个直接推论,即任意一个关于 R的（不含参数的）一阶语句 ϕ在 R中为真当且仅
当 ∗ϕ在 ∗R中为真. 因为所有有序域的公理都是一阶语句,所以都在 ∗R中为真,即 ( ∗R; +, · , <, 0, 1)

是一个有序域. 另外对每一个三角公式, 例如 ∀x(sin2 x + cos2 x = 1), 是 R 中的真语句, 所以此公

式的非标准形式, 例如 ∀x(∗sin2 x + ∗cos2 x = 1), 是 ∗R 中的真语句, 即这个三角函数公式, 例如
∗sin2 x+ ∗cos2 x = 1, 在非标准实数域中成立. 总而言之, R 和 ∗R 满足相同的一阶语句.

为了方便, 从这里开始, 我们把 ∗R 中的标准实数 [r] 直接就写成 r.

命题 3.10. 如果 F ⊆ R 是有限集, 那么 ∗F = F .

证明 假设 F = {r1, r2, . . . , rs} 为一有限集. 因为一阶语句

ϕ(r1, r2, . . . , rs) := ∀x ∈ F (x = r1 ∨ x = r2 ∨ · · · ∨ x = rs)

在 R 中为真, 由转换原理, 语句 ∗ϕ(r1, r2, . . . , rs) 在 ∗R 中也为真. 所以 ∗F = {r1, r2, . . . , rs}.

3.2 简略版一元微积分

在非标准实数域系统 ∗R 的框架下我们可以利用无穷小数而不是 ϵ − δ 定义来建立微积分理论.

以下简略介绍怎样定义标准数列极限,标准一元函数的连续性,导数,和积分. 如需加强版,可参看 [37]

或 [18, 44] 等. 在此小节中记 r 为一标准或非标准实数, 而用希腊字母 α, β 等表示标准实数.

10
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定义 3.11. 对于一个实数 r ∈ ∗R,

• 如果对所有标准实数 α 都有 r > α（r < α）, 我们称 r 为无穷大（负无穷大）,

• 如果对所有标准正实数 α > 0 都有 |r| < α, 我们称 r 为无穷小, 记为 r ≈ 0,

• 如果存在一个标准正实数 β 使得 |r| < β, 我们称 r 为标准有界的.

• 给定两个实数 r1, r2 ∈ ∗R, 如果 r1 − r2 ≈ 0, 我们称 r1 无限接近于 r2, 并记为 r1 ≈ r2. 注意,

≈ 是一等价关系.

例如：如果 r 是个非零无穷小数, 那么 5 + r 就是一个标准有界的非标准实数.

命题 3.12. 对于任意一个标准有界的实数 r 总存在唯一的标准实数 α 使得 r ≈ α.

证明 设 β 为标准正实数使得 |r| < β. 令 S = {x ∈ R : x < r}. 集合 S 是 R中非空（因为 −β ∈ S）

有上界（因为 S 中任何元素都小于 β）子集, 所以 S 在 R 中有上确界 α ∈ R. 如果存在标准正实数

ϵ > 0使得 |α− r| > ϵ,那么 α− ϵ > r 或者 α+ ϵ < r. 但 α− ϵ > r 和 α是 S 的上确界矛盾, α+ ϵ < r

和 α 是 S 的上界矛盾. 这证明了 r ≈ α.

如果 α′ ∈ R 使得 r ≈ α′ 那么 α− α′ 是无穷小, 所以 α = α′. 唯一性得证.

定义 3.13. 对于任意一个标准有界实数 r ∈ ∗R, 记 st(r) 为 R 中唯一实数 α 使得 r ≈ α, 即

st(r) = α. 我们称 st 为标准化映照（standard part map）.

在以下四个定义中我们利用无穷小数来定义数列极限, 连续性, 导数, 和积分. 这些定义和标准分

析中的相应定义是等价的. 有兴趣的读者不妨自己来试一下证明这些等价性. 主要使用的方法是转换

原理.

定义 3.14. 设 s = {an : n ∈ N} 为一标准实数数列, 且设 α ∈ R. 实质上 s 是从 N 到 R 的一个
函数. 设 ∗s = {an : n ∈ ∗N} 为此数列在非标准实数域中的扩张. 如果对于任意无穷大整数 N 都有

aN ≈ α, 我们就说数列 {an : n ∈ N} 收敛于极限 α ∈ R.

注意, 以上我们把一标准实数数列看成一从 N 到 R 的函数, 再考虑其在非标准实数域上的非标

准扩张. 而在定义 3.5 一个实数数列被用来生成一个等价类, 再把这等价类看成非标准实数域中的一

个元素. 我们希望读者能体会这两者之间的差别, 避免把它们混淆.

定义 3.15.（1）设 f : (α, β) → R 为一标准函数, γ ∈ (α, β). 如果对所有 r ∈ ∗(α, β) 都有

r ≈ γ → ∗f(r) ≈ f(γ),

我们称 f 在 γ 连续；（2）设 E ⊆ R 并且 f : E → R 为一标准函数. 如果对所有 r, r′ ∈ ∗E 都有

r ≈ r′ → ∗f(r) ≈ ∗f(r′),

我们称 f 在 E 上一致连续.

定义 3.16. 设 f : (α, β) → R 为一标准函数, γ ∈ (α, β). 如果 δ 是一标准实数使得对所有非零无穷小

dx 都有
∗f(γ + dx) − f(γ)

dx
≈ δ,

我们称 f 在 γ 可导, 并称 δ 为 f 在 γ 的导数, 记为 f ′(γ) = δ.

11
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定义 3.17. 设 f : [α, β] → R 为一标准分段连续函数, 令 H 为无穷大整数并记 xi = α+ i(β − α)/H

和 ∆x = (β − α)/H. 以下定义了 f 在 [α, β] 上的定积分：∫ β

α

f(x)dx := st

(
H∑
i=1

∗f(xi)∆x

)
.

读者可能会说以上四个定义和标准分析中的相应定义没有本质差别. 这的确如此. 但我们还需耐

心, 非标准分析方法的真正优点会在最后两节中予以介绍. 下面我们用非标准方法来证明几个微积分

中的经典定理. 证明中所用的主要思想是把实数轴离散化.

定理 3.18. 在 R 中的有界数列一定包含一个收敛子列.

证明 设 s = {an} 为 [α, β] 中的一个实数数列, 令 ∗s 是 s 的非标准扩张. 如果存在一标准实数 δ 使

得 {n ∈ ∗N : an = δ} 是个无限集, 那么一组一阶语句 ∗ϕt(δ) = (∀n1, . . . , nt ∈ ∗N)(∃y ∈ ∗N)(
∧t

i=1 y ̸=
ni ∧ ay = δ), 对所有 t ∈ N, 在 ∗R 中为真, 所以由转换原理, 所有 ϕt(δ) 在 R 中为真. 这些语句 ϕt(δ)

其实在 R 中表示了 {an} 包含一个常数子数列 {δ}.

现在我们可以假设对任意给定标准实数 δ, 数列 ∗s = {an : n ∈ ∗N} 中最多只有有限个项等于 δ.

我们现在要证 ∗s 中有至少有一项 aN 不在 R 中.

取一自然数 m, 令 x
(m)
i = α+ i(β − α)/m. 注意, N 是 R 上的一维关系. 因为一阶语句

ϕ := (∀m ∈ N)(∃i ∈ N ∩ [1,m])({n ∈ N : an ∈ [x
(m)
i , x

(m)
i+1 ]} 在N 中无界)

在 R 中为真, 所以 ∗ϕ 在 ∗R 中为真. 取一无穷大整数 M 和正整数 i 6 M 使得 {n ∈ ∗N : an ∈
[x

(M)
i , x

(M)
i+1 ]} 在 ∗N中无界. 因为区间 [x

(M)
i , x

(M)
i+1 ]的长度是无穷小,其中最多只有一个标准实数. 所

以一定有一个 aN ∈ [x
(M)
i , x

(M)
i+1 ] 使得 aN ̸∈ R.

设 st(aN ) = η 且令 S 表示 s中所有项的集合.任给标准实数 ϵ > 0,如果 F = S∩ (η− ϵ, η+ ϵ)是

有限的,那么 F = ∗F = ∗S∩ ∗(η−ϵ, η+ϵ). 因为 [x
(M)
i , x

(M)
i+1 ] ⊆ ∗(η−ϵ, η+ϵ),所以 aN ∈ ∗F = F ⊆ R.

这和 aN ̸∈ R 矛盾. 因此 S ∩ (η − ϵ, η + ϵ) 一定是无限的. 由 ϵ 的任意性, 我们推出 η 是 {an} 中一
子列的极限. 证毕.

定理 3.19. 设 f : [α, β] → R 为一标准连续函数. 则存在 γ ∈ [α, β] 使得 f(γ) 是函数值中的最大值.

证明 因为 ϕ := (∀n ∈ N)(∃i ∈ N∩ [0, n])(∀j ∈ N∩ [0, n])(f(α+ j(β−α)/n) 6 f(α+ i(β−α)/n))在 R
中为真,所以 ∗ϕ在 ∗R中为真. 令 H 为一无穷大整数. 则在非标准实数域中存在自然数 i0 6 H 使得

对任何 j = 0, 1, . . . ,H,都有 ∗f(α+ j(β−α)/H) 6 ∗f(α+ i0(β−α)/H). 令 γ = st(α+ i0(β−α)/H).

因为 α+ i0(β − α)/H ≈ γ, 由 f 在 γ 的连续性, 我们有 f(γ) ≈ ∗f(α+ i0(β − α)/H). 对任意标准实

数 x ∈ [α, β],存在自然数 j 6 H 使得 x ≈ α+ j(β−α)/H. 因此我们有 f(x) ≈ ∗f(α+ j(β−α)/H) 6
∗f(α+ i0(β − α)/H) ≈ f(γ), 即 f(x) 6 f(γ). 证毕.

以下给一个求导的简单例子.

例 3.20. 设 f(x) = x2 并且 dx 为一非零无穷小. 则对任意 x ∈ R, 我们有

f ′(x) = st

(
(x+ dx)2 − x2

dx

)
= st

(
2xdx+ dx2

dx

)
= st (2x+ dx) = 2x.
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虽然以上例子极其简单, 但可以从中观察到在非标准分析中发展一元微分理论的基本要点. 读者

不妨可以自己来试一下怎样利用无穷小数来证明中值定理, Taylor 定理, 等等.

定理 3.21. 设 f 在 [α, β] 上连续, F 在 [α, β] 上连续, 在 (α, β) 上可导并且 F ′(x) = f(x), 则∫ β

α

f(x)dx = F (β) − F (α).

证明 令 H 为一无穷大整数, xi = α + i(β − α)/H, ∆x = xi+1 − xi. 由中值定理, 对任意 i =

0, 1, . . . , H − 1 都有 x′i ∈ [xi, xi+1] 使得 ∗F (xi+1) − ∗F (xi) = ∗F ′(x′i)∆x = ∗f(x′i)∆x. 因为 x′i ≈ xi, 所

以 ∗f(xi) − ∗f(x′i) = ιi 是一无穷小并且∣∣∣∣∣
H−1∑
i=0

ιi∆x

∣∣∣∣∣ 6
(

max
06i<H

ιi

)H−1∑
i=0

∆x =

(
max

06i<H
ιi

)
(β − α) ≈ 0.

因此 ∫ β

α

f(x)dx = st

(
H−1∑
i=0

∗f(xi)∆x

)

= st

(
H−1∑
i=0

(∗f(x′i) + ιi)∆x

)

= st

(
H−1∑
i=0

∗F ′(x′i)∆x+
H−1∑
i=0

ιi∆x

)

= st

(
H−1∑
i=0

(∗F (xi+1) − ∗F (xi)) +
H−1∑
i=0

ιi∆x

)
= F (β) − F (α).

3.3 超结构的超幂扩张

利用无穷小数来发展微积分只是非标准分析应用中的一小部分. 为了在其他数学领域中的应用,

只考虑实数域的扩张是不够的. 例如实数上的勒贝格测度就无法在实数域的扩张中来讨论. 我们现在

要介绍一种结构称之为超结构（superstructure）, 使得大部分数学分支中的数学实体都能在其中被找

到. 超结构的思想取自于集合论.

定义 3.22. 定义 V0 = R. 对于任意自然数 n ∈ N 定义 Vn+1 = Vn ∪ P(Vn). 显然对任意 n ∈ N, 都有
Vn−1 ⊆ Vn. 给定一个足够大的自然数 N , 定义

V (R) =
N∪

n=0

Vn.

令 ∈ 为 V (R) 上的从属关系, 即 a ∈ b 表示 a 是集合 b 中的元素. 则结构 V = (V (R);∈) 被称之为

超结构. 如果 V (R) 中的一个元素 a 属于 Vn 但不属于 Vn−1, 我们称 a 是 V 中的第 n 层元素, 记

为 l(a) = n.

显然对于每个实数 r ∈ R, 都有 l(r) = 0. 对实数集 R, 则有 l(R) = 1. 注意, 利用集合

论的符号, 一个有序对 (a, b) 可以被看作为集合 {{a}, {a, b}}. 所以 l((a, b)) = l({{a}, {a, b}}) =

13
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max{l({a}), l({a, b})} + 1 = max{l(a), l(b)} + 2. 一个实数上的二维关系 P ⊆ R2 是一个有序实数

对的集合,每个有序实数对属于第二层,所以 P ⊆ V2,这推出 P ∈ V3. 如果 E ⊆ R, f : E → R是一函
数, 则 f 可被看作为 E × R 的子集. 所以 E × R ∈ V3 推出 f ∈ V4. 至此我们可以看出实数域 R 是
V (R)中的一个元素.因为在每一个特定的数学讨论只涉及有限个数学实体,所以只要 N 取得足够大,

这些数学实体都可以在 V (R) 中找到.

在超结构理论中, 关系只有一个, 即二维关系 ∈. 在定义超结构的一阶语言时, 逻辑符号不变, 但

非逻辑符号就只有一个,即 ∈. 所有元素项就只有逻辑变量 v1, v2, v3, . . .. 一阶谓词逻辑公式可以递归

定义, 即：原子公式为 x = y 或 x ∈ y, 这里 x, y 可以是相同或不同的变量符号, 如果 ψ 和 η 是一阶

公式, 则 ¬ψ, ψ → η, 和 ∀xψ 也是一阶公式.

对于任意关于超结构的一阶公式 ϕ(x1, x2, . . . , xs) 和 V (R) 中元素 a1, a2, . . . , as, 含参数语句

ϕ(a1, a2, . . . , as)在 V 中的真假值也可递归定义：a1 ∈ a2 和 a1 = a2 在 V 中为真的定义是自明的. 如

果 ϕ(a1, a2, . . . , as) 是 ¬ψ(a1, a2, . . . , as), 则 ϕ(a1, a2, . . . , as) 在 V 中为真当且仅当 ψ(a1, a2, . . . , as)

在 V 中为假. 如果 ϕ(a1, a2, . . . , as) 是 ψ(a1, a2, . . . , as) → η(a1, a2, . . . , as), 则 ϕ(a1, a2, . . . , as) 在 V
中为真当且仅当 ψ(a1, a2, . . . , as) 在 V 中为假或 η(a1, a2, . . . , as) 在 V 中为真. 如果 ϕ(a1, a2, . . . , as)

是 ∀xψ(x, a1, a2, . . . , as), 则 ϕ(a1, a2, . . . , as) 在 V 中为真当且仅当对所有 a ∈ V (R), 含参数语句

ψ(a, a1, a2, . . . , as)在 V 中为真. 注意, 在定义语句 ∀xψ(x, a1, a2, . . . , as)在 V 中的真假值时, “∀x . . .”
中的变量 x所取的值为 V (R)中的元素,这是一阶谓词逻辑所要求的. 但是 V (R)中的元素也可能是

含有元素的集合, 比如 N 是 V0 的子集, 也是 V1 中的元素. 所以我们有必要强调从逻辑的角度来说

V (R) 中的每个个体都是元素, 而 ∈ 仅是 V (R) 上元素之间的一个二维关系.

一般非标准分析的书上都把超结构定义为 (
∪

n∈N Vn;∈), 即超结构包含了无限多层元素. 这样的

定义有其便利之处. 但如果采用这样的定义, 在以后介绍非标准扩张中的转换原理时就需要对逻辑公

式进行修正, 即转换原理只应用于有界公式. 在本文中, 我们尽量不把精力用在逻辑讨论上. 所以我们

的定义就是这种思想指导下的产物.

其实在定义超结构时 V0 不是一定要设成 R. 在讨论有些数学分支时, 例如点集拓扑学, 其中的

数学实体可能有很大的基数, 所以这些数学实体在 V (R) 中有可能找不到. 所以一般来说 V0 可以设

定为 X ∪ R, 这里 X 可以是任何一个集合. 在本文中 V0 被设定为 R 已经足够满足我们的需要了.

以下我们建立超结构的超幂扩张. 设 U 仍是 N 上的一个非主超滤子. 一个 V (R) 中的元素序列

可表示为 {an} := {an : n = 0, 1, . . .}, 这里 an ∈ V (R). 设 V (R)N 为所有 V (R) 中的元素组成的序列

的集合.

定义 3.23. 1. 对于任意两个元素序列 {an}, {bn} ∈ V (R)N, 定义 {an} ≃ {bn} 当且仅当

{n ∈ N : an = bn} ∈ U ,

2. 对于任意元素序列 {an} ∈ V (R)N, 设 [an] := {{bn} ∈ V (R)N : {an} ≃ {bn}},

3. 定义 V (R)N/U := {[an] : {an} ∈ V (R)N}.

根据以上定义, 我们有 [an] = [bn] 当且仅当 {n ∈ N : an = bn} ∈ U . 设 a 为 V (R) 中一元素,

设 {a} 为常项 a 的序列, 则 [a] 是 V (R)/U 中的一元素. 如果 a 和 b 是 V (R) 中两个不同元素, 则

[a] ̸= [b]. 所以 V (R) 通过映照 a 7→ [a] 可以被嵌入到 V (R)N/U 中去.

定义 3.24. 设 [an], [bn] ∈ V (R)N/U , 定义 [an]E [bn] 当且仅当 {n ∈ N : an ∈ bn} ∈ U .

14
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例 3.25. 令 An = [0, n] ⊆ R 并且 r ∈ N. 则我们有 [r]E [An]. 这是因为 {n ∈ N : r ∈ An} = {n ∈ N :

n > r} ∈ U .

如果 a, b ∈ V (R), 则显然 [a]E [b] 当且仅当 a ∈ b, 所以以上定义给出的 V (R)N/U 上的二维关系
E 可以被看作是 V (R)N/U 上的 “属于”关系. V (R)N/U 中的元素也可以被赋予一个在 E 的意义下的

层次, 即如果 v E [V0], 则 l(v) = 0, 如果 v E [Vn] 但没有 v E [Vn−1], 则 l(v) = n. 不难证明, [Vn] 是

V (R)N/U 中所有层次小于等于 n 的元素的集合.

定义 3.26. 设 ∗ : V (R) → V (R)N/U 为一函数使得对任意 a ∈ V (R), ∗(a) = [a].

我们常把 ∗(a)写成 ∗a,把 V (R)N/U 写成 ∗V ,把 E 写成 ∗∈,把 (∗V ; ∗∈)写成 ∗V. 当然 ∗∈可
能不是 ∗V 上真正的集合论意义上的 “属于” 关系. 比如 1 ∈ R 当且仅当 [1] ∗∈ ∗R. 但是作为一个集

合论意义上的集合, ∗R = ∗(R) = [R] 是一个和常数序列 {R} 等价的所有序列组成的等价类, 其的元

素是所有 {An} 使得 {R} ≃ {An}. 所以 [1] 不是 ∗R 作为一个集合论意义下集合中的元素.

不过我们也可把 ( ∗V ; ∗∈) 转换成一个与之同构的结构 (L(∗V );∈) 使得二维关系 ∗∈ 被转换成真
正的属于关系 ∈. 对于任意 a ∈ ∗V 0令 L(a) = a,对于 n = 0, 1, . . . , N−1,递归定义 L在 ∗V n+1r ∗V n

中元素上的值使得对任意 a ∈ ∗V n+1r ∗V n, L(a) = {L(x) : x ∗∈a}. 令 L( ∗V ) = {L(a) : a ∈ ∗V }. 容易

证明 L是从 ( ∗V , ∗∈)到 (L(∗V );∈)上的同构,即 L是一一映上的,并且对任意 a, b ∈ ∗V ,我们有 a ∗∈b
当且仅当 L(a) ∈ L(b). 结构 (L(∗V );∈) 被称为结构 ( ∗V ; ∗∈) 的 Levy 塌缩而 L ◦ ∗ : V (R) → L(∗V )

则是从 V (R)到 L(∗V )中的嵌入. 所以 (L(∗V );∈)是超结构 (V (R);∈)的非标准扩张.为了直观,我们

在此文中仍使用 ∗V = ( ∗V ; ∗∈) 为超结构的非标准扩张而不是使用其 Levy 塌缩. 但是在 ∗V 中我们
常把 ∗∈ 想象成属于关系. 例如如果 a, b ∈ ∗V 使得 a ∗∈b 我们常把 a 称为 b 的元素, 如果对于任意
∗V 中的元素 x, 由 x ∗∈a 可以推出 x ∗∈b, 我们就说 a 是 b 的一个子集. 所以我们常把 ∗∈ 写成 ∈.

注意, 如果 r ∈ V0 = R, 我们可以把 r 和 ∗r = [r] 等同起来, 这是因为 r 在 V 中和 [r] 在 ∗V 中
都是原子, 即不含元素的集合. 但是如果 A 是 V (R) 中层次高于 0 的元素, 那么 ∗A 和 {[a] : a ∈ A}
就可能不相同. 比如 R ∈ V1, R = {[r] : r ∈ R} ̸= ∗R.

命题 3.27. 对于所有 A ∈ V (R) r V0,
∗A = {∗a : a ∈ A} 当且仅当 A 是一个有限集.

证明 充分性的证明和命题 3.10 的证明基本一样. 我们现在证必要性. 如果 A 是无限集, 则 A 包含

了无穷多个元素 a(m), m = 0, 1, . . .. 设 {bn} 是一个序列使得对所有自然数 n = 0, 1, . . ., bn = a(n), 则

{n ∈ N : bn ∈ A} = N ∈ U . 因此 [bn] ∈ ∗A. 如果 a ∈ A, 则 |{n ∈ N : bn = a}| 6 1. 所以对任意一个

a ∈ A, 我们都有 [bn] ̸= [a], 这证明了 ∗A ̸= {∗a : a ∈ A}.

以上命题也说明 ∗V 是 V 的真扩张. 更具体一些, ∗V 中的实数域是标准实数域的真扩张.

定义 3.28. 1. 如果 A ∈ V (R), 那么 ∗A 被称为标准集（standard set）,

2. 如果 B ∈ ∗V , 那么 B 被称为内集（internal set）,

3. 如果 C ⊆ ∗V , 但 C 不是内集, 那么 C 被称为外集（external set）.

4. 无穷大自然数被称为超整数（hyperfinite integer）,

5. 如果 H 是一超整数, H = {1, 2, . . . , H}, A 是一个内集, 并且存在一个从 H 到 A 的一一对应 b

使得 b ∈ ∗V , 则 A 被称为超有限集（hyperfinite set）. 如果一个内集是有限的或超有限的, 我们

就称之谓 ∗ 有限的.
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例 3.29. ∗R 是标准集. 如果对每个自然数 n 设 An = [0, n] ⊆ R, 那么 [An] 是内集但不是标准集.

集合 R 作为 ∗R 的子集是外集而不是内集. 容易证明 R ⊆ [An] ⊆ ∗R.
∗N 是标准集, ∗N 不是超有限的. 对每个 n ∈ N 设 Bn = [0, n] ∩ N, 则 [Bn] 是超有限集但不是

标准集. 集合 N 作为 ∗N 的子集是外集而不是内集. 我们有 N ⊆ [Bn] ⊆ ∗N.
因为在 N 中每个有限集都有一最大元, ∗N 中的超有限集也一定包含一最大元. 这可以从转换原

理（见下）中看出. 换一角度, 我们也可以说一个超有限集 A 是一内集, 所以 A = [An] 使得每个 An

都是 N 中的有限集, 所以 An 有最大元 an. 容易证明 [an] 是 A 中的最大元.

注意, 内集的元素是内集但内集的子集有可能是外集.

对于任意关于超结构的公式 ϕ(x1, x2, . . . , xs)使得 x1, x2, . . . , xs 是 ϕ中所有自由变量,对于任意

[a
(1)
n ], [a

(2)
n ], . . . , [a

(s)
n ] ∈ ∗V , 含参数语句 ϕ([a

(1)
n ], [a

(2)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗V 中的真假值也可依照公式的长

度来递归定义. 对于原子公式 ϕ, [an] = [bn] 在 ∗V 中为真当且仅当 {n ∈ N : an = bn} ∈ U , [an] ∈ [bn]

在 ∗V 中为真当且仅当 {n ∈ N : an ∈ bn} ∈ U . 如果 ϕ 是 ¬ψ, 则 ϕ 在 ∗V 中为真当且仅当 ¬ψ 在
∗V 中为假. 如果 ϕ 是 ψ → η, 则 ϕ 在 ∗V 中为真当且仅当 ψ 在 ∗V 中为假或者 η 在 ∗V 中为真. 如

果 ϕ(x1, x2, . . . , xs) 是 ∀xψ(x, x1, x2, . . . , xs), 则 ϕ([a
(1)
n ], [a

(2)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗V 中为真当且仅当对任

意 [a] ∈ ∗V , ψ([a], [a
(1)
n ], [a

(2)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗V 中为真. 注意, 因为超结构的语言中只有一个关系符号

∈, 并且我们还规定可以把 ∗∈ 写成 ∈, 所以对于关于 V 的公式 ϕ 我们没有必要对它进行翻译, 写成
∗ϕ.

命题 3.30. 设 ϕ(x1, x2, . . . , xs) 为一关于超结构的公式使得 x1, x2, . . . , xs 是 ϕ 中所有自由变量, 设

[a
(1)
n ], [a

(2)
n ], . . . , [a

(s)
n ] ∈ ∗V . 则我们有 ϕ([a

(1)
n ], [a

(2)
n ], . . . , [a

(s)
n ]) 在 ∗V 中为真当且仅当

{n ∈ N : ϕ(a(1)n , a(2)n , . . . , a(s)n ) 在 V 中为真} ∈ U .

以上命题 也是  Loś 定理的特例, 其证明和命题 3.8 的证明基本一样.

以下是超结构的非标准扩张转换原理.

定理 3.31 (转换原理). 设 ϕ(x1, x2, . . . , xs)为一关于超结构的公式使得 x1, x2, . . . , xs是 ϕ中所有自由

变量,设 a(1), a(2), . . . , a(s) ∈ V (R),则 ϕ(a(1), a(2), . . . , a(s))在 V 中为真当且仅当 ϕ(∗a(1), ∗a(2), . . . , ∗a(s))

在 ∗V 中为真.

A. Robinson 最初的非标准扩张使用了模型论中的紧致性定理. 那是一种比较抽象的扩张方法.

用超幂方法构造的非标准扩张比较具体, 每一个 ∗V 中元素 a 都有一个具体的表示, 即 a = [an]. 但

这可能也有负面作用. 因为非标准分析方法的优点之一是可以使有些数学问题变得比较直观. 如果我

们每次考虑非标准元素时, 都把它想象成一个序列, 那么复杂度就会增加, 就比较不容易获得直观. 这

和实数情况有些类似, 用 Cauchy 方法, 每个标准实数可以被看成是一个有理数 Cauchy 数列的一个

等价类, 但是在使用实数时, 我们并不把它们看成序列, 而是把它们看成数轴上的点. 想象一下如果每

次碰到实数时都把它们想象成一个有理数的 Cauchy 数列, 学习微积分会有多烦. 所以读者在初学时

可以经常把非标准元素或内集看成一个序列的等价类, 等到熟悉后, 就要努力训练自己把非标准元素

想象成一些点, 把一个内集想象成一个集合论意义下通常的集合.

4 非标准分析中的常用性质

在这一节中我们介绍非标准分析中常用的一些性质并讨论一些有关标准集, 内集, 和外集之间的
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差别. 然后介绍怎样用这些性质构造 Loeb 测度空间.

4.1 不依赖非标准模型的性质

在此小节中的命题或性质不依赖于非标准模型的构造. 如有时在证明中使用了超幂的结构, 也只

是为了方便而已.

以下这个命题常被称为溢出 – 溢入原理.

命题 4.1. 设 U ⊆ ∗N 为 ∗N 中的非空前截（initial segment）, 即满足 a, b ∈ ∗N, a < b, 和 b ∈ U 推

出 a ∈ U , U 在 ∗N 中有上界, U 没有最大元（所以 U 是外集）. 设 A ⊆ ∗N 为一非空内集. 则

1. 如果对于 U 中任意元素 u, 集合 A 中总有元素 a > u, 则 A 一定不是 U 的子集,

2. 如果对于任意不在 U 中的元素 v ∈ ∗N, 集合 A 中总有元素 a < v, 则 A ∩ U ̸= ∅.

证明 令 A = [An]. 先证明 1. 如果 A 在 ∗N 中有上界, 那么 A 就有最大元 [an]. 注意, [an] 一定不

在 U 里面, 这是因为如果 [an] 在 U 里面, A 就变成在 U 中有界了. 2. 的证明和 1. 的证明基本相

同, 只是把最大元换成最小元即可. 证毕.

一个内集 A ∈ ∗V 显然是可以被一个含参数的关于超结构的一阶公式在 ∗V 中来定义的. 这是因

为 A 本身就可以是一个参数, 即 ϕ(x,A) := ∀y(y ∈ x ↔ y ∈ A) 在 ∗V 中定义了集合 A. 现在我们来

证明其另一面, 即用内集来定义的集合是内集.

命题 4.2. 设 ϕ(x, y1, y2, . . . , ys) 为一关于超结构的一阶公式, x, y1, y2, . . . , ys 是其所有自由变量. 设

A(0), A(1), A(2), . . . , A(s) 为内集. 则集合

B = {b ∈ A(0) : ϕ(b, A(1), A(2), . . . , A(s)) 在 ∗V 中为真}

是一内集. 如果 A(0), A(1), A(2), . . . , A(s) 都是标准集, 则集合 B 也是标准集.

证明 设 m 6 N 足够大使得 A(0) ∈ ∗V m. 令 A
(0)
n ∈ Vm 使得 A(0) = [A

(0)
n ]. 我们需要找到 Bn ⊆ A

(0)
n

使得 B = [Bn] ∈ ∗V m. 对 i = 1, 2, . . . , s 令 A(i) = [A
(i)
n ]. 任给 n ∈ N, 令

Bn = {x ∈ A(0)
n : ϕ(x,A(1)

n , A(2)
n , . . . , A(s)

n ) 在V 中为真}.

我们需要证明 B = [Bn]. 给定一个 [an] ∈ A(0), 则 [an] ∈ B 当且仅当

ϕ([an], A(1), A(2), . . . , A(s)) 在 ∗V 中为真,

当且仅当（由命题 3.30）

{n ∈ N : ϕ(an, A
(1)
n , A(2)

n , . . . , A(s)
n ) 在V 中为真} ∈ U

当且仅当 {n ∈ N : an ∈ Bn} ∈ U , 当且仅当 [an] ∈ [Bn]. 所以 B 是内集.

如果集合 A(0), A(1), A(2), . . . , A(s) 都是标准集, 则所定义的所有集合 Bn 都是相同的 V 中的集
合. 所以 B 是标准集. 证毕.
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命题 4.3. 设 A ⊆ ∗N 是一内集. 如果 0 ∈ A 并且 n ∈ A 推出 n+ 1 ∈ A, 则 A = ∗N.

证明 假设 A ̸= ∗N. 则 AC = ∗N r A 是一非空内集. 在 V 中 N 的每一个非空子集都有最小元.

由转换原理, 在 ∗N 中每个非空内集有最小元. 所以 AC 有最小元 a. 因为 0 ∈ A, 所以 a > 0 并且

a− 1 ∈ A. 这和 a− 1 ∈ A 推出 a ∈ A 矛盾. 证毕.

在第 2 节公式（2.2）中我们介绍了一个关于实数完备性的二阶语句. 在那个语句中, 有一量词

∀X ⊆ [0, 1]. 变量 X 的值是集合而不是元素, 而这正是语句（2.2）不能在非标准扩张中成立的根本原

因.在超结构中,集合可以是元素.所以 ∀X ⊆ [0, 1]可被写成 ∀x ∈ P([0, 1]),这里 P([0, 1])是 [0, 1]的

幂集. 设

ϕ := ∀x ∈ P([0, 1]) (∃y ∈ x→ ∃z ∈ [0, 1] (∀u ∈ x(u 6 z) ∧ ∀y(y < z → ∃u ∈ x(u > y)))) .

语句 ϕ 是一阶的, 叙述了实数的完备性且在 V 中为真. 这是不是和非标准扩张 ∗V 和 V 满足相同的
一阶语句且 ∗V 中的非标准实数域不完备相矛盾？其实是不矛盾的. 这里的要点是集合 P(∗[0, 1]) 和
∗P([0, 1]) 的不同. 因为 x = P([0, 1]) 当且仅当

ϕ(x, [0, 1]) := ∀y(y ∈ x↔ ∀z(z ∈ y → z ∈ [0, 1]))

在 V 中为真, 所以公式

ϕ(x, ∗[0, 1]) := ∀y(y ∈ x↔ ∀z(z ∈ y → z ∈ ∗[0, 1]))

在 ∗V 中定义了一个集合, 记为 ∗P([0, 1]). 由命题 4.2 可知 ∗P([0, 1]) 是一个内集. 再从 ∗P([0, 1]) 的

定义和 “∀y” 在 ∗V 中的解释来看, ∗P([0, 1]) 中的元素 y 必须取值于 ∗V 中的元, 所以 ∗P([0, 1]) 是
∗[0, 1] 中所有内集的集合族, 而 P(∗[0, 1]) 则是 ∗[0, 1] 中所有集合（内集或外集）的集合族. 例如, 令 I

为 [0, 1] 中所有无穷小数的集合, 则 I ∈ P(∗[0, 1]) 但 I 没有上确界, 所以 I ̸∈ ∗P([0, 1]). 显然 I 是一

外集. 可以证明所有在 ∗R 中有上界但无上确界的子集一定是个外集.

4.2 可数饱和性

可数饱和性（countable saturation）依赖于非标准模型的构造. 本文所用的超幂构造, 满足可数饱

和性. 如果采用模型论中的紧致性定理可以构造出满足或不满足可数饱和性的非标准模型. 一般来说,

对于任意基数 κ,我们都可以用超幂方法或紧致性定理来构造满足 κ饱和性的非标准模型. 但为了可

读性, 在本文中我们只讨论可数饱和性. 可数饱和性在本文涉及的应用中也足够了.

定义 4.4. 设 F 为一集合族. 如果对于 F 中的任意有限子族 F0, 都有
∩

F∈F0
F ̸= ∅, 我们就说集合

族 F 满足有限交性质（finite intersection property）.

命题 4.5 (可数饱和性). 如果 F 是一个可数集合族使得 F 中元素都是 ∗V 中内集, 且 F 满足有限
交性质, 则我们有 ∩

F∈F

F ̸= ∅.
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证明 设 F = {[F
(m)
n ] : m ∈ N}. 我们需要找到一个 [an] ∈ ∗V 使得对于任何一个 m ∈ N, 都有

[an] ∈ [F
(m)
n ]. 不失一般性我们可假设 [F

(0)
n ] ⊇ [F

(1)
n ] ⊇ [F

(2)
n ] ⊇ · · · . 任取一元 [a

(m)
n ] ∈ [F

(m)
n ]. 对于任

一自然数 m, 令

Um := {n ∈ N : n > m, a(m)
n ∈ F (m)

n , 并且F (m)
n ⊆ F (m−1)

n ⊆ · · · ⊆ F (0)
n }.

由命题 3.30, Um ∈ U . 显然 U0 ⊇ U1 ⊇ · · · 并且
∩

m∈N Um = ∅. 现在我们定义所要的序列 {an}. 给

定 n ∈ N, 令 mn := max{m : n ∈ Um}. 注意, 因为所有 Um 的交是空集, 所以 mn 一定存在. 显然

n ∈ Umn . 令

an := a(mn)
n .

现在只需证明对任意 m ∈ N我们有 [an] ∈ [F
(m)
n ]. 由命题 3.8这等价于 U = {n ∈ N : an ∈ F

(m)
n } ∈ U .

当 n ∈ Um, 有 m 6 mn, 这是因为 mn 是这些 m 中的最大值. 因为 n ∈ Umn , 所以 a
(mn)
n ∈ F

(mn)
n 并

且 F
(m)
n ⊇ F

(mn)
n , 这推出 an = a

(mn)
n ∈ F

(m)
n . 因此 n ∈ U . 这证明了 Um ⊆ U . 由滤子的定义, 我们

有 U ∈ U . 证毕.

推论 4.6. 设 A 是一内集, s = {an : n ∈ N} 是 A 中一个序列（s 本身可能是外集）. 则存在一个超整

数 H 和一个内集 S = {bn}Hn=0 ⊆ A 使得对每个 n ∈ N, 我们有 bn = an, 即 S 是 s 在 A 中的延伸.

证明 对每个 m ∈ N, 定义一个集合 F (m) 使得

F (m) := {{bn}kn=0 : k ∈ ∗N, k > m,∀n 6 k(bn ∈ A), bm = am}.

不难看出 F (m) 的定义可以用一阶公式来表示. 命题 4.2 推出 F (m) 是一内集. 对于任意有限 m ∈ N,

有限序列 {an}mn=0 是内集并且属于
∩m

i=0 F
(i), 所以 {F (m) : m ∈ N} 满足有限交性质, 所以由命题

4.5, 存在内集 S ∈
∩

m∈N F
(m). 显然 S = {bn}Hn=0 就是命题中所需要的. 证毕.

4.3 Loeb 测度空间

Loeb 测度空间是非标准分析在标准数学中应用的最重要工具之一. Loeb 测度空间是用非标准分

析的方法在一内集上构造一个标准测度空间,使得非标准方法和标准方法两边的优势可以被联系起来

并被应用. Loeb测度空间可以从最广泛的定义开始,但为了可读性我们只介绍超有限集上的由均权生

成的 Loeb 概率测度空间, 而这对本文涉及的应用是足够了.

设 An 为有限集并且A = [An]为一超有限集, 我们可定义 A的内基数 |A| := [|An|]. 在本小节中
设 Ω 为一超有限集并且 |Ω| = H, 即 H 是一超整数并且 Ω = {ω1, ω2, . . . , ωH}. 注意, 基数函数 | · |
只对内集有意义,

命题 4.7. 对任一元素 ω ∈ Ω, 令 w(ω) = 1
H , 即 Ω 中每一个元素的权都为无穷小数 1/H, 令 Σ0 :=

∗P(Ω), 即 Σ0 是所有 Ω 的内子集的集合族. 对于任意一个 A ∈ Σ0 定义

µ0(A) =
∑
a∈A

w(a) =
1

H
|A|.

则 (Ω; Σ0, µ0) 是一个在非标准意义下的 ∗ 有限可加概率测度空间.

证明 显然 Σ0 是一布尔代数,即对交 ∩,并 ∪,和差 r是闭合的. 又显然 µ0(Ω) = 1. 给定 n ∈ N,令

Ωn 为一 n 元有限集, 令 Σ0,n = P(Ωn). 对于任意 A ∈ Ωn, 定义 µ0,n(A) = |A|/n. 则 (Ωn; Σ0,n, µ0,n)

是一个有限可加概率测度空间. 所以由转换原理, 命题得证.
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命题 4.8. 令 (Ω; Σ0, µ0) 为命题 4.7 中所定义. 对于任意 A ∈ Σ0, 定义

µ(A) = st (µ0(A)) .

则 (Ω; Σ0, µ) 是一个在标准意义下的有限可加无原子（atomless）概率测度空间.

证明 注意, 如果 A1, A2 ∈ Σ0 并且 A1 ∩A2 = ∅, 我们有 µ(A1 ∪A2) = st(µ0(A1 ∪A2)) = st(µ0(A1) +

µ0(A2)) = st(µ0(A1)) + st(µ0(A2)) = µ(A1) + µ(A2). 如果 A ∈ Σ0 并且 µ(A) > 0, 则 |A| 一定是一超
整数. 令 A = [An], 并选取 Bn ⊆ An 使得 |Bn| = ⌈ 1

2 |An|⌉, 则 B = [Bn] ⊆ A 并且 µ(B) = 1
2µ(A). 证

毕.

定义 4.9. 设 (Ω; Σ0, µ) 为命题 4.8 中所定义. 对于 Ω 中任意子集（内集或外集）X, 定义 X 的内测

度 µ(X) 和外测度 µ(X)：

µ(X) := sup{µ(A) : A ∈ Σ0, A ⊆ X},

µ(X) := inf{µ(A) : A ∈ Σ0, A ⊇ X}.

这里 sup 和 inf 都是标准意义下的算子. 令

Σ := {X ⊆ Ω : µ(X) = µ(X)}.

对于每个 X ∈ Σ 定义 µL(X) = µ(X).

根据以上定义, 如果 A ∈ Σ0, 则 µ(A) = µ(A) = µ(A). 所以 Σ0 ⊆ Σ.

命题 4.10. 以上定义的空间 (Ω; Σ, µL) 满足下列性质：设 X ∈ Σ,

1. 对任意标准实数 ϵ > 0, 存在内集 A,B ⊆ Ω 使得 A ⊆ X ⊆ B 并且 µL(B rA) < ϵ,

2. 如果 Y ∈ Σ, 那么 X r Y ∈ Σ,

3. 如果 Xn ∈ Σ,那么
∪

n∈NXn ∈ Σ,如果 {Xn : n ∈ N} ⊆ Σ是两两互不相交的,则 µL(
∪

n∈NXn) =∑∞
n=0 µL(Xn),

4. 存在内集 An 和 Bn 使得对每一个 n ∈ N, 都有 An ⊆ An+1 ⊆ X ⊆ Bn+1 ⊆ Bn 并且

µL(
∪

n∈NAn) = µL(X) = µL(
∩

n∈NBn),

5. 存在内集 A ⊆ Ω 使得 µL(∆(A,X)) = 0, 这里 ∆(A,X) 是 A 和 X 的对称差, 即 ∆(A,X) =

(ArX) ∪ (X rA),

6. µL(X) = 0 和 Y ⊆ X 推出 Y ∈ Σ 和 µL(Y ) = 0.

所以 (Ω; Σ, µL) 是一无原子, 可数可加, 完备的概率测度空间.

证明 以下关于概率空间的基本性质是显然的：即（1） µL(Ω) = 1, （2）对任意 X ∈ Σ, 有 0 6
µL(X) 6 1,（3）如果 X,Y ⊆ Ω 和 X ⊆ Y 推出 µL(X) 6 µL(Y ). 接下来证明上述各性质：

1. 由 sup 和 inf 的定义, 存在内集 A,B 使得 A ⊆ X ⊆ B, µ(A) > µ(X) − 1
2ϵ = µL(X) − 1

2ϵ, 和

µ(B) < µ(X) + 1
2ϵ = µL(X) + 1

2ϵ. 由 µ 的有限可加性

µL(B rA) = µ(B rA) = µ(B) − µ(A) < ϵ.
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2. 给定任意标准正实数 ϵ 和 i = 1, 2, 令 Ai, Bi ∈ Σ 使得 A1 ⊆ X ⊆ B1, A2 ⊆ Y ⊆ B2,

µL(B1 rA1) < ϵ/2, 和 µL((B1 rA1) < ϵ/2. 我们有 A1 rB2 ⊆ X r Y ⊆ B1 rA2. 所以

µ(X r Y ) − µ(X r Y ) 6 µ(B1 rA2) − µ(A1 rB2)

= µ((B1 rA2) r (A1 rB2)) 6 µ((B1 rA1) ∪ (B2 rA2)) < ϵ.

因为 ϵ 可任意小, 所以 µ(X r Y ) = µ(X r Y ).

3. 由 2. 我们可假设 Xn 两两不相交. 任给标准正实数 ϵ, 令 An, Bn ∈ Σ 使得 An ⊆ Xn ⊆ Bn

和 µ(Bn rAn) 6 ϵ/2n+2. 因为

lim
n→∞

n∑
i=0

µ(An) = lim
n→∞

µ

(
n∪

i=0

Ai

)
6 µ

( ∞∪
n=1

Xn

)
6 1,

所以存在 n0 使得
∑∞

i=n0+1 µ(An) < ϵ/2. 又由命题 4.6 存在超整数 K 使得 {(An, Bn) : n =

0, 1, . . . ,K} 是内集且是 {(An, Bn) : n ∈ N} 的延伸, 并满足
∑K

i=n0+1 µ(An) < ϵ/2. 现在我们有

µ

(∪
n∈N

Xn

)
− µ

(∪
n∈N

Xn

)
6 µ

(
K∪
i=0

Bi

)
− µ

(
n0∪
i=0

Ai

)
6

K∑
i=0

µ (Bi rAi) +
K∑

i=n0+1

µ(Ai) < ϵ.

因为 ϵ 可以任意小, 所以 µ
(∪

n∈NXn

)
= µ

(∪
n∈NXn

)
. 从以上不等式还可看出

n0∑
i=0

µ(Ai) 6 µL

(∪
n∈N

Xn

)
6

∞∑
n=0

µL(Xn) 6
K∑
i=0

µ(Bi) 6
n0∑
i=0

µ(Ai) + ϵ.

所以 µL

(∪
n∈NXn

)
=
∑∞

n=0 µL(Xn).

由 2. 和 3. 可知 Σ 是一 σ– 代数, 并且测度 µL 是可数可加的.

4. 对每个 n ∈ N, 选取 A′
n 和 B′

n 使得 A′
n ⊆ X ⊆ B′

n 并且 µL(B′
n rA′

n) < 1
n . 令 An =

∪n
i=0A

′
n

和 Bn =
∩n

i=0B
′
n. 则 An ⊆ An+1 ⊆ X ⊆ Bn+1 ⊆ Bn 并且

µL

(∩
n∈N

Bn

)
− µL

(∪
n∈N

An

)
6 µL(Bn) − µL(An) <

1

n
.

令 n→ ∞, 所要结论成立.

5. 设 Sn = {C ∈ Σ0 : An ⊆ C ⊆ Bn}. 由命题 4.2 集合 Sn 是一内集. 因为 m > n 推出

Am ∈ Sn, 所以 {Sn : n ∈ N} 满足有限交性质. 由命题 4.5, 存在 A ∈
∩

n∈N Sn. 显然 A 是内集,∪
n∈NAn ⊆ A ⊆

∩
n∈NBn, 和 ∆(A,X) ⊆

(∩
n∈NBn r

∪
n∈NAn

)
, 而这推出 µL(∆(A,X)) 6 1

n → 0.

6. 因为 0 6 µ(Y ) 6 µ(Y ) 6 µ(X) = 0, 所以 µ(Y ) = µ(Y ) = 0.

因为 6. 空间 (Ω; Σ, µL)被称为完备的. 如果 X ∈ Σ使得 µL(X) > 0,则一定有一个内集 A ⊆ X,

使得 µ(A) > 0. 由命题 4.8 的证明, 存在一内集 B ⊆ A 使得, µ(B) = 1
2µL(A). 所以空间 (Ω; Σ, µL)

没有原子. 命题证毕.

注：(Ω; Σ, µL) 被称为 Loeb 概率测度空间或简称 Loeb 空间, 而 µL 则被称为 Ω 上的 Loeb 测

度, Σ 中元素被称为 Loeb 可测集.
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5 非标准分析在一些数学分支的应用

在这一节中我们介绍三个非标准分析在其他数学分支中应用的结果.其实还有很多值得介绍的结

果, 之所以选了以下三个只是因为篇幅所限. 当然这些结果的证明还需读者自己去阅读原始文章或其

他相关书籍.

5.1 随机微分方程强解的存在性定理

我们先介绍 Anderson（一维）随机游动（random walk）. Anderson 的随机游动的标准化即是

Wiener 过程（Wiener process）或叫 Brown 运动（Brownian motion）. 所以 Anderson 的随机游动给

出 Brown 运动的一个具体表示方式.

定义 5.1. 设 (Ω;λ) 为一概率空间, T = [0,∞) 为时间轴. 如果一个随机过程 b : Ω × T → R 满足以
下条件：

1. 对任意 ω ∈ Ω, b(ω, 0) = 0,

2. 对 λ– 几乎所有 ω ∈ Ω, 函数 b(ω, · ) : T → R 是一连续函数,

3. 对任意 0 = t0 < t1 < · · · < tm <∞, 随机变量集合 {b( · , ti+1)− b( · , ti) : i = 0, 1, . . . ,m− 1} 中的
随机变量是相互独立的,

4. 对任意 0 6 s < t < ∞, 随机变量 b( · , t) − b( · , s) 有正态分布, 且均值（mean）为 0, 标准差

（standard deviation）为
√
t− s,

则该随机过程被称为 Brown 运动.

定义 5.2. 设 H 为一超整数, T := {0, 1
H ,

2
H , . . . ,

H2−1
H ,H}, ti := i

H , ∆t := 1
H . 我们可以把 T 看成离

散时间轴, 使得最小时间区间的长度为无穷小 ∆t, 并且总长度在标准意义下是无限的.

设 Ω 是所有从 T 到 {−1, 1} 的内函数的集合. 注意, Ω 是内集且 |Ω| = 2H
2+1. 在 Ω 上我们可

以定义 Loeb 测度 µL. 注意, Ω 中每一个点 ω 是一个从超有限集 T 到 {−1, 1} 的内函数.

定义 B : Ω × T → ∗R 使得

B(ω, t) :=
∑
s<t

ω(s)
√

∆t.

则 B(ω, t) 被称为 Anderson 随机游动.

以下定理由 R. Anderson 在 [1] 中第一次提出并证明, 读者也可在其他非标准分析教课书或参考

书中找到, 比如 [7, 42,44].

定理 5.3. 令 Ω, µL, T ,和 B(ω, t)为定义 5.2中所定义.对任意标准实数 t ∈ (0,∞)令 t− = max{s ∈
T : s < t}, 设 b(ω, 0) = 0 并且对 t ∈ (0,∞)

b(ω, t) := st(B(ω, t−)).

则存在 µL– 测度为 1 的集合 X ⊆ Ω 使得 b(ω, t) : X × [0,∞) → R 为 Brown 运动.
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因为在非标准结构里 Anderson 随机游动就可被看作是离散化了的 Brown 运动, 有时在解涉及

Brown 运动的随机微分方程时, 就可以利用其离散化而得到一些运算上的便利. 利用可数饱和性, 还

可证明, Ω 上的任意两个 Brown 运动都是同构的, 所以每个 Brown 运动, 都可以用 Anderson 随机游

动生成的 Brown 运动来代替. Anderson 随机游动已成为非标准分析中解随机微分方程的一个常用工

具.

以下是 H. J. Keisler 和其他一些非标准分析学者证明了的一系列随机微分方程强解存在性定理

中的一个. 定理的证明可在 [36] 中找到. 有兴趣者还可阅读 [14, 25,26] 等论文.

定理 5.4. 设 b : Ω × [0,∞) → Rd 为一 d– 维 Brown 运动, g : [0, 1] × Rd → Mk
d 为一平方可积

函数, 这里 Rd 上的测度为正规测度, Mk
d 是所有 d × d 矩阵使得矩阵中的数取自 [−k, k], 并且

det(ggT ) > 1/k. 则方程

x(ω, t) =

∫ t

0

g(s, x(ω, s))db(ω, s)

的解 x 存在并且 x 是 Ω × [0,∞) 上的 d 维连续鞅（continuous martingale）.

以上随机微分方程的解被称为强解, 指的是 Brown 运动所在空间和解 x 所在空间相同, 都是

Loeb 概率空间 Ω. 这在标准数学中一般无法做到, 在标准数学中所得到的解为弱解, 即 Brown 运动

所在的空间和解所在的空间不是同一个空间. 读者可参看 [2].

5.2 关于局部群的 Hilbert 第五问题

如果 (G; · , 1G) 是一群, (G; T ) 是一 Hausdorff 拓扑空间, 并且群的逆运算 g 7→ g−1 是 (G; T ) 上

的连续函数, 乘法运算 (g, h) 7→ gh 是 (G ×G; T × T ) 上的连续函数, 则结构 (G; · , 1G, T ) 被称为拓

扑群.

在一个拓扑群 (G; · , 1G, T ) 中, 如果存在一个 1G 的开邻域 U ⊆ G 使得 U 和有限维欧氏空间

Rn 同胚, 则该拓扑群被称为局部欧氏群. 如果在一个局部欧氏群中, 逆运算和乘法运算都是无穷次可

微的, 则该局部欧氏群被称为李群.

Hilbert 第五问题： 是否每个局部欧氏群一定是李群？

Gleason, Montgomery, 和 Zippin 在 1952 年解决了 Hilbert 第五问题, 给出了肯定的回答. 参

看 [17] 和 [46].

在 1957 年 Jacoby 给出了一个 Hilbert 第五问题关于局部欧氏局部群的推广, 参看 [27]. 注意,

一个局部群可能不是群.

定义 5.5. 在一个结构 (G; ι, p, 1G, T ) 中, 如果 (G; T ) 是一 Hausdorff 拓扑空间, 1G ∈ G, 存在 1G 的

开邻域 U ⊆ G 和 ({1G} ×G) ∪ (G× {1G}) 的开邻域 V ⊆ G×G 使得 ι : U → G 和 p : V → G 是连

续函数, 并且对所有 x, y, z ∈ G,

1. p(1G, x) = p(x, 1G) = x；

2. 如果 x ∈ U , 那么 (x, ι(x)), (ι(x), x) ∈ V 并且 p(x, ι(x)) = 1, p(ι(x), x) = 1；

3. 如果 (x, y), (y, z), (p(x, y), z), (x, p(y, z)) ∈ V , 那么 p(p(x, y), z) = p(x, p(y, z)),

则该结构被称为一局部群.
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在以上定义中, ι 是只在 U 中有定义的逆运算, p 是只在 V 中有定义的乘法. 以上条件 1. 表示

1G 是单位元, 条件 2. 表示 ι 是逆运算, 条件 3. 表示乘法 p 满足群的结合律.

定义 5.6. 设 (G; ι, p, 1G, T ) 为一局部群, U 和 V 为以上所定义, 则

1. 对于包含 1G 的开集 W , G 在 W 上的限制, G|W , 是一局部群 (W ; ιW , pW , 1G, T |W ), 这里

UW := W ∩U ∩ ι−1(U), VW := V ∩W ×W ∩ p−1(W ), ιW 是 ι 在 UW 上的限制, pW 是 p 在 VW

上的限制, T |W 是 T 在 W 上的限制；

2. 如果存在一个 1G 的开邻域 W 使得 W 和 Rn 同胚, 则我们称 G 为局部欧氏的局部群；

3. 如果 ι 和 p 是无穷次可微的, 我们称 G 为局部李群.

Jacoby的 Hilbert第五问题关于局部欧氏局部群的推广指的是证明了：对每一个局部欧氏的局部

群, 存在一单位元的开邻域 W 使得该局部群在 W 上的限制是一个局部李群. 可惜 [27] 中的证明是

有瑕疵的, 所以不能被大家所承认, 读者可参看 [49].

在 1990 年 Hirschfeld 在 [24] 中使用非标准分析方法给出了 Hilbert 第五问题解的证明. 和最初

的证明相比, 简明了许多. 在 2010 年, Goldbring 沿着 Hirschfeld 的思路, 用非标准分析方法, 在 [19]

中最先解决了关于局部群的 Hilbert 第五问题. 以下是所证明的定理.

定理 5.7. 如果 G 是一个局部欧氏局部群, 那么就存在 1G 的一个开邻域 W , 使得 G 在 W 上的限

制是一个局部李群.

5.3 精确大数定律及在经济学中的应用

保险公司售出的每一份保单都包含了金融风险, 但如果该公司售出了同一险种的大量保单, 并且

保单和保单之间的金融风险是相互独立的, 这些风险就会相互抵消使得总体的风险大为降低. 怎样来

建立针对这个经济现象的合理的数学模型？

一份保单 i的风险可被看作一概率空间 (Ω;F , P )上的随机变量 fi. 设 I 为所有保单的集合.那么

某一情况 ω ∈ Ω下的某一保单 i的风险就是一个在 I×Ω上的二元函数 f(i, ω),这里 fi(ω) = f(i, ω).

在现实生活中所有保单的集合 I, 无论多大, 一定是有限集, 但是为了能更有效地分析总体风险, 经济

学家往往假设一种理想情况,即设 I 是无限的. 集合 I 可以被假设为自然数集,但更多时候 I 被设为

一概率空间 (I; I, λ). 很自然风险函数 f(i, ω)应被设为乘积概率空间 (I ×Ω;σ(I ×F), λ×P )上的可

测函数, 或称为联合可测函数（jointly measurable function）, 这里 σ(I × F) 表示由 I × F 生成的 σ-

代数. 同时我们还应假设风险随机变量集 {fi : i ∈ I}中的随机变量是几乎两两互相独立的. 可惜这两

个假设对绝大多数有意义的函数 f(i, ω)是有矛盾的. 以下命题（参看 [57]）的证明在 [44, Proposition

8.3.3] 中可找到.

命题 5.8. 假设 f : I × Ω → R 是一乘积空间 (I × Ω;σ(I × F), λ × P ) 上的联合可测函数使得对 λ–

几乎所有 i ∈ I 和 λ– 几乎所有 s ∈ I, fi(ω) := f(i, ω) 和 fs(ω) := f(s, ω) 作为 Ω 上的随机变量是互

相独立的, 那么对 λ– 几乎所有 i ∈ I, fi 是 Ω 上的一个常数随机变量.

注意, fi 是常数随机变量指的是 fi P– 几乎处处等于一个常数, 而几乎处处等于常数的随机变量

根本不值得研究. 在以上命题中函数 f(i, ω) 的值域可以设为可分的完备度量空间.
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命题 5.8 说明, 两个看起来很自然的性质, 即 f(i, ω) 的联合可测性和对 λ– 几乎所有的随机变量

f(i, · ) 之间的相互独立性, 除了平凡情况, 是互不相容的. 这个问题给经济学中很多模型的建立造成

了困难. 究其原因, 以上不相容性的产生是因为乘积可测集代数 σ(I × F) 不是一个 I × F 的合适代
数扩张. 但是什么才是合适的代数扩张呢?

设 I 和 Ω 都是超有限集, 并且 (I; I, λ) 和 (Ω;F , P ) 都是 Loeb 概率空间. 在 I × Ω 上有两

个自然的乘积代数的扩张. 一个是在通常标准数学中的扩张 σ(I × F), 还有一个被称为 Fubini 扩张.

因为 I × Ω 是一超有限集, 所以可以按照小节 4.3 中的方法构造一个 Loeb 概率测度, 记为 λ � P ,

和 Loeb 可测集代数, 记为 I � F . 可以证明 σ(I × F) ⊆ I � F 并且如果 X ∈ σ(I × F), 那么

λ� P (X) = λ× P (X). Loeb 空间 (I × Ω; I �F , λ� P ) 被称为 (I × Ω; I × F , λ× P ) 的 Fubini 扩张.

可以证明 Fubini 扩张满足以下 Fubini 性质：

任给 I × Ω 上的 λ� P– 可积函数 f ,

1. 对 λ– 几乎所有 i ∈ I, f(i, · ) 是 Ω 上的 P– 可积函数, 对 P– 几乎所有 ω ∈ Ω, f( · , ω)

是 I 上的 λ– 可积函数；

2.
∫
I
f(i, · )dλ 是 Ω 上的可积函数,

∫
Ω
f( · , ω)dP 是 I 上的可积函数, 并且∫

I×Ω

fdλ� P =

∫
I

∫
Ω

f( · , ω)dPdλ =

∫
Ω

∫
I

f(i, · )dλdP.

以下定理 5.10 是被称为 Fubini 扩张的精确大数定律 中的几个形式之一, 参看 [57].

定义 5.9. 设 (I; I, λ) 和 (Ω;F , P ) 为两个概率空间, {fi : i ∈ I} 是 Ω 上的随机变量集合. 如果对 λ–

几乎所有 i ∈ I, λ– 几乎所有 s ∈ I, 和任何 S ∈ F , 都有∫
S

fi(ω)fs(ω)dP =

∫
S

fi(ω)dP

∫
S

fs(ω)dP,

则 {fi : i ∈ I} 被称为基本两两相互独立的（essentially pairwise independent）.

定理 5.10. 设 I 和 Ω 为两个超有限集, (I; I, λ) 和 (Ω;F , P ) 为 两个 Loeb 空间. 设 f : I × Ω → R
为一 λ� P– 平方可积函数, 则以下两个命题等价：

1. {f(i, · ) : i ∈ I} 是基本两两相互独立的.

2. 任给一 B ∈ I 使得 λ(B) > 0, 则对 P– 几乎所有 ω ∈ Ω,∫
B

f(i, ω)dλ =

∫
B

∫
Ω

f(i, ω)dPdλ.

注意, 以上定理直观地讲就是说：给定足够多个互相独立的随机变量, 这些随机变量在几乎每个

样本上的均值都等于所有这些随机变量在概率空间 Ω 上均值的均值.

可以从 Fubibi 扩张的定义及乘积 Loeb 空间的定义的关系中看出, 非标准分析在这里的的应用

是很难用标准方法来替代的.

精确大数定理在经济学中有广泛的应用, 读者可查看孙业能教授及其合作者的众多经济学论文,

比如 [9,39,55–57]等. 在此我们只列出一个在 [57]中关于保险理论的定理作为一个例子. 定理中所涉

及的各个概念还需由感兴趣的读者自己去探究.

定理 5.11. 风险函数集 {fi, i ∈ I} 是可保险的（insurable）当且仅当它们是基本两两相互独立的.
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6 非标准分析在组合数论中的应用

作者在过去二十多年中致力于非标准分析在组合数论中的应用, 获得了一些有趣的结果. 组合数

论对于初学者来说, 门槛比较低, 问题比较容易解释清楚. 所以非标准分析在此领域中的应用一旦有

成, 就比较能使不了解非标准分析的学者对非标准分析的实用性产生信心.

非标准分析在讨论组合数论中的问题时会有哪些优点呢？作者认为有两个方面值得一提.

第一, 非标准分析能简化一些证明的复杂度. 在非标准分析中一个标准的极限过程可以被简化成

一个非标准的简单步骤,例如一个数列 {an}包含一个收敛于 a的子列可以被叙述为存在一个超自然

数 N 使得 aN 无穷接近 a, 再比如一个无限集合 A ⊆ N 在一个基数趋向无穷的有限区间序列上的
局部密度趋向于 α 可被看成 ∗A 在一个超有限区间上的局部密度等于 α. 在组合数论中很多定理的

证明都很长而繁琐, 如果在这类证明中非标准分析带来的简化不断地累积, 就能提供更清晰的思路和

直观, 乃至关键突破. 在组合数论中有一类问题涉及自然数序列的各种密度, 而多种密度都是用极限

来定义的, 所以非标准分析之所以在密度问题上得到应用不是偶然的.

第二, 非标准模型中的超整数或超有限集概念对同一问题提供了有限和无限两方面的工具. 从标

准分析的角度看,一个超有限集是无限集,所以利用标准化映照很多连续性数学的工具可以被引入,例

如 Loeb空间就是一例, 从非标准分析的角度看,一个超有限集是有限的, 所以利用转换原理很多离散

数学的结果就可以被应用, 所以超有限集的这两方面的特点相辅相成. 如果交替重复利用外部的无限

性和内部的 ∗ 有限性, 非标准分析方法的内在潜力就可以展现出来. 在以下的讨论中, 特别是在第三

小节, 这个思想被不断应用于证明中. 记得有人在介绍非标准分析时曾说过, 为了能更好地研究无限

集, 最好先把它扩充成（非标准意义下的）有限集.

现在我们介绍几个常用的渐近密度概念. 令 N为包含 0的所有自然数的集合,令 N+ 为 Nr{0}.

对任意 a, b ∈ N, 令 A(a, b) := |A ∩ [a, b]|.

定义 6.1. 设 A ⊆ N 为一无限集.

1. A 的上渐近密度（upper asymptotic density）

d(A) := lim sup
n→∞

A(0, n)

n+ 1
.

2. A 的下渐近密度（lower asymptotic density）

d(A) := lim inf
n→∞

A(0, n)

n+ 1
.

3. A 的上 Banach 密度（upper Banach density）

BD(A) := lim
n→∞

sup
k∈N

A(k, k + n)

n+ 1
.

4. A 的下 Banach 密度（lower Banach density）

BD(A) := lim
n→∞

inf
k∈N

A(k, k + n)

n+ 1
.

容易看出对任意 A ⊆ N,

0 6 BD(A) 6 d(A) 6 d(A) 6 BD(A) 6 1.
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上下渐近密度是很自然的定义, 关于他们的讨论常能看到. 关于上下 Banach 密度的讨论相对比

较少, 特别是下 Banach 密度. 但上 Banach 密度是在自然数集上建立 Banach 空间的重要概念, 读者

可参看 [16].

在数论中还有一个常用的不很涉及极限的密度概念被称为 Shnirel’man 密度, 有必要介绍一下,

但其不是我们要讨论的重点. 参看 [47].

定义 6.2. 设 A ⊆ N 为一无限集. A 的 Shnirel’man 密度（Shnirel’man density）

σ(A) := inf
n>1

A(1, n)

n
.

容易看出对任意 A ⊆ N, σ(A) 6 d(A). 注意, 如果 1 ̸∈ A, 那么 σ(A) = 0.

以下三个小节分别讨论三个不同的专题,由于篇幅有限我们不能把所有牵涉到的定理都给出详细

的证明. 我们将证明第一小节中的所有定理和第二小节中的部分定理. 第三小节中定理的证明较长,

我们只能给出粗略的解释. 好在所有的证明都能在所引的论文中找到.

6.1 和集现象

在标准实分析中一个 Lebesgue测度为零的实数子集是一个小集合.大家知道实数集 R一定不是
可数个零测集的并. 除了 Lebesgue测度之外还有一个衡量实数子集大小的概念,即第一纲/第二纲集.

令 X 为一个实数子集, 如果在每一个非空开区间 (a, b) 中总有一个非空子开区间 (c, d) ⊆ (a, b) 使得

(c, d) ∩ X = ∅, 集合 X 就被称为无处稠密集. 如果一个实数子集 X 可以被表示为最多可数个无处

稠密集的并, X 就被称为第一纲集. Baire 定理指出实数集 R 一定不是可数个第一纲集的并, 所以第

一纲集是在序拓扑意义下的一种小集合.但是在测度意义下的小集合概念和在序拓扑意义下的小集合

概念是不可比较的. 这是因为由构造 Cantor 集的方法, 可以构造一个第一纲集 A ⊆ R, 使得 R r A

的 Lebesgue 测度为零. 所以在测度意义下 A 是一个大集合而在序拓扑意义下 A 是一个小集合, 同

时 RrA 在测度意义下是小集合而在序拓扑意义下是个大集合.

当考虑和集的时候, 情况就不同了. 如果 A 和 B 是一个加法群中的两个子集, 定义

A±B := {a± b : a ∈ A, b ∈ B}.

以下是一个众所周知的定理.

定理 6.3. 设 λ 为 R 上的 Lebesgue 测度, A,B ⊆ R 使得 λ(A) > 0 和 λ(B) > 0. 则 A + B 一定包

含了一个非空开区间.

粗略地讲, 以上定理表明了如果 A和 B 都不是测度意义下的小集合,则 A+B 就不是序拓扑意

义下的小集合. 此定理可用 Lebesgue 稠点定理来证明. 令 a 是一个实数子集 A 中的元素, 如果对任

意 ϵ > 0 总存在 δ > 0 使得对任意 0 < δ′ < δ, λ(A ∩ (a− δ′, a+ δ′))/(2δ′) > 1 − ϵ, 则 a 被称为 A 的

稠点（density point）. Lebesgue 稠点定理指的是如果 A 是一个 Lebesgue 正测集, 那么几乎所有 A

中的点都是 A的稠点. 如果 A和 B 都是正测集,令 a和 b分别是 A和 B 的稠点,再令 δ > 0使得

λ(A ∩ (a− δ, a+ δ))/(2δ) > 2/3 和 λ(B ∩ (b− δ, b+ δ))/(2δ) > 2/3. 用鸽巢原理（pigeonhole principle）

就可证明 A+B 包含了以 a+ b 为中心的非空开区间.
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在 [30] 中作者第一次提出了以下和集现象（sumset phenomenon）：假设在一个有序加群 G 上可

定义一种类似测度的度量,如果两个 G的子集 A和 B 都不是在这类测度意义下的小集合,则 A+B

就不是序拓扑意义下的小集合. 定理 6.3 是和集现象的一个证据. 是否还有其他证据？

在自然数集上密度概念和测度概念很相像, 但因为自然数的序拓扑是离散拓扑, 所以没有多大意

义. 在 [16] 中提到了关于 N 的无限子集的一个概念被称为 syndeticity, 似乎和稠密集的概念很接近.

让我们暂把 syndeticity 翻译成链接.

定义 6.4. 设 A ⊆ N 是一无限集.

1. 如果存在一个自然数 k 使得对任意 m ∈ N, A ∩ [m,m+ k] ̸= ∅, 则 A 被称为链接的（syndetic）,

即 A 在 N 中的缝隙长度（gap size）是有界的.

2. 如果 A 包含了任意长的有限自然数区间, A 被称为厚实的（thick）.

3. 如果 A 是一个链接集和一个厚实集的交, 则 A 被称为局部链接的（piecewise syndetic）, 即存在

一区间序列 [an, bn] 使得 bn − an → ∞ 并且 A 在
∪

n∈N[an, bn] 中的缝隙长度是有界的.

例如, 所有 10 的整数倍是一链接集, 所有整数区间 [2n, 2n + n] 的并是一厚实集, 而所有在集合∪
n∈N[2n, 2n + n] 中的 10 的整数倍形成了一个局部链接集. 从直观上讲, 链接集可对应于实数上的稠

密集, 厚实集对应于实数上的开区间, 而局部链接集则对应于实数上的非无处稠密集. 在 [16] 中提到

了以下定理.

定理 6.5. 设 A ⊆ N. 如果 BD(A) > 0, 那么 (A−A) ∩ N 是一链接集.

注意, 利用类似于构造 Cantor 集的方法, 我们可以构造一个无限集 A 使得 d(A) > 1
2 但 A 不是

局部链接的.

虽然我们可以用模糊的语言来叙述关于自然数集的和集现象,但如果能把这些概念加以严格处理

应该是很有意义的. 特别是关于序拓扑, 我们怎样来严格定义一种拓扑来替代序拓扑呢？另外在以上

定理中集合 A−A 能否被 A+B 替代呢？

非标准分析方法是解决以上问题的合适方法. H. J. Keisler 和 S. Leth 在 [38] 中定义了一个类似

于序拓扑的 U– 拓扑正好是我们所需要的.

从现在起记号 [a, b]特指整数区间, 即 [a, b]是所有整数 c的集合使得 a 6 c 6 b. 当 a或 b不是

整数时此规定仍然有效.

定义 6.6. 设 U ⊆ ∗N 是一非空前截, 即 a ∈ U 推出 [0, a] ⊆ U , 且满足 1 ∈ U 和 U + U ⊆ U , 则 U

被称为一个加法分割（additive cut）.

加法分割在 [38] 之间就有应用, 例如 [41].

加法分割是一个加法半群, 且把 ∗N分割成前截 U 和后截 ∗NrU . 自然数集 ∗N上的加法分割
有点像实分析中的 Dedekind 分割. 按照定义, ∗N 本身是一个加法分割. 如果一个加法分割 U ̸= ∗N,

那么 U 一定是个外集. 这是因为 U 在 ∗N 中有上界但没有最大元. 另外 N 是一个加法分割. 令 H

为一超整数, 则

UH :=
∩

n∈N+

[0,H/n] (6.1)

也是一个加法分割. 容易看出 UH 是 [0,H]中最大的加法分割,而 N是 [0,H]中最小的加法分割. 为

了直观上的方便, 我们常把 a ∈ U 写成 a < U 并且把 a ∈ ∗Nr U 写成 a > U .
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定义 6.7. 设 H 为一超整数, U ⊆ [0,H] 是一加法分割. 如果一个集合 O ⊆ [0,H] 满足性质：对任意

a ∈ O 总存在 r > U 使得 [a− r, a+ r] ∩ [0,H] ⊆ O, 则 O 被称为一个 U– 开集.

所有 U– 开集组成 [0,H] 上的 U– 拓扑.

定义 6.8. 设 U 为 [0,H] 中的一个加法分割. 对每个 a, b ∈ [0, H], 定义

1. a ∼ b 当且仅当 |a− b| < U；

2. [a] := {c ∈ [0, H] : c ∼ a}；

3. [0,H]/ ∼ := {[a] : a ∈ [0,H]}；

4. [a] < [b] 当且仅当 a < b 并且 a ̸∼ b .

利用 U 的可加性质,容易证明 ∼是 [0,H]上的一个等价关系,每个 [a]是一等价类,被称为包含

a 的单子 (monad), 并且 [0,H]/ ∼ 是一个自稠的全序集, 即任意两个单子之间存在另一个单子. 所以

[0,H]/ ∼ 上的序拓扑就不是平凡的了. 设 φ(a) = [a] 是从 [0,H] 到 [0,H]/ ∼ 上的商映照, 则可以看

出由 φ 引导出的 [0,H] 上的商拓扑就是 [0,H] 上的 U– 拓扑. 当然 U– 拓扑不满足 Hausdorff 性质,

但它是真正序拓扑的合适替代. 以下介绍 [0, H] 上关于和集现象的定理.

定理 6.9. 设 H 是一超整数, U 是 [0,H] 中的一个加法分割. 如果 A 和 B 是 [0,H] 中的 Loeb 正

测集, 那么 A+B 一定不是 [0, 2H] 上的 U– 无处稠密集.

定理 6.9 可用多种方式证明, 例如可先证明 [0,H] 上的和 Lebesgue 稠点定理平行的 Loeb 稠点

定理, 再用其证明定理 6.9, 参看 [12]. 但这里我们仍用 [30] 中的方法, 因为它比较简单直观.

证明 首先, 集合 A 和 B 可以被设为内集, 这是因为每个 Loeb 正测集包含一个 Loeb 正测内集.

假设对特定的H 和 U , 定理 6.9 不成立, 我们将导出矛盾. 令 µH 表示 [0,H] 上的 Loeb 测度.

为了方便, 如果 C 不是 [0,H] 的子集, 就规定 µH(C) := µH(C ∩ [0,H]). 设

α := sup {µH(A) : ∃H > U, A ⊆ [0,H], ∃B ⊆ [0,H],

A,B 是内集, µH(B) > 0, A+B 是 [0, 2H] 中 U– 无处稠密集
}
.

因为假设定理不成立, 所以存在一个反例. 因此 α > 0. 设

β := sup {µH(B) : ∃H > U, B ⊆ [0,H], ∃A ⊆ [0,H],

A,B 是内集, µH(A) >
9

10
α, A+B 是 [0, 2H] 中 U– 无处稠密集}.

同样 β > 0. 因为 α 定义在先, 所以 β 6 α. 由 α 和 β 的定义我们可以取定一个超整数 H > U , 取

定内集 A,B ⊆ [0, H] 使得 µH(A) > 9
10α, µH(B) > 9

10β, 并且 A+B 是 [0, 2H] 中的 U– 无处稠密集.

如果 α + β > 10
9 , 那么 µH(A) + µH(B) > 1. 由鸽巢原理, 可推出 A + B 包含了 [0, 2H] 中的单

子 [H]. 由命题 4.1 可以找到 r > U 使得 [H − r,H + r] ⊆ A+B. 这和假设 A+B 在 [0, 2H] 中 U–

无处稠密相矛盾. 所以我们可假设 α+ β 6 10
9 和 β 6 5

9 .

给定任一 m ∈ U , 集合 A + B + [0,m] 仍在 [0, 2H] 中 U– 无处稠密, 所以由 β 的定义我们有

µH(B + [0,m]) 6 β. 设 M := {m ∈ [0,H] : |B+[0,m]|
H+1 < 11

10β}. 由命题 4.2, 集合 M 是内集. 由命题

4.1, 存在 m0 > U 使得 [0,m0] ⊆ M.
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现在取定 K > U 使得 K < 1
100 (H + 1), 2K < m0, 并且存在 x0 ∈ [0,H −K] 使得 1

KA(x0, x0 +

K − 1) > 9
10α. K 的存在是因为存在标准正实数 ϵ 使得 A 的元素多于 9+ϵ

10 α(H + 1), 所以把区间

[0,H] 切割成长度为 K 的子区间（最后的子区间可能长度小于 K）, 并且 K 足够小的话, 其中必能

找到一个 [x0, x0 +K − 1] 使得 A 在其中的元素多于 9
10αK.

令 I := {[iK, (i+ 1)K − 1] : i = 0, 1, . . . , ⌊H/K⌋}. 如果 I 中至少三分之二的区间包含 B 中的元,

那么 B + [0,m0] 包含了 I 中至少百分之六十的区间, 所以 µH(B + [0,m0]) > 0.6 − 0.01 > 0.58 > β,

这和 β 6 9
5 矛盾. 所以我们可设 I 中至少三分之一的区间不含 B 中的元素, 即 B 中的元素都集

中在 I 中最多三分之二的区间之中, 因此这至少三分之二的区间中必定有一个 [y0, y0 +K − 1] 使得

B ∩ [y0, y0 +K − 1] 包含了至少 3
2βK 元素.

设 A′ := A ∩ [x0, x0 + K − 1] − x0, B′ := B ∩ [y0, y0 + K − 1] − y0. 因为 µK−1(A′) > 9
10α,

µK−1(B′) > 3
2β, 所以由 β 的定义我们可以说 A′ +B′ 不是在 [0, 2K]中 U–无处稠密的, 因此 A+B

也不是在 [0, 2H] 中 U– 无处稠密的, 这和 A 和 B 的选择矛盾. 定理得证.

让我们来看为什么定理 6.3 是定理 6.9 的简单推论. 设 A 和 B 是实数单位区间 I 上的两个

Lebesgue 正测集. 我们要证明 A + B 包含一个非空开区间. 给定一个超整数 H, 定义映照 f :

[0, 2H] → R 使得 f(x) := st(x/H). 令 U = UH , 这里 UH 是在 (6.1) 中所定义的加法分割. 容易证明

对任意 a ∈ [0, 2H], f−1(f(a)) = [a]. 事实上 [0,H]/∼ 是和标准实数单位区间 I 序同构的. 另外也可

证明 f−1(A) 和 f−1(B) 是 Loeb 可测集并且其 Loeb 测度分别等于 A 和 B 的 Lebesgue 测度（可

以先设 A 和 B 为开集或闭集, 然后推广到 A 和 B 为 Borel 集, 再推广到 Lebesgue 可测集）. 设

A′ ⊆ f−1(A) 和 B′ ⊆ f−1(B) 使得 A′ 和B′ 是 [0,H] 中的 Loeb 正测内集.

由定理 6.9, A′ + B′ 不是在 U– 无处稠密的, 所以存在区间 [a, b] ⊆ [0, 2H] 使得 b − a > U 并且

[a, b]中任意长度大于 U 的区间都含有 A′ +B′ 中的元素.因为 A′ +B′ 是内集,所以 A′ +B′ 在 [a, b]

中最大空隙存在且长度小于 U . 现在容易证明 f(a) < f(b) 并且 (f(a), f(b)) ⊆ f(A′ + B′) ⊆ A + B.

所以 A+B 包含了非空开区间 (f(a), f(b)).

在以上证明中我们使用了在 (6.1)中定义的加法分割 UH . 如果使用另外的加法分割,例如 U = N
会有什么结果呢？下面我们将使用 U = N来证明自然数集上的和集现象.首先我们需要上 Banach密

度和局部链接性的的非标准分析等价条件.

引理 6.10. 设A ⊆ N 并且 α ∈ R. 则 BD(A) > α 当且仅当存在长度为超整数的区间 [a, b] 使得

st(∗A(a, b)/(b− a+ 1)) > α.

证明 “⇒”：由上 Banach 密度的定义对每个 k ∈ N+ 能找到 [ak, bk] ⊆ N 使得 bk − ak > k,

A(ak, bk)/(bk−ak+1) > α−1/k. 由溢出原理,存在一个超整数 K满足 bK−aK > K和 ∗A(aK , bK)/(bK−
aK + 1) > α− 1/K ≈ α. 显然 [a, b] = [aK , bK ] 满足要求.

“⇐”：任给 k ∈ N. 在 ∗V 中存在 a, b ∈ ∗N 满足 b− a > k 和 ∗A(a, b)/(b− a+ 1) > α− 1/k. 由

转换原理在 V 中存在 ak, bk ∈ N 满足 bk − ak > k 和 A(ak, bk)/(bk − ak + 1) > α− 1/k, 而这两性质

推出 BD(A) > α− 1/k. 因为 k 是任意的, 所以 BD(A) > α. 引理证毕.

引理 6.11. 设A ⊆ N.

1. 集合 A 是厚实的当且仅当存在长度为超整数的区间 [a, b] ⊆ ∗A.
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2. 集合 A 是局部链接的当且仅当存在长度为超整数的区间 [a, b] 和有限自然数 k ∈ N 使得 ∗A 在

[a, b] 中的缝隙的长度小于 k, 即 g = max{d− c : [c, d] ⊆ [a, b] r ∗A} < k.

证明 第一部分只需转换原理的简单应用. 我们只证明第二部分.

“⇒”：设 A 是一链接集 B 和一厚实集 C 的交. 那么 ∗A = ∗B ∩ ∗C. 因为 B 在 N 中缝隙的长
度小于一个自然数 k, 所以由转换原理 ∗B 在 ∗N 中缝隙的长度小于 k. 因为 C 是厚实集, 由第一部

分, 存在一超有限区间 [a, b] ⊆ ∗C. 显然 ∗A 在 [a, b] 中缝隙的长度小于 k.

“⇐”：设 g = max{d − c : [c, d] ⊆ [a, b] r ∗A}. 因为在 ∗V 中整数 g 的定义只涉及有限集或超

有限集, 所以 g 存在. 当然由引理的假设, g 一定是有限的. 对任意 m ∈ N 语句 “存在区间 [a, b]

满足 b − a > m 并且 ∗A 在 [a, b] 中的缝隙的长度 6 g” 在 ∗V 中成立, 由转换原理, 存在区间

[am, bm] ⊆ N满足 bm − am > m 并且 A 在 [am, bm] 中缝隙的长度 6 g. 令 C = A∪
∪

m∈N[am, bm] 和

B = (Nr
∪

m∈N[am, bm]) ∪A. 显然 B 是链接集, C 是厚实集, 并且 A = B ∩ C. 引理证毕.

定理 6.12. 设 A,B ⊆ N 使得 BD(A) > 0 和 BD(B) > 0. 则 A+B 一定是局部链接的.

证明 由引理 6.10, 存在超有限区间 [x, x + K1] 和 [y, y + K2] 使得 st(∗A(x, x + K1)/(K1 + 1)) >
BD(A) 和 st(∗B(y, y + K2)/(K2 + 1)) > BD(B). 实际上我们可假设 K1 = K2 = K, 因为不然的

话取 K = ⌈
√

min{K1,K2}⌉, 再把 [x, x + K1] 和 [y, y + K2] 分割成长度为 K + 1 的子区间（最

后一个区间的长度可能小于 K + 1）, 然后在这些子区间中可找到 [x′, x′ + K] 和 [y′, y′ + K] 使得

st(∗A(x′, x′ + K)/(K + 1)) > BD(A) 和 st(∗B(y′, y′ + K)/(K + 1)) > BD(B), 再用 K 替代 K1 和

K2. 由定理 6.9 集合 ∗(A + B) 在 [x + y, x + y + 2K] 中不是 U– 无处稠密的, 所以存在超有限区间

[a, b] ⊆ [x+ y, x+ y + 2K] 和有限自然数 k ∈ N 使得 ∗(A+B) 在 [a, b] 中缝隙的长度都小于 k. 由引

理 6.11, A+B 是局部链接的. 证毕.

注意, 定理 6.12 是对定理 6.5 的一个充实. 在定理 6.12 的结论中局部链接不能被改成链接, 这

是加法和减法本质上的差别.

在过去十几年中定理 6.12被不断推广或重证, 例如在 [4,5]中作者把定理 6.12推广至 amenable

群并建立了等价关系, 在 [3] 中作者用超滤子作为工具重证定理 6.12, 在 [10] 中作者用组合方法重证

定理 6.12并给出了一些量化信息.在 [12]中定理 6.12中的上 Banach密度被推广至上渐近密度和下

渐近密度.

在发现定理 6.12 的过程中非标准分析无疑发挥了重要的作用. 只有通过定理 6.9, 连续情况和离

散情况下和集现象才能被严格地统一起来. 在定理 6.9 的应用中我们只用到了 U = UH 和 U = N 两
种情况. 对于其他类型加法分割的应用, 还有待于进一步探究.

6.2 Plünnecke 类型不等式

设 A ⊆ N. 在定义 6.2 中我们定义了 A 的 Shnirel’man 密度, 记为 σ(A). 注意, 我们要求 0 ∈ N,

但 0 是不是在 A 中对 σ(A) 的值没有影响.

定义 6.13. 对于一个包含了 0 的集合 B ⊆ N, 如果对任何 A ⊆ N, 0 < σ(A) < 1 推出

σ(A+B) > σ(A),

我们就称 B 为一本质部件（essential component）.
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什么集合是本质部件呢？以下定理被称为 Shnirel’man 定理, 其证明可在 [21,47] 中找到.

定理 6.14. 如果 0 ∈ A ∪B, 那么 σ(A+B) > σ(A) + σ(B)(1 − σ(A)).

由定理 6.14 可以看出如果 0 ∈ B 并且 σ(B) > 0, 那么 B 就是一个本质部件. 但一个本质部件

不一定有正 Shnirel’man 密度. 比如 S := {m2 : m ∈ N} 是一个本质部件 (参看以下 Erdős 定理）, 但

是 σ(S) = 0.

定义 6.15. 设 h ∈ N+. 对一个集合 B ⊆ N,

1. 如果

hB := B +B + · · · +B︸ ︷︷ ︸
h

= N,

我们就称 B 为 h 维基集（basis of order h）, 如果 B 是一有限维基集, 我们就简称 B 为一基

集；

2. 如果存在 m ∈ N 使得
hB ⊇ Nr [0,m],

我们就称 B 为 h 维尾基集（asymptotic basis of order h）, 如果 B 是一有限维尾基集, 我们就简

称 B 为一尾基集.

注意, 由著名的 Lagrange 定理, 以上集合 S = {m2 : m ∈ N} 是一 4 维基集.

在上世纪三十年代 Erdős 证明了以下定理. 定理的证明可在 [21] 中找到.

定理 6.16. 如果 B ⊆ N 是 h 维基集, 那么对任意 A ⊆ N,

σ(A+B) > σ(A) +
1

2h
σ(A)(1 − σ(A)).

在上世纪七十年代 Plünnecke 改进了 Erdős 的结果, 在 [50] 中证明了以下定理.

定理 6.17. 如果 B ⊆ N 是 h 维基集, 那么对任意 A ⊆ N,

σ(A+B) > σ(A)1−
1
h .

利用一元微分方法就可证明如果 0 < σ(A) < 1, 那么 σ(A)1−
1
h > σ(A) + 1

hσ(A)(1 − σ(A)), 其证

明只需考虑函数 f(x) = x1−
1
h − x− 1

hx(1 − x) 在 (0, 1) 上的单调性即可.

Plünnecke 定理的重要性不单是改进了 Erdős 定理, 更重要的是引进了一种全新的方法, 即引入

了被称为 Plünnecke 图的工具. 对 Plünnecke 理论感兴趣的读者可参看 [48]. 我们这里所需要的是

Plünnecke 理论中的一个重要的不等式, 其证明可在 [48] 中找到.

引理 6.18. 给定集合 A,B ⊆ N 和 n, h ∈ N+ 使得 A(0, n) > 0, 则一定存在非空集 A′ ⊆ A ∩ [0, n] 满

足
(A+B)(0, n)

A(0, n)
>
(

(A′ + hB)(0, n)

A′(0, n)

)1/h

.

在定理 6.17 中, Shnirel’man 密度是否可以被其他密度来替换呢？为了回答这个问题我们首先要

探讨在其他密度下基集的概念应该作怎么样的调整. 注意, 当 0 ∈ B 的时候 B 是一个 h 维基集当且

仅当 σ(hB) = 1.
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定义 6.19. 设 B ⊆ N, h > 0. 如果

1. d(hB) = 1, 则 B 被称为 h 维上渐进基集（upper asymptotic basis of order h）；

2. d(hB) = 1, 则 B 被称为 h 维下渐进基集（lower asymptotic basis of order h）；

3. BD(hB) = 1, 则 B 被称为 h 维上 Banach 基集（upper Banach basis of order h）；

4. BD(hB) = 1, 则 B 被称为 h 维下 Banach 基集（lower Banach basis of order h）.

例 6.20. 令 P := {p ∈ N : p 是素数}, C := {m3 : m ∈ N}. Estermann, Chudakov, 和 van der Corput

证明了集合 P 是 3 维下渐进基集（参看例如 [11]）, 4 维尾基集. 如果 Goldbach 猜想成立, 则 P 是

3 维尾基集. 集合 C 是 4 维下渐进基集, 和 7 维尾基集（参看 [8]）.

以下定理是 [34,35] 中结果的稍微推广.

定理 6.21. 给定任意 A,B ⊆ N 和 h > 0, 则

1. d(A+B) > d(A)1−
1
h d(hB)

1
h；

2. BD(A+B) > BD(A)1−
1
hBD(hB)

1
h；

3. BD(A+B) > BD(A)1−
1
hBD(hB)

1
h .

我们只证明定理 6.21 的第一部分. 第二, 第三部分的证明请参看 [34]. 在证明定理 6.21 第一部

分之前我们先证明一个下渐近密度的非标准等价条件.

引理 6.22. 设 A ⊆ N 和 α ∈ R. 那么 d(A) > α 当且仅当对任意超整数 H,

st

(∗A(0, H)

H + 1

)
> α.

证明 “⇒”：给定一个超整数 H. 对任意 k ∈ N+, 存在 N ∈ N 使得语句 “对任意 m > N , 我

们有 A(0,m)/(m + 1) > α − 1/k” 在 V 中为真. 所以由转换原理, 语句 “对任意 m > N , 我们有
∗A(0,m)/(m+ 1) > α− 1/k” 在 ∗V 中为真. 显然, H > N , 所以 ∗A(0,H)/(H + 1) > α− 1/k. 因为 H

不依赖于 k 的选择, 所以 st(∗A(0,H)/(H + 1)) > α.

“⇐”：给定任一 k ∈ N+, 语句 “存在 N ∈ ∗N 使得对任意 m > N , ∗A(0,m)/(m+ 1) > α − 1/k”

在 ∗V 中为真. 由转换原理, “存在 N ∈ N 使得对任意 m > N , A(0,m)/(m+ 1) > α− 1/k” 在 V 中为
真. 而这表示 d(A) > α. 证毕.

定理 6.21 第一部分证明 设 α = d(A) 和 β = d(hB). 如果 α = 0, 则不等式显然成立, 所以我们可

假设 α > 0. 任给超整数 H, 由引理 6.22 我们只需证明

st

(∗(A+B)(0, H)

H + 1

)
> α1− 1

h β
1
h .

由引理 6.22 我们有 st(∗A(0,H)/(H + 1)) > α. 令 K = H − ⌈
√
H⌉. 显然 K/H ≈ 1 并且

st(∗A(0,K)/(H + 1)) > α. 取 C0 := ∗A ∩ [0,K]. 用内递归我们定义一个 C0 中递减的子集内序列

C0 ⊇ C1 ⊇ · · · ⊇ CH 满足

Ck+1 =

 Ck, 如果Ck(H − k,H) 6 α(k + 1),

Ck r {H − k}, 如果Ck(H − k,H) > α(k + 1).
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令 A0 = CH . 接下来我们验证 st(A0(0,H)/(H+1)) > α并且对任意 z ∈ [0,H]我们有 A0(z,H)/(H−
z + 1) 6 α.

假设存在一标准正实数 ϵ使得 A0(0,H)/(H+1) < α− ϵ,定义 k0 = max{k ∈ [0, H] : Ck+1 ̸= Ck}.

整数 k0 存在. 这是因为否则的话我们有 A0 = C0, 而那和 st(C0(0,K)/(H + 1)) > α 矛盾. 因为

C0 ∩ [H −K + 1,H] = ∅, 我们有 H − k0 < K. 由 k0 的定义我们有 A0 = Ck0+1, A0 ∩ [0,H − k0 − 1] =

C0 ∩ [0,H − k0 − 1], 和 Ck0(H − k0,H) > α(k0 + 1).

假设 H − k0 ∈ N. 则

st

(
A0(0, H)

H + 1

)
= st

(
A0(0, H − k0 − 1)

H + 1

)
+ st

(
A0(H − k0,H)

H + 1

)
= st

(
Ck0+1(H − k0,H)

k0 + 1
· k0 + 1

H + 1

)
= st

(
Ck0(H − k0,H) − 1

k0 + 1

)
> α.

假设 H − k0 是超整数. 则

st

(
A0(0,H)

H + 1

)
= st

(
A0(0,H − k0 − 1)

H + 1

)
+ st

(
A0(H − k0, H)

H + 1

)
> st

(
C0(0,H − k0 − 1)

H − k0
· H − k0
H + 1

)
+ st

(
Ck0(H − k0, H) − 1

k0 + 1
· k0 + 1

H + 1

)
> α · st

(
H − k0
H + 1

)
+ α · st

(
k0 + 1

H + 1

)
= α.

因为以上两种情况都和 A0(0,H)/(H + 1) < α− ϵ 相矛盾, 所以 st(A0(0,H)/(H + 1)) > α 一定成立.

假设存在 z ∈ [0,H] 使得 A0(z,H) > α(H − z + 1). 令

z0 := max{z ∈ [0,H] : A0(z,H) > α(H − z + 1)}.

因为 A0(K+1,H) 6 C0(K+1,H) = 0,所以 z0 6 K. 因为 CH−z0(z0, H) > A0(z0,H) > α(H−z0 +1),

所以由 CH−z0+1 的定义, 我们有 z0 ̸∈ CH−z0+1. 因此 z0 ̸∈ A0. 而这推出

A0(z0 + 1,H)

H − z0
=
A0(z0,H)

H − z0
>

A0(z0,H)

H − z0 + 1
> α.

这和 z0 的极大性矛盾, 所以对任意 z ∈ [0, H] 我们都有 A0(z,H)/(h− z + 1) 6 α.

现在由引理 6.18 中的不等式我们可以找到非空集和 A′ ⊆ A0 使得 z = minA′ 6 K 满足

st

(∗(A+B)(0,H)

H + 1

)
> st

(
(A0 + ∗B)(0, H)

A0(0, H)

)
· st
(
A0(0,H)

H + 1

)
> st

((
(A′ + h ∗B)(0,H)

A′(0,H)

) 1
h

)
· st
(
A0(0,H)

H + 1

)
> st

((
(z + h ∗B)(z,H)

A′(z,H)

) 1
h

)
· α

> st

((
(h ∗B)(0, H − z)/(H − z + 1)

A0(z,H)/(H − z + 1)

) 1
h

)
· α >

(
β

α

) 1
h

· α = α1− 1
hβ

1
h .

这里 st((h ∗B)(0, H − z)/(H − z + 1)) > β 是因为引理 6.22 和 H − z > H −K 是一超整数. 至此, 由

引理 6.22 定理得证.

虽然定理 6.21中第二,第三部分的证明需要一些不一样的技巧,但总体思路和第一部分的证明差

不多.
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定理 6.21 中第一部分在 [53] 中也涉及但无证明.

在第三部分的不等式中有趣的一点是最后一项不是 BD(hB)
1
h 而是 BD(hB)

1
h .

在定理 6.21 中如果 B 是 h 维下渐进基集或上 Banach 基集, 则相应的最后一项 d(hB)
1
h 或

BD(hB)
1
h 等于 1, 所以就变成了 Plünnecke 类型的不等式.

读者可能会观测到定理 6.21 中没有关于上渐进密度的不等式. 这是因为关于上渐进密度的

Plünnecke 不等式不成立. 在 [34] 中有一个例子, 即存在一个二维上渐进基集 B 和一集合 A 使

得 d(A+B) = d(A) = 1
2 .

定理 6.21 第一部分有以下推论. 令 P 表示所有素数的集合, C 表示所有自然数的三次方的集合.

推论 6.23. 任给 A ⊆ N,

1. d(A+ P ) > d(A)2/3；

2. d(A+ C) > d(A)3/4.

除了以上所介绍的密度外, 还有对数上渐近密度和对数下渐近密度. 对于这两种密度我们不知道

Plünnecke 类型不等式是否成立.

6.3 Freiman 逆问题

因为这一小节中所要介绍的结果其证明都太长, 所以我们就只能介绍结果而不给证明. 有兴趣的

读者可以在所引论文中找到这些证明.

在可加数论中人们一般假设集合 A 和 B 满足一定条件, 然后讨论集合 A ± B 或 hA 的性质.

例如 Goldbach 猜想就是预测如果 A 是所有素数的集合, 那么 A + A 就包含了所有大于 3 的偶数.

再比如 Waring 问题就是假设 A 是所有自然数的 k 次方, 然后讨论是否存在 h 或者 h 有多大使得

hA = N.

可加数论中的逆问题从相反的方向来考虑. 任给集合（有限或无限） A 和 B, 如果 A ± B 满足

一定的性质, 我们希望能获得一些关于 A 和 B 的性质.

在上世纪五十年代末六十年代初 Freiman 获得了一系列的结果, 印证了一种现象, 即所称为的

Freiman 逆现象：

如果 A+A 是一个小集合, 那么集合 A 就有一些算术结构（arithmetic structure）.

以上是个模糊的叙述, 在其中有两个概念有待进一步说明：1.“小”的标准是什么？2. 什么是“算术结

构”？

如果存在实数 a,正实数 d,和正整数 k 使得集合 A = {a, a+d, a+ 2d, . . . , a+ (k− 1)d},则 A被

称为等差为 d, 长度为 k 的等差数列（等差数列有时也称算术数列）. 如果 A = {a, a+ d, a+ 2d, . . .}
没有最大元, 我们也称 A 为等差数列. 因为在这一小节中我们只考虑整数, 所以 a 和 d 一般都是整

数.

关于 Freiman 逆现象的最简单事实是：设 A 是一个有限整数集合, |A| = k, 如果 |2A| = 2k − 1,

则可以推出 A是一等差数列（即 A有算术结构）. 注意,对任意包含 k个整数的集合 A, |2A| > 2k−1

一定成立. 所以 2k− 1 是和集 2A 可能达到的最小基数. 同样如果 |A+B| = |A| + |B| − 1, 则可以推

出 A 和 B 都是等差数列且具有相同的等差. 如果把 |2A| 的上界放松, 比如 |2A| 6 2k+ 3, A 会是个
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什么样的集合呢？又比如给定一个正数 C, 如果集合 A 足够大且满足 |2A| < Ck, A 又会是个什么样

的集合呢？注意, 2A 的最大可能基数是 k 的二次函数, 即 |2A| 6 1
2k(k + 1).

以下定理 6.25是 Freiman众多定理中最著名的一个,被称为大双倍常数（large doubling constant）

的 Freiman 定理. 其证明可在 [6, 15,48] 中找到.

定义 6.24. 设 a 是一整数, d 是一正整数, {di : i = 1, 2, . . . , d}和 {ki : i = 1, 2, . . . , d} 是正整数集合.

集合

P :=

{
a+

d∑
i=1

dixi : 0 6 xi < ki, i = 1, 2, . . . , d

}
被称为 d 维广义等差数列（generalized arithmetic progression）.

定理 6.25. 任给实数 C > 2, 存在正实数 c 和 K 使得对任意有限整数集合 A, 如果 |A| > K 和

|2A| < C|A|, 则 A 是一个 ⌊C − 1⌋ 维广义等差数列 P 的子集, 并且 |A| > c|P |.

在定理 6.25 中常数 C 被称为双倍常数.

定理 6.25 作为主要工具之一被用在了 Fields 奖获奖者 T. Gowers 的著名论文 [20] 中. 在过去

将近二十年中人们在常数 c 的优化上做了很多工作.

在此小节中 Freiman 大双倍常数问题不是我们主要的兴趣所在. 我们主要的兴趣是 Freiman 小

双倍常数（small doubling constant）问题. 下列定理 6.27 常被称为 Freiman 小双倍常数定理.

定义 6.26. 如果 I 和 J 是两个具有相同等差的等差数列使得三个集合 2I, I + J, 2J 两两互不相交,

则集合 I ∪ J 被称为双重等差数列（bi-arithmetic progression）.

注意, 双重等差数列和二维广义等差数列完全不是一回事.

定理 6.27. 设 A 是一有限整数集.

1. 如果 |A| > 2并且 |2A| = 2|A|−1+b < 3|A|−3,则 A是一个等差数列 I 的子集并且 |I| 6 |A|+b；

2. 如果 |A| > 6 并且 |2A| = 3|A| − 3, 则 A 是一个等差数列 I 的子集并且 |I| 6 2|A| − 1, 或 A 是

一个双重等差数列.

以上两个等差数列 I 长度的上界都是最优的.

例 6.28. 设 k > c+ 4 和 A := [0, k − 2] ∪ {k + c}. 则 |A| = k 和 |2A| = 2k − 1 + (c+ 1) < 3k − 3. 包

含 A 的最短等差数列是 I = [0, k + c], 其长度为 k + (c+ 1).

设 k > 7 和 A := [0, k− 3] ∪ {k− 1, 2k− 2}. 则 |A| = k 和 |2A| = 3k− 3. 集合 A 不是一个双等

差数列并且包含 A 的最短等差数列是 I = [0, 2k − 2], 其长度为 2k − 1.

Freiman 的以上两个定理都说明如果和集 2A 的基数相对较小, 那么 A 就是一个等差或广义等

差数列的相对较大的子集（即 A 有算术结构）. 在定理 6.25 中对和集 2A 的基数的限制较弱, 但所

得到的关于 A 的结构的信息就比较少, 而在定理 6.27 中对和集 2A 的基数限制比较强, 所以得到的

关于 A 的结构的信息就比较多, 比较精确.

Freiman 的逆现象在无限自然数集上也有体现. 如果 A 是个无限集, 用基数来衡量 A 的大小显

然不合适. 所以我们就用密度来代替. 以下定理, 被称为 Kneser 定理, 解决了一个在下渐近密度意义

下的 Freiman 逆问题, 其证明可在 [21] 中找到.
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定理 6.29. 设A,B ⊆ N 满足 d(A+B) < d(A) + d(B). 则存在 g ∈ N+ 和集合 G ⊆ [0, g − 1] 使得

1. A+B ⊆ G+ {gn : n ∈ N}；

2. (G+ {gn : n ∈ N}) r (A+B) 是有限的；

3. d(A+B) > d(A) + d(B) − 1
g .

定理 6.29 和以下定理等价. 等价性证明可在 [33] 中找到.

定理 6.30. 设A,B ⊆ N 满足 d(A+B) < d(A) + d(B). 则存在 g ∈ N+ 和集合 F, F ′ ⊆ [0, g − 1] 使得

A ⊆ F + {gn : n ∈ N}, B ⊆ F ′ + {gn : n ∈ N}, 并且

d(A) + d(B) >
|F | + |F ′| − 1

g
.

定理 6.30 似乎比定理 6.29 更接近于 Freiman 逆现象, 这是因为定理 6.30 分别叙述了集合A 和

集合 B 的等差数列结构. 注意 X + {gn : n ∈ N} 是 |X| 个具有相同等差的等差数列之并.

接下来我们介绍作者的几个关于 Freiman 逆问题的结果. 这些结果的证明都依赖于非标准分析

方法.

首先我们有关于上渐近密度的 Freiman 逆问题的结果, 其证明可在 [32] 中找到.

定理 6.31. 设 A ⊆ N 满足 0 ∈ A, gcd(A) = 1, 0 < d(A) < 1
2 , 和 d(2A) = 3

2d(A). 则下列两种情况之

一必成立.

1. 存在 g > 4 和 a ∈ [1, g − 1] 使得 2a ̸= g, A ⊆ {0, a} + {gn : n ∈ N}, 并且 d(A) = 2
g；

2. 存在 0 6 cn 6 bn 6 hn 使得 对所有 n, A ∩ [cn, bn] = ∅ 并且

(a) lim
n→∞

A(0, hn)

hn + 1
= d(A),

(b) lim
n→∞

cn
hn

= 0,

(c) lim
n→∞

A(bn, hn)

hn − bn + 1
= 1.

在以上定理中条件 0 ∈ A 的作用只是为了使定理的叙述方便一些.

例 6.32. 设 A := {0, 1} + {10n : n ∈ N}. 则 d(A) = 1
5 和 d(2A) = 3

2d(A) 成立.

设 A := {0} ∪
∪

n∈N[3 · 22
n

, 4 · 22
n

]. 则 d(A) = 1
4 和 d(2A) = 3

2d(A) 成立.

设 A := {0} ∪
∪

n∈N
(
[22

n

, 22
n

+ n] ∪ [2 · 22
n

, 4 · 22
n

]
)
. 则 d(A) = 1

2 , d(2A) = 3
2d(A), 但是 A 不满

足定理 6.31 中所叙述的结构. 所以在定理 6.31 中的条件 d(A) < 1
2 是必要的.

下一个定理是关于上 Banach 密度的 Freiman 逆问题的结果, 其证明可在 [29] 中找到.

定理 6.33. 设 A,B ⊆ N 满足 BD(A) = α > 0, BD(B) = β > 0, BD(A + B) < α + β. 则存在正整数

g 和集合 G ⊆ [0, g − 1] 使得

1. BD(A+B) > α+ β − 1
g ,

2. A+B ⊆ G+ {gn : n ∈ N},
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3. 对于 i = 1, 2 如果 {[a
(i)
n , b

(i)
n ] : n ∈ N} 是两个正整数区间序列满足

lim
n→∞

(b(1)n − a(1)n ) = ∞ 和 lim
n→∞

(b(2)n − a(2)n ) = ∞,

lim
n→∞

A(a
(1)
n , b

(1)
n )

b
(1)
n − a

(1)
n + 1

= α 和 lim
n→∞

B(a
(2)
n , b

(2)
n )

b
(2)
n − a

(2)
n + 1

= β,

0 < lim inf
n→∞

b
(1)
n − a

(1)
n

b
(2)
n − a

(2)
n

6 lim sup
n→∞

b
(1)
n − a

(1)
n

b
(2)
n − a

(2)
n

<∞,

则对所有 n ∈ N 和 i = 1, 2 存在整数区间 [c
(i)
n , d

(i)
n ] ⊆ [a

(i)
n , b

(i)
n ] 使得

lim
n→∞

d
(1)
n − c

(1)
n

b
(1)
n − a

(1)
n

= 1 和 lim
n→∞

d
(2)
n − c

(2)
n

b
(2)
n − a

(2)
n

= 1, 并且

(A+B) ∩ [c(1)n + c(2)n , d(1)n + d(2)n ] = (G+ {gn : n ∈ N}) ∩ [c(1)n + c(2)n , d(1)n + d(2)n ].

读者可在 [29] 中找到一些例子说明定理 6.33 中条件的必要性. 定理 6.33 可被看作定理 6.29 的

平行定理. 事实上其证明的基本思想来源于一个被称为“买一送一”现象, 即每证明一个关于下渐近

密度或 Shnirel’man 密度的定理, 就一定会有一个关于上 Banach 密度的平行定理, 参看 [31].

以上介绍的作者所获得的结果都是关于密度的. 下面我们将介绍一个不是关于密度的结果.

Freiman 小双倍常数定理在 |2A| 6 3|A| − 3 时刻画了集合 A 的算术结构. 在 [15] 中定理 6.27

第二部分的证明相当长, 在 [48] 中定理 6.27 第二部分甚至没被包含进去. 其实 [15] 中还介绍了一个

定理是关于在 |2A| = 3|A| − 2 的条件下刻画 A 的算术结构. 但由于篇幅限制没给证明. 可惜这定理

有缺陷, 反例请参看 [33]. 定理 6.27 还有一些推广, 例如在 [40,54] 中定理 6.27 第一部分被推广至两

个不同集合的和, 在 [22] 中定理 6.27 第二部分被推广至集合 A 满足条件 |A ± A| = 3|A| − 3. 但是

在 [33] 之前没有出现任何当 |2A| > 3|A| − 3 时关于集合 A 的算术结构的结果.

以下定理的证明可在 [33] 中被找到.

定理 6.34. 存在标准正实数 ϵ 和 K 使得对任意有限集合 A ⊆ N, 如果 |A| > K 和 3|A|−3 6 |2A| =

3|A| − 3 + b 6 3|A| + ϵ|A|, 则 A 是一个长度不超过 2|A| − 1 + 2b 的等差数列的子集或 A 是一个总长

度不超过 |A| + b 的双等差数列的子集.

在定理 6.34 中等差数列或双等差数列的长度上界是最优的. 以下是例子.

例 6.35. 设 k ∈ N 足够大.

1. 令 A := [0, k− 3]∪ {k+ 10, 2k+ 20}. 则 |A| = k, |2A| = 3k− 3 + 11, A 不是一个有合理长度的双

等差数列的子集, 并且包含 A 的最短等差数列的长度为 2k − 1 + 2 × 11.

2. 令 A := [0, k − 3] ∪ {3k, 3k + 12}. 则 |A| = k, |2A| = 3k − 3 + 11, A 不是一个有合理长度的等差

数列的子集, 并且包含 A 的最短双等差数列的长度为 k + 11.

虽然定理 6.34是一个有限组合问题,但是我们可以把它提升到非标准扩张里进行讨论,从而获得

一个分析上的突破口. 定理证明的主要思想如下：

假设定理不成立. 利用转换原理我们可以获得一个定理的超有限集反例, 即存在一个超有限集合

A 使得 |2A|/3|A| ≈ 1 但 A 不满足定理的结论. 可以假设 {0,H} ⊆ A ⊆ [0,H] 并且 st(|A|/H) 达到所
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有超有限反例中的最大值. 我们接下去的任务是展示 A 一定有定理结论中所叙述的结构. 令 UH 为

在 (6.1) 中定义的加法分割. 因为 UH 和 N 有很多共同点, 所以我们可以利用和定理 6.30 类似的定

理来建立 A′ = A∩UH 的算术结构. 如果 A′ 的双倍常数很小, 则 A′ 就有所需的算术结构, 然后利用

溢出原理, A′ 上的结构可以延伸到整个 A 上去. 如果 A′ 的双倍常数较大, 则存在一个 K ∈ [0,H] 使

得 A ∩ [0,K] 的双倍常数较大, 而这能导致 A ∩ [K,H] 的双倍常数较小, 从而推出 A ∩ [K,H] 有所需

算术结构. 接着就容易证明集合 A 有所需的算术结构, 从而推出矛盾.

从以上讨论中可看出,在定理 6.34的证明中加法分割 UH 提供了一个两分法并使得定理 6.30的

思想可在 UH 上得到应用. 这个方法在标准分析中没有.

如果有读者认为非标准分析方法对标准数学意义不大,认为所有用非标准分析方法证明了的定理

都可用标准方法重新证明, 那么就可以来试一试不用非标准分析而证明定理 6.34. 当然所谓不用非标

准分析的证明应该采用本质上不同的思路, 长度上也不能比非标准分析证明长太多.

从理论上讲每个非标准分析步骤一定都可以人为地转换成一些不涉及非标准扩张的步骤. 但这样

的转换往往会导致证明过程不必要地长, 且会失去对问题直观上的理解.

致谢 此处可对审稿人以及给予过帮助的人表示感谢.
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3 Beiglböck M, An ultrafilter approach to Jin’s Theorem, Israel Journal of Math, 185 (2011), 369–374.
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