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简介：本课程介绍非标准分析的概念和一些应用。非标准分析的
主要特征之一是实数系统的扩张使其含有无穷大数和无穷小正
数而同时又使得扩张了的实数系统仍满足标准实数系统的所有
一阶逻辑性质。在一个具有无穷大数或无穷小正数的实数框架中
工作，有时能简化一些问题的表述使其更直观明了，有时还能简
化证明过程使得一些未知的定理能较容易被发现。本课程的目的
是想把非标准分析作为一种数学工具来介绍，使得读者在课程后
能使用此工具在各自感兴趣的数学领域中发掘其应用潜能。我们
基本不讨论非标准分析及其创立者 Abraham Robinson 的历史
和非标准分析的哲学意义，对这方面感兴趣的读者可以在所列的
参考书，例如 [34, 8, 9] 等，中找到这方面的讨论。全课程共分
五章，第一章主要介绍非标准分析的概念和逻辑背景，第二、三、
四、五章介绍非标准分析在其他数学领域中的应用。在第二章中
我们介绍怎样用非标准分析来建立微积分。在第三章中我们介绍
Loeb 测度空间及一些简单应用。在第四章中我们介绍非标准分
析在随机过程中的应用。在第五章中我们介绍非标准分析在组合
数论中的应用。非标准分析的应用范围比此课程所能介绍的要多
得多，本文作者之所以选择这些领域完全是个人爱好。对其他应
用有兴趣的读者可以参看 [7, 16, 20, 32] 等。作者在每一章的结
尾都附有一些习题。在做这些习题的过程中读者可以加深对课程
的理解。
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1 实数域和超结构的非标准扩张

设 R 为所有 (标准) 实数的集合而

R := (R; +, ∗ , 0, 1, <)

则表示 (标准) 实数域。为了方便我们可设 P = {+, ∗ , 0, 1, <} 为 R 上的
零元，二元，和三元关系集。现在我们将要把实数域 R 扩张成更大的有序
域 ∗R 使其包含无穷大和正无穷小。当然单纯地加一个无穷大 ∞ 和正无穷
小 1/∞ 不能使其成为有序域。我们的目标是要使 ∗R 仍有 R 的大部分性
质。

1.1 非主超滤子存在性

把有理数域扩张成实数域的方法之一是将实数看成有理数柯西序列的
等价类，而把 R 扩张成 ∗R 的方法也将沿用这个思路。

设 ω := {0, 1, 2, . . .}。记 Rω 为所有实数序列 〈rn〉∞n=1 的集合。为方便
〈rn〉∞n=1 可简记为 〈rn〉。序列 〈r〉 表示每项都为 r 的常数序列。接下来我
们在 Rω 上定义一个等价关系。设 P(X) 表示 X 的幂集。

定义 1.1 设 X 是一无限集合。又设 U ⊆ P(X)。如果所有 U 中有限个元
素的交都是无限集，则称 U 为 X 上的一个非主滤子基。称一非主滤子基
U 为 X 上的非主滤子，如果它满足：

1. 如果 A,B ∈ U，则 A ∩B ∈ U；

2. 如果 A ∈ U 及 A ⊆ B ⊆ X，则 B ∈ U。

记 X ∖A 为 AC。如果 X 上的非主滤子再满足

3. 对任意集合 A ⊆ X 都有 A ∈ U 或 AC ∈ U，

则称 U 为 X 上的非主超滤子。

一个非主滤子基中所有有限个元素的交生成一个非主滤子，所以一个
非主滤子基和它所生成的非主滤子没有本质的差别。
一个 X 上的非主超滤子一定包含元素 X。
然而非主超滤子的存在性则依赖于选择公理。和选择公理等价的 Zorn

引理 (cf. [30, Theorem I.12.1]) 通常使用起来比较方便。Zorn 引理讲的是
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如果一个偏序集中的所有全序子集都有上界，则这个偏序集一定有个极大
元 m，即在这偏序集中没有比 m 更大的元素。

命题 1.2 (假设 Zorn 引理) 每个无限集合 X 上的非主滤子都可扩充为非
主超滤子。

证明：设 U0 := {A ⊆ X : AC 是一有限集} 并且 U1 是 X 上的任一非主滤
子。显然 U0 ∪ U1 是 X 上的非主滤子基。设

U := {U ⊆ P(X) : U0 ∪ U1 ⊆ U 且U 是一非主滤子}.

则 (U;⊆) 是一偏序集。如果 U′ 是 U 中的全序子集，则 U′ 中所有元素的
并，即

⋃
U′, 是 U′ 中所有元素的上界。由 Zorn 引理可推出 (U;⊆) 中有极

大元 U。接下来我们证明 U 满足定义 1.1 中的条件 3.。假设 A ⊆ X 使得
A,AC 6∈ U。如果 U ∪ {A} 或 U ∪ {AC} 是一非主滤子基，则其生成一个比
U 还大的非主滤子，但这和 U 是极大元矛盾。所以我们可假设 U ∪ {A} 和
U ∪ {AC} 都不是非主滤子基，即存在 B1, B2, . . . , Bm, C1, C2, . . . , Cn ∈ U
使得

A ∩
m⋂
i=1

Bi 和AC ∩
n⋂

i=1

Ci

都是有限集，但这推出

m⋂
i=1

Bi ∩
n⋂

i=1

Ci = (A∪AC)∩
m⋂
i=1

Bi ∩
n⋂

i=1

Ci ⊆

(
A ∩

m⋂
i=1

Bi

)
∪

(
AC ∩

n⋂
i=1

Ci

)
是一有限集，而这和 U 的非主性相矛盾。 2

1.2 实数域的非标准扩张

按命题 1.2 我们取定一个 ω 上的非主超滤子 U。超滤子 U 可以被看
作 ω 上的一个有限可加的 {0, 1}–测度，即每个集合 A ∈ U 的测度为 1，
而每个集合 A 6∈ U 的测度为 0。因为 U 是个超滤子，所以对每个 A ⊆ ω，
A 的测度一定是 1 或 0。用 U 我们可定义 Rω 上的一个等价关系。

定义 1.3 对所有 〈xn〉, 〈yn〉 ∈ Rω，我们定义 〈xn〉 ∼ 〈yn〉，即 〈xn〉 和 〈yn〉
等价，当且仅当

{n ∈ ω : xn = yn} ∈ U .

换句话说，〈xn〉 和 〈yn〉 等价当且仅当这两个序列几乎处处相等。
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定义 1.4 记 [〈xn〉] := {〈yn〉 ∈ Rω : 〈yn〉 ∼ 〈xn〉} 和

∗R := {[〈xn〉] : 〈xn〉 ∈ Rω}.

集合 ∗R 将是我们要构造的非标准实数域中所有实数的集合。但在此
之前我们需要说明为什么 R 可被看成是 ∗R 的子集和怎样把 P 中的关系
都推广到 ∗R 上去。

定义 1.5 对 R 上每个 m 元关系 P ∈ P 定义

∗P := {([〈r(1)n 〉], [〈r(2)n 〉], . . . , [〈r(m)
n 〉]) :

{n ∈ ω : (r(1)n , r(2)n , . . . , r(m)
n ) ∈ P} ∈ U}.

作为 P 中元素我们在 ∗R 上定义了 ∗+, ∗∗ , ∗0, ∗1, ∗<。为了使记号简
单直观，这几个关系在使用时通常把 ∗ 省略了。读者可验证

[〈an〉] + [〈bn〉] = [〈an + bn〉] 和 [〈an〉] ∗ [〈bn〉] = [〈an ∗ bn〉].

我们以后将说明为什么 ∗R := ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域。
如果我们将每个 r ∈ R 等同于常数序列的等价类 [〈r〉] ∈ ∗R，则 R 可

被看作是 ∗R 的子集。同时很容易证明对每个 P ∈ P，都有

(r(1), r(2), . . . , r(m)) ∈ P 当且仅当 ([〈r(1)〉], [〈r(2)〉], . . . , [〈r(m)〉]) ∈ ∗P.

所以 R 可被看作是 ∗R 的子结构。读者如熟悉模型论，则可知 R 是 ∗R 的
基本子结构。如果一个 ∗R 中的数 [〈rn〉] 大于 R 中所有数，则称 [〈rn〉] 为
无穷大，如果一个 ∗R 中的正数 [〈rn〉] 小于 R 中所有正数，则称 [〈rn〉] 为
正无穷小。

命题 1.6 在 ∗R 中 [〈n〉] 是一无穷大，而 [〈1/n〉] 则是正无穷小。

1.3 超结构的非标准扩张

利用无穷小数来发展微积分只是非标准分析应用中的一小部分。为了
在其他数学领域中的应用，只考虑实数域的扩张是不够的。例如实数上的勒
贝格测度就无法在实数域的扩张中来讨论。此外我们还需研究函数空间，函
数空间上的算子，算子空间上的各种拓扑，等等。我们现在要介绍一种结构
称之为超结构。超结构是一个能包含某一次数学讨论中牵涉到的所有数学
实体的母结构。超结构的思想取自于集合论，它在 [35] 中已被提出。
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定义 1.7 给定任一集合 X，设 V0 := R ∪X。对于任意自然数 m ∈ ω 定
义 Vm+1 := Vm ∪ P(Vm)。显然对任意 m ∈ ω，都有 Vm ⊆ Vm+1。设 n 是
一足够大的自然数。定义

V :=
n⋃

m=0

Vm.

令 ∈ 为 V 上的从属关系，即 a ∈ b 表示 a 是集合 b 中的元素。则结构
V = (V ;∈) 被称之为超结构。如果 V 中的一个元素 a 属于 Vm 但不属于
Vm−1，我们称 a 是 V 中的第 m 层元素，记为 l(a) = m。

显然对于每个元素 x ∈ R ∪ X，都有 l(x) = 0。对实数集 R，自
然数集 N，或 X 6= ∅ 则有 l(R) = l(N) = l(X) = 1。注意，我们用 N
表示 V 中的自然数集，而用 ω 表示 V 之外元数学层次的自然数集。利
用集合论的符号，一个有序对 (a, b) 可以被看作为集合 {{a}, {a, b}}。所以
l((a, b)) = l({{a}, {a, b}}) = max{l({a}), l({a, b})}+1 = max{l(a), l(b)}+2。
一个实数上的二元关系 P ⊆ R2 是一个有序实数对的集合，每个有序实数
对属于第二层，所以 P ⊆ V2，这推出 P ∈ V3。如果 E ⊆ R，f : E → R 是
一函数，则 f 可被看作为 E × R 的子集。所以 E × R ∈ V3 推出 f ∈ V4。
按照类似思路我们可以在 V 中找到 R。一般情况下我们可假设 X = ∅。
有时候需要研究一些基数较大的集合，比如一个基数大于 ℶω = |V (∅)| 的
拓扑空间 X ′，我们可以把 X ′ 放入第 1层的 X 之中再构造超结构 V。因
为每一个特定的数学讨论只涉及有限个数学实体，所以只要 n 足够大，这
些数学实体都可以在 V 中找到。为了简便我们假设 X = ∅。

接下来我们对 V = (V ;∈) 进行扩张。

定义 1.8 设 U 是 ω 上的非主超滤子，m ≤ n，

1. 对于任意两个元素序列 〈an〉, 〈bn〉 ∈ Vm，定义 〈an〉 ∼ 〈bn〉 当且仅当

{n ∈ ω : an = bn} ∈ U ,

2. 对于任意元素序列 〈an〉 ∈ V ω
m，设 [〈an〉] := {〈bn〉 ∈ V ω

m : 〈an〉 ∼ 〈bn〉}，

3. 记 ∗Vm := {[〈an〉] : 〈an〉 ∈ V ω
m}。

4. 记 ∗V :=

n⋃
m=0

∗V m.
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5. 对于 ∗V 中的元素 [〈an〉] 和 [〈An〉]，定义 [〈an〉] ∗∈ [〈An〉] 当且仅当

{n ∈ ω : an ∈ An} ∈ U .

对每个 A ∈ V 设 ∗ 是从 V 到 ∗V 的映射使得 ∗A = [〈A〉] ∗∈ ∗V，
则 V 可被嵌入到 ∗V 中去。同时很容易证明对所有 a,A ∈ V，都有 a ∈
A 当且仅当 [〈a〉] ∗∈ [〈A〉]。所以 (V ;∈) 可被看作为 (∗V ; ∗∈) 的子结构。
我们也可对 ∗V 中的元素进行分层，即如果 x在 ∗V0，则 l(x) = 0并且

l(x) = m+1当且仅当 x在 ∗Vm+1∖ ∗V m 中。∗V 上的二元关系 ∗∈可以被
看作是属于关系。但是它不是集合论意义上真正的属于关系。我们可以通过
一个变换 Φ把 ∗V 双射到一个集合 W 使得 x ∗∈ y 当且仅当 Φ(x) ∈ Φ(y)，
即把 ∗ ∈ 转变成集合论意义下真正的属于关系。映照 Φ 可按层次递归定
义，即对所有 ∗V0 中的 x 都有 Φ(x) = x 而对所有 ∗V ∖ ∗V 0 中的 x 都有
Φ(x) := {Φ(y) : y ∗∈ x}。然后取 W = Φ(∗V )。不过这样做会影响直观且徒
增复杂度。所以我们还是用 ∗V := (∗V ∗∈) 而不用 (W ;∈) 作为 V 的扩张。
当然为了记号上的便利我们通常把 ∗∈ 直接写成 ∈。
接下来我们介绍模型论中的一个概念，即基本子结构，并证明 V 是 ∗V

的基本子结构。在这过程中我们需要先介绍一阶谓词逻辑。为了简要，我们
避免一般化，只介绍针对超结构模型的一阶谓词逻辑，并且放弃不必要的严
格性而或多或少依赖于读者的常识或直觉。

定义 1.9 我们将使用符号 → (推出)，¬ (不)，x, y, z, . . . (变量)，a, b, c, . . .
A,B,C, . . . (V 中的元素作为常量)，∀x (对所有 x)，=，∈，(，)，按照以
下递归规则 1.–3. 组成关于 V 的一阶公式和语句。

1. 对于变量或常量 u, v，符号串 u = v，u ∈ v 被称为原子公式，

2. 如果 φ，ψ 是公式，则 ¬φ，φ → ψ，和 ∀xφ 是公式，在公式 ∀xφ
中变量 x 被称为有界变量，一个公式中不是有界的变量称之为自由变
量，

3. 如果在一个关于 V 的公式中所有变量都是有界的，则称此公式为关于
V 的语句。

按照以下递归规则我们可以定义一个关于 V 的语句在 V 中的真假值。我
们通常记 φ(x, a) 为一关于 V 的公式使得 x = (x(1), x(2), . . . , x(m)) 列出 φ
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中所有自由变量而 a = (a(1), a(2), . . . , a(k)) 列出 φ 中所有 V 中常量。如
果 m 个自由变量 x 都被 V 中 m 个常量 A 替代，则可得到一个关于 V
的语句 φ(A, a)。

4. 原子语句 a = b 在 V 中为真当且仅当 a 和 b 是同一集合，a ∈ A 在
V 中为真当且仅当 a 是 A 的元素，

5. 语句 ¬φ 在 V 中为真当且仅当 φ 在 V 中为假，语句 φ→ ψ 在 V
中为真当且仅当 φ 在 V 中为假或者 ψ 在 V 中为真，

6. 语句 ∀xφ(x, a)在 V 中为真当且仅当对所有 V 中元素 b语句 φ(b, a)

在 V 中为真。

在定义 1.9 第六部分中规定变量 x 取值为 V 中的元素 是为什么称所
介绍的逻辑，公式，和语句为一阶的原因。如果我们把 ∀x 解释为 “对所有
V 的子集 x” 则逻辑，公式，和语句就是二阶的了。自此以下我们所讨论的
逻辑都是一阶的，所以词汇 “一阶” 有时将被省略。

定义 1.10 在定义 1.9 中把 V 和 V 都换成 ∗V 和 ∗V，则我们得到关于
∗V 的公式和语句。也得到一个关于 ∗V 的语句在 ∗V 中的真假值。

一个公式是关于 V 还是关于 ∗V 是由常量在 V 中还是在 ∗V 中决定
的。在决定一个语句在 V 或在 ∗V 的真假值时对量词 ∀x 的解释分别是 “对
每个 V 中元素 . . .” 或 “对每个 ∗V 中元素 . . .”。
为了使逻辑语言更接近我们的直觉，我们还要引入一些可以用已有符

号来表示的新符号。比如语句 φ(R, <):

∀x ∀y ∀z (¬(¬(x ∈ R → ¬(y ∈ R)) → ¬(z ∈ R)) (1)

→ (¬(x < y → ¬(y < z)) → x < z))

表示实数上序的传递性，但很不直观。我们引入新记号 ∨ (表示 “ 或”)，∧
(表示 “和”)，↔ (表示 “当且仅当”)，∃x (表示 “存在一个元素 x”)，∀x ∈ A

(表示 ∀x (x ∈ A → · · ·))，∃x ∈ A (表示 ∃x (x ∈ A ∧ · · ·))。可看出 ϕ ∨ η
是 ¬ϕ→ η 的另一种写法，ϕ ∧ η 是 ¬(¬ϕ ∨ ¬η) 的另一种写法，ϕ↔ η 是
(ϕ → η) ∧ (η → ϕ) 的另一种写法，∃xφ 是 ¬∀x¬φ 的另一种写法，等等。
使用新引入的符号，语句 (1) 可重写成

∀x ∈ R ∀y ∈ R∀z ∈ R ((x < y) ∧ (y < z) → x < z)
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而新的传递性写法就比较直观。但是当证明一些涉及逻辑符号的命题时，因
为新介绍的符号可以用最基本的逻辑符号来定义，所以我们只要考虑最基
本的逻辑符号即可，从而使得证明简捷。
如果 f 是一函数，a = (a(1), a(2), . . . , a(m)) 是一列在 f 定义域中的元

素，则用 f(a) 表示 (f(a(1)), f(a(2)), . . . , f(a(m)))。

引理 1.11 设 φ
(
[〈an〉]

)
是关于 ∗V 的语句。则 φ

(
[〈an〉]

)
在 ∗V 为真当且

仅当
{n ∈ ω : φ(an) 在V 中为真} ∈ U . (2)

证明：引理的证明将用对于语句 φ 的复杂度进行归纳来完成。一个语句 φ

或者是原子语句，或者是 ¬ψ，η → ψ，或 ∀xψ(x, a)，其中 ψ 和 η 的复杂
度都比 φ 低。假设对所有比 φ 复杂度低的语句 (2) 都成立。

(a) 假设 φ 是原子语句 [〈an〉] = [〈bn〉] 或 [〈an〉] ∈ [〈An〉]。由等价类的
定义，(2) 成立。

(b) 假设 φ 是 ¬ψ
(
[〈an〉]

)
。则 φ 在 ∗V 中为真当且仅当 ψ

(
[〈an〉]

)
在 ∗V 中为假，(由归纳假设) 当且仅当

{n ∈ N : ψ(an) 在V 中为真} 6∈ U

当且仅当
{n ∈ ω : ¬ψ(an) 在V 中为真} ∈ U .

(c) 假设 φ
(
[〈an〉]

)
是 ψ

(
[〈an〉]

)
→ η

(
[〈an〉]

)
。则 φ

(
[〈an〉]

)
在 ∗V

中为真当且仅当 ψ
(
[〈an〉]

)
在 ∗V 中为假或 η

(
[〈an〉]

)
在 ∗V 中为真，(由

归纳假设) 当且仅当

{n ∈ ω : ψ(an) 在 V 中为假} ∈ U 或 {n ∈ ω : η(an) 在 V 中为真} ∈ U

当且仅当

{n ∈ ω : ψ(an) 在 V 中为假或 η(an) 在 V 中为真} ∈ U

当且仅当
{n ∈ ω : ψ(an) → η(an) 在 V 中为真} ∈ U

当且仅当
{n ∈ ω : φ(an) 在 V 中为真} ∈ U .
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(d) 假设 φ
(
[〈an〉]

)
是 ∀xψ

(
x, [〈an〉]

)
。设 φ

(
[〈an〉]

)
在 ∗V 中为假。

则存在 [〈bn〉] ∈ ∗V 使得 ψ
(
[〈bn〉], [〈an〉]

)
在 ∗V 中为假。由归纳假设我们

有
I = {n ∈ ω : ψ (bn, an) 在V 中为真} 6∈ U .

对每个 n′ ∈ IC 我们有 ∀xψ(x, an′) 在 V 中为假，所以

{n ∈ ω : φ(an) 在V 中为真} 6∈ U .

现在设 I ′ = {n ∈ ω : ∀xψ(x, an) 在V 中为真} 6∈ U。则 I ′C ∈ U。对每个
n ∈ I ′C 有 ∀xψ(x, an) 在 V 中为假，所以存在 cn ∈ V 使得 ψ(cn, an) 在
V 中为假。如果 n 6∈ I ′C 让 cn = ∅，则我们有 [〈cn〉] ∈ ∗V 并且由归纳假设，
ψ
(
[〈cn〉], [〈an〉]

)
在 ∗V 中为假。所以 ∀xφ

(
x, [〈an〉]

)
在 ∗V 中为假。 2

定义 1.12 给定一个映照 f : V → ∗V，如果对所有关于 V 的语句 φ(a) 都
有 φ(a) 在 V 中为真当且仅当 φ(f(a)) 在 ∗V 中为真，则称 f 为从 V 到
∗V 的基本嵌入，亦称 V 为 ∗V 的基本子模型。

定理 1.13 (J. Łoś, 1955) 设 ∗ : V → ∗V 是一映射使得 ∗(a) = [〈a〉]。则
∗ 是从 V 到 ∗V 的基本嵌入。

证明：设 φ(a) 是关于 V 的语句。则由引理 1.11 φ(a) 在 V 中为真推出

{n ∈ ω : φ(a) 在V 中为真} = ω ∈ U

再推出 φ(∗(a)) = φ
(
[〈a〉]

)
在 ∗V 中为真。而 φ(a) 在 V 中为假推出

{n ∈ ω : φ(a) 在V 中为真} = ∅ 6∈ U

再推出 φ(∗(a)) = φ
(
[〈a〉]

)
在 ∗V 中为假。 2

定理 1.13 也称为转换原理 (transfer principle)。
我们通常记 ∗(A) 为 ∗A。如果 r ∈ V0，为了方便可把 ∗r 直接记为 r。

推论 1.14 ∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域。

证明：命题 “R = (R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 V 中为真且可由关于 V
的一阶语句来表达。由定理 1.13 “∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 ∗V
为真。 2
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在接下来各章中我们常称 V 为标准模型，称 ∗V 为非标准模型。
在非标准分析的应用中读者应尽量把 ∗V0 中的元素想象成点，而不是

一个序列的等价类。比如人们一般会把标准实数想象成水平轴上的一个点，
而不是一个柯西序列的等价类或一个戴特金分割。按本文作者自己的理解，
数学基础研究中有分阶复杂度和量词复杂度。如果我们把点看成是一阶实
体，点集或点集上的关系或函数为二阶实体，点集上的函数空间，拓扑空间
等等为三阶实体，已次类推，则一个数学论述涉及的实体阶数越高就可认为
越复杂。非标准分析的好处之一是把涉及二阶实体的论述，比如数列的极限
过程，用只涉及一阶实体的论述，比如无穷小元素，来刻画，从而减低论述
的分阶复杂度。所以如果读者一直把 ∗V0 中的元素想象成一个序列的等价
类，就较难体会非标准分析的这一好处。关于减低量词复杂度我们将会在介
绍 ∗V 的饱和性质时提到。
在这一章中 ∗V 的构造方法称为超幂，超幂构造是超积构造的一种特殊

情况。简单地说超积就是笛卡尔乘积模超滤子。超幂构造是构造非标准模型
的一种方法，但在模型论中我们也可以用紧致性来构造非标准模型，称为
Henkin 构造。采用超幂构造的好处是可给初学者一个比较具体的构造方法，
使得如果对一些实体的意义比较模糊的时候可以考虑将实体看作具体的序
列等价类从而使得自己的理解有了一个比较确定的基础。当然再说一句，在
有了一定的基础之后，读者应尽量把 ∗V0 中的元素想象成点。
为了获取更强的饱和性质我们可以采用更大集合上的正则超滤子来构

造超结构超幂，我们还可以构造超幂极限等来获得比饱和性更强的性质 ([6,
21])。有时可通过使用特性质的超滤子来获得超幂的特殊性质 ([4])。非标
准分析还可以公理化，称为内集合论。内集合论的公理是标准集合论公理
ZFC 的保守扩充，而内集合论公理的非标准模型包含了标准集合论宇宙
([33])。
结束本章之前我们小试牛刀，用非标准模型作为工具来证明 König 引

理。当然 König 引理的标准证明并不复杂，我们在此的用意只是提供一种
不一样的思路。
称一个偏序集 (T ;≺) 为树如果对每一 t ∈ T，集合

t̂ := {s ∈ T : s ≺ t}

是 T 的良序子集。设 T 为一树。对每个 t ∈ T，记 ht(t) 为 t̂ 的序型。对
每个 m ∈ N 记 Lvm(T ) := {t ∈ T : ht(t) = m} 为 T 的 m 层元素集



1 实数域和超结构的非标准扩张 12

合。如果对每个 m ∈ N，集合 Lvm 6= ∅，我们称 T 的高度无限。注意如果
k < ht(t)，则 t̂ ∩ Lvk(T ) 6= ∅。

例子 1.15 设 T 是一无限高的树且对每一 m ∈ N，集合 Lvm(T ) 都是有
限的。则 T 一定包含一个无限全序子集。

证明：不失一般性我们可假设 T ⊆ N。由转换原理存在超整数 K 使得
LvK(∗T ) 6= ∅。取定一个 tK ∈ LvK(∗T )，令 B := T ∩ t̂K。因为 t̂K 是全
序集，所以 B 是全序集。对每个 k ∈ N，由转换原理 t̂K ∩ Lvk(∗T ) 6= ∅。
由习题 1.20 对每个 k ∈ N，有 Lvk(

∗T ) = Lvk(T )。所以 B ⊆ T 并且
B ∩ Lvk(T ) 6= ∅。由 k 的任意性推出 B 是无限集。 2

1.4 第一章习题

习题 1.16 证明在定义 1.3 中所建立的关系 ∼ 是一等价关系。

习题 1.17 根据定义 1.5 证明 ∗< 是 ∗R 上的全序。

习题 1.18 证明命题 1.6 。

习题 1.19 如果 X = ∅，即 V0 = R，证明从 V 到 ∗V 的基本嵌入是唯一
的。

习题 1.20 证明 A ∈ V 是一有限集当且仅当

∗A = {∗a : a ∈ A}.

习题 1.21 设 N ∈ ∗N∖ N。令

F := {A ⊆ N : N ∈ ∗A}.

证明 F 是 N 上的非主超滤子。

习题 1.22 证明如果语句 “R 的每个非空有上界子集都有一个上确界” 中的
参量 R 换成 ∗R，则新语句在 ∗V 中不成立。

希望读者从习题 1.22 看出 P( ∗R) 和 ∗P(R) 的差别。
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2 非标准分析和微积分

在这一章中我们将用非标准分析方法建立一元微积分中一些基本定理。
一元微积分的内容是大家熟悉的。介绍非标准分析在这里的的应用并不是
想要显示非标准分析的优势，而只是让读者熟悉非标准分析的思想。所以我
们只考虑一元函数，且在大部分情况下仅考虑连续函数。从历史角度来说微
积分或数学分析是 Abraham Robinson 创立非标准分析后第一个应用的领
域。在这一章中我们还将介绍一些非标准分析中常用的记号和工具。我们将
用希腊字母表示标准实数。

定义 2.1 设 r, r′ ∈ ∗R。

1. 如果对任何正标准实数 α都有 |r| < α，则称 r 为无穷小，记为 r ≈ 0，

2. 如果 r − r′ ≈ 0，我们称 r′ 无穷接近于 r 并记为 r′ ≈ r，

3. 如果存在一标准实数 α > 0 使得 −α < r < α，我们称 r 是有限的，

4. 如果存在一标准实数 α ∈ R 使得 r ≈ α，我们称 r 为几乎标准的。

定义 2.2 设 r, r′ ∈ ∗R。则

1. r ⪅ r′ 表示 r < r′ 或 r ≈ r′，

2. r ⪆ r′ 表示 r > r′ 或 r ≈ r′，

3. r � r′ 表示 r < r′ 并且 r 6≈ r′，

4. r � r′ 表示 r > r′ 并且 r 6≈ r′，不难证明如果 α, β ∈ R 且 r ≈ α 和
r ≈ β 都成立，则 α = β。

定理 2.3 每个有限实数 r ∈ ∗R 都是几乎标准的。

证明：设 α ∈ R 大于 0 使得 |r| < α。在标准意义下定义集合

S := {γ ∈ R : γ < r}.

则 −α ∈ S 并且 α是 S 的上界。所以 S 有一上确界 β。接下来证明 r ≈ β。
如果 r � β，则存在 γ > 0 使得 β − r > γ。所以 β − γ > r。但这推出
β−γ 是 S 的上界，这和 β 是 S 的上确界矛盾。如果 r � β 则存在 γ > 0

使得 r − β > γ。所以 β + γ < r。但这推出 β + γ ∈ S，而这又和 β 是 S

的上界矛盾。所以我们有 r ≈ β。 2
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定义 2.4 记 Fin( ∗R) := {r ∈ ∗R : r 是有限的}。记 st : Fin(∗R) → R 为
一映射使得 st(r) = α 当且仅当 r ≈ α。映射 st 称为标准化映照。

当我们用非标准分析研究标准世界中的数学问题时，常常先把标准问
题非标准化，然后在非标准模型中推导出一些结果，再用标准化映照把非标
准结果拉回到标准超结构中去使其成为一个标准结果。所以标准化映照和
转换原理是联系标准模型和非标准模型的两大工具。

2.1 极限和连续性

我们称在 ∗N∖N中的自然数为超有限自然数或超整数。名字 “超有限”
指的是它在非标准模型中是有限的，但从标准世界的角度来看是无穷大。但
我们更多时候用超整数这个词。如果 m ∈ ∗N，记 [m] := {1, 2, . . . ,m}。我
们把一个实数数列 s 看成是从 N 到 R 的函数。由转换原理，∗s 是从 ∗N
到 ∗R 的函数。

定义 2.5 设 s 是一实数数列，α 是一实数。如果对任意超整数 K 都有
∗s(K) ≈ α 则称 α 是 s 的极限，记为

lim
k→∞

s(k) = α.

命题 2.6 在定义 2.5 中的数列极限定义和通常的 ϵ–N 定义是等价的。

定理 2.7 (Bolzano–Weierstrass) 如果 s 是一有界数列，则 s 一定有一
收敛子列。

证明：设 α是 |s|的上界。随便取一个超整数 K。因为 (∀k ∈ N)(|s(k)| < α)

在 V 中为真，所以 (∀k ∈ ∗N)(|∗s(k)| < α) 在 ∗V 中为真。因此 s(K) ∈
Fin( ∗R). 设 α = st(s(K))。我们证明 s有一个子列 s′ 使得 lim

i→∞
s′(i) = α。

如果对每一个 m ∈ N 都能找到一个 k ∈ N 使得 k > m 且 |s(k) − α| <
1/m，则通过递归我们能找到一个 s 的子列收敛于极限 α。

假设有一个 m ∈ N 使得对任何一个 k ∈ N，k > m 都有 |s(k)− α| ≥
1/m。则由转换原理，对任何一个 k ∈ ∗N，k > m 都有 |∗s(k)−α| ≥ 1/m，
而这和 ∗s(K) ≈ α 矛盾。 2

定理 2.8 (柯西判别法) 一个数列 s收敛当且仅当 s满足柯西条件，即对任
意 m ∈ N，存在 Nm ∈ N满足对任意 k, k′ ≥ Nm都有 |s(k)−s(k′)| < 1/m。
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证明：我们只证充分性。设 s满足柯西条件。则容易证明 s是有界数列。取
定任意两个超整数 K,K ′ 我们证明 ∗s(K) ≈ ∗s(K ′)。

对任意 m ∈ N 都有 K,K ′ ≥ Nm。所以由转换原理我们有 |∗s(K) −
∗s(K ′)| < 1/m。因此 ∗s(K) ≈ ∗s(K ′)，即存在唯一的 α ∈ R 使得对每一个
超整数 K 都有 st(∗s(K)) = α。由定义 2.5 我们有

lim
k→∞

s(k) = α.

2

定义 2.9 设 [a, b] ⊆ R, c ∈ [a, b]，f : [a, b]∖ {c} → R，且 L ∈ R。如果对
任意 r ∈ [a, b]，r 6= c，r ≈ c 都有 ∗f(r) ≈ L，则称 L 为 f 在 c 的极限并
记为

lim
x→c

f(x) = L.

定义 2.10 设 [a, b] ⊆ R 且 f : [a, b] → R。如果对任意 r ∈ [a, b]，r ≈ c 都
有 ∗f(r) ≈ f(c)，则称 f 在 c 连续。如果对每一个 c ∈ [a, b] 都有 f 在 c

连续，则称 f 在 [a, b] 上连续。

定理 2.11 (极值定理) 如果 f 在 [a, b] 上连续，则存在 c, d ∈ [a, b] 使得
f(c) 是 f 在 [a, b] 上的最大值和 f(d) 是 f 在 [a, b] 上的最小值，即对任
何一个 x ∈ [a, b] 都有 f(d) ≤ f(x) ≤ f(c)。

证明：取定一个超整数 K。对每个 i = 0, 1, . . . ,K 设 ri := a+i(b−a)/K。在
V 中每个有限实数集都有一个最大数和最小数，由转换原理集合 {∗f(ri) :

i = 0, 1, . . . ,K} 有一最大数 ∗f(ri0) 和最小数 ∗f(ri1)。设 st(ri0) = c 和
st(ri1) = d，则有 c, d ∈ [a, b]。因为 f 在 c和 d连续，我们有 ∗f(ri0) ≈ f(c)

和 ∗f(ri1) ≈ f(d)。取任意 x ∈ [a, b]，则存在 i2 ≤ K 使得 ri2 ≈ x (只需
取 i2 为最大 i 使得 ri < x)。则我们有 ∗f(ri2) ≈ f(x)。综合上述步骤我们
可推出

f(d) ≈ ∗f(ri1) ≤ ∗f(ri2) ≈ f(x) ≈ ∗f(ri2) ≤ ∗f(ri0) ≈ f(c).

因为 f(x)，f(c) 和 f(d) 都是标准实数，所以 f(d) ≤ f(x) ≤ f(c)。 2

推论 2.12 如果 f 在 [a, b] 上连续，则 f 是有界的。

定理 2.13 (介值定理) 如果 f 在 [a, b] 上连续且 f(a) < 0 < f(b)，则存
在 c ∈ [a, b] 使得 f(c) = 0。
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证明：取定一个超整数 K。对每个 i = 0, 1, . . . ,K 设 ri := a+ i(b− a)/K。
则由转换原理，存在 i0 < K 使得 ∗f(ri0) ≤ 0 ≤ ∗f(ri0+1)。因为 ri0 ≈
ri0+1，我们有 st(ri0) = st(ri0+1) = c ∈ [a, b]。因为 f 在 c 连续，我们有
0 ≥ ∗f(ri0) ≈ f(c) ≈ ∗f(ri0+1) ≥ 0。因为 f(c)是标准实数，所以 f(c) = 0。
2

2.2 导数和积分

定义 2.14 设 f : (a, b) → R 是一函数，c ∈ (a, b)，L ∈ R。如果对于任何非
零无穷小 t 都有

∗f(c+ t)− f(c)

t
≈ L,

则称 f 在 c 可导且有导数 L，并记为

f ′(c) = L = st

(∗f(c+ t)− f(c)

t

)
.

例子 2.15 设 f(x) = x2，c ∈ R。则对一非零无穷小 t 我们有

f ′(c) = st

(
(c+ t)2 − c2

t

)
= st

(
2ct+ t2

t

)
= st(2c+ t) = 2c.

定理 2.16 (链式法则) 设 f : (a, b) → (d, e)，g : (d, e) → R，c ∈ (a, b) 使得
f 在 c 可导且 g 在 f(c) 可导。则 g ◦ f 在 c 可导且对任意非零无穷小 t，

(g ◦ f)′(c) = st

(∗g(∗f(c+ t))− g(f(c))

t

)
= g′(f(c)) ∗ f ′(c). (3)

证明：任取一非零无穷小 t。如果 ∗f(c+ t) = f(c)，则

f ′(c) = st

(∗f(c+ t)− f(c)

t

)
= 0 并且

∗g(∗f(c+ t))− g(f(c))

t
= 0 = g′(f(c)) ∗ f ′(c).

如果 ∗f(c+ t) 6= f(c)，则 r = ∗f(c+ t)− f(c) ≈ 0 且

∗g(∗f(c+ t))− g(f(c))

t

=
∗g(f(c) + r))− g(f(c))

r
∗

∗f(c+ t)− f(c)

t
≈ g′(f(c)) ∗ f ′(c).

所以 (3) 在两种情况下都成立。 2
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定理 2.17 (罗尔定理) 设 f : [a, b] → R 在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 上可导，
且 f(a) = f(b)。则存在 c ∈ (a, b) 使得 f ′(c) = 0。

证明：如果 f 是常函数，则 f 的导数处处为 0。如果 f 不是常函数，则
f 在 c ∈ (a, b) 取到最大值，或 f 在 d ∈ (a, b) 取到最小值。假设 f 在
c ∈ (a, b)取到最大值。则 f 在 c可导且由转换原理 f(c)也是 ∗f 在 ∗[a, b]

上的最大值。所以对任意非零无穷小 t > 0 有

0 ≤
∗f(c− t)− f(c)

−t
≈

∗f(c+ t)− f(c)

t
≤ 0.

所以 f ′(c) = st

(∗f(c+ t)− f(c)

t

)
= 0。如果 f 在 d ∈ (a, b) 取到最小值，

则定理可由对称性证明。 2

从罗尔定理可容易推出导数中值定理。

定义 2.18 设 [a, b] ⊆ R，f : [a, b] → R。

1. 集合 P = {x0, x1, . . . , xk} ∈ P([a, b])，k ∈ N，是一 [a, b] 的划分如果

a = x0 < x1 < · · · < xk = b;

2. 对每一个 [a, b] 的划分 P = {x0, x1, . . . , xk}，记

mesh (P ) := max{xi − xi−1 : i ∈ [k]};

3. [a, b] 上的划分 P 比 [a, b] 上的划分 P ′ 精细，如果 P ′ 中的点都在
P 中；

4. 设 P 和 P ′ 是 [a, b] 上的两个划分。则 P ∪ P ′ 是 [a, b] 上比 P 和
P ′ 都精细的划分，

5. 如果存在一个 I ∈ R 使得对每一个 ∗[a, b] 的划分
P = {x0, x1, . . . , xK} ∈ ∗P([a, b]) 满足 mesh (P ) ≈ 0 和每个相伴点集
T = {t1, t2, . . . , tK} ∈ ∗P([a, b]) 满足 ti ∈ ∗[xi−1, xi] 都有

∗R(∗f, P, T ) :=
K∑
i=1

∗f(ti)(xi − xi−1) ≈ I,
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则称 f 在 [a, b] 上黎曼可积，且对任意一个 ∗[a, b] 的划分 P ∈
∗P([a, b])

满足 mesh (P ) ≈ 0 和相伴点集 T，记 f 在 [a, b] 上的积分为∫ b

a

f(x)dx := I = st (∗R(∗f, P, T )) .

由相伴点集 T 的任意性，可证明 [a, b] 上的黎曼可积函数一定有界。

定义 2.19 设 [a, b] ⊆ R，f : [a, b] → R 有界。给定一个 [a, b] 的划分
P = {x0, x1, . . . , xk} ∈ P(R)，记

Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi, xi+1]} 和 mi = inf{f(x) : x ∈ [xi, xi+1]}.

U(f, P ) =

k∑
i=1

Mi(xi − xi−1) 和 L(f, P ) =
k∑

i=1

mi(xi − xi−1)

分别称为 f 在 [a, b] 上的上和和 f 在 [a, b] 上的下和。

由定义 2.19 可看出对 [a, b] 的任意划分 P, P ′ 都有

L(f, P ) ≤ L(f, P ∪ P ′) ≤ U(f, P ∪ P ′) ≤ U(f, P ′).

所以每个上和 U(f, P ) 是所有下和的上界而每个下和是所有上和的下界。

命题 2.20 设 f : [a, b] 有界。如果 P, P ′ ∈ ∗P([a, b]) 是 ∗[a, b] 的划分满足
mesh (P ) ≈ 0 ≈ mesh (P )，则我们有

∗U(∗f, P ) ≈ ∗U(∗f, P ′) 和 ∗L(∗f, P ) ≈ ∗L(∗f, P ′).

证明：设 I = inf{U(f, P ) : P 是 [a, b] 上的划分}。由转换原理 I ≤
∗U(∗f, P ) 和 I ≤ ∗U(∗f, P ′)。给定标准正实数 ϵ，则存在一个超结构中
的划分 P ′′ 使得 U(f, P ′′) < I + ϵ。因为 P ′′ 只包含有限个点，所以和
式 ∗U(∗f, P ) 与和式 ∗U(∗f, P ∪ P ′′) 最多只有有限多个项不同，而因为
f 是有界函数推出和式中的每一项都是无穷小，所以 I ≤ ∗U(∗f, P ) ≈
∗U(∗f, P ∪ P ′′) ≤ U(f, P ′′) < I + ϵ。由于 ϵ > 0 可取任意小的标准正实数，
我们有 ∗U(∗f, P ) ≈ I，因此我们有 ∗U(∗f, P ) ≈ ∗U(∗f, P ′)。
由对称性可证 ∗L(∗f, P ) ≈ ∗L(∗f, P ′)。 2
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定理 2.21 设 f : [a, b] → R 是一有界函数。则 f 在 [a, b] 上黎曼可积当且
仅当对所有 ∗[a, b] 的划分 P ∈ ∗P([a, b]) 满足 mesh (P ) ≈ 0 都有

∗U(∗f, P ) ≈ ∗L(∗f, P ).

证明： “⇐”: 设 P, P ′ ∈ ∗P([a, b]) 是两个划分满足 mesh (P ) ≈ 0 ≈
mesh (P ′)。则我们有

∗L(∗f, P ) ≤ ∗R(∗f, P, T ) ≤ ∗U(∗f, P ),

∗L(∗f, P ′) ≤ ∗R(∗f, P ′, T ′) ≤ ∗U(∗f, P ′).

因为 ∗U(∗f, P )，∗L(∗f, P )，和 ∗U(∗f, P ′)，∗L(∗f, P ′) 都无穷接近，所以由命
题 2.20 和所给条件我们有 ∗R(∗f, P, T ) ≈ ∗R(∗f, P ′, T ′)，即 f 在 [a, b] 上
黎曼可积。

“⇒”: 假设 f 在 [a, b] 上可积。给定 [a, b] 的划分 P = {x0 < x1 <

· · · < xK} ∈ ∗P([a, b]) 满足 mesh (P ) ≈ 0。在 ∗V 中取两个相伴集合 T =

{t1, t2, . . . , tK} 和 T ′ = {t′1, t′2, . . . , t′K} 使得对每个 i 都有 Mi − ∗f(ti) ≈ 0

和 ∗f(t′i)−mi ≈ 0。则我们有

∗U(∗f, P )− ∗R(∗f, P, T ) ≤
K∑
i=1

(Mi − ∗f(ti))(xi − xi−1) ≈ 0 和

∗R(∗f, P, T ′)− ∗L(∗f, P ) ≤
K∑
i=1

(∗f(t′i)−mi)(xi − xi−1) ≈ 0.

所以 ∗U(∗f, P ) ≈ ∗R(∗f, P, T ) ≈ ∗R(∗f, P, T ′) ≈ ∗L(∗f, P )。 2

定理 2.22 设 F, f : [a, b] → R 连续，在 (a, b) 上 F 可导且 F ′(x) = f(x)。
则 ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

证明：取定一划分 P ∈ ∗P([a, b]) 使得 mesh (P ) ≈ 0。对每个 i ∈ [K] 由
中值定理加上转换原理，存在 ti ∈ (xi−1, xi) 使得 ∗F (xi) − ∗F (xi−1) =
∗F ′(ti)(xi − xi−1) =

∗f(ti)(xi − xi−1)。所以

F (b)−F (a) =
K∑
i=1

(∗F (xi)− ∗F (xi−1)) =
K∑
i=1

∗f(ti)(xi − xi−1) ≈
∫ b

a

f(x)dx.

因为
∫ b

a

f(x)dx 和 F (b)− F (a) 都是标准实数，所以它们相等。 2
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2.3 Peano 存在性定理

定理 2.23 设 g : [0, 1]×R → R 是二元有界连续函数，p ∈ R。则存在函数
y : [0, 1] → R 满足对所有 r ∈ [0, 1]

y(r) = p+

∫ r

0

g(s, y(s))ds. (4)

证明：取一超整数 K，设 T := {ti = i/K : i = 0, 1, . . . ,K}，∆t = 1/K。
归纳定义 Y 使得 Y (0) := p，

Y (ti+1) := p+
i∑

j=0

∗g(tj , Y (tj))∆t.

设 |g| ≤ B ∈ R。由转换原理，|∗g| ≤ B。因为

|Y (ti+1)| ≤ |p|+
i∑

j=0

|∗g(tj , Y (tj))|∆t ≤ |p|+B,

所以对每个 t ∈ T，Y (t) 是有限的。如果 ti < ti′，ti ≈ ti′，则

|Y (ti′)− Y (ti)| ≤
i′−1∑
j=i

B∆t = B(ti′−1 − ti−1) ≈ 0.

所以 Y (ti) ≈ Y (ti′)。(这样的内函数称为是在 T 上 S-连续)。对每一标准
实数 r ∈ [0, 1]，取 r− = max{t ∈ T : t < r} 并定义

y(r) := st(Y (r−)).

则 y 满足 Lipschitz 常数为 B 的 Lipschitz 条件且

y(r) ≈ Y (r−) = p+
∑
t<r−

∗g(t, Y (t))∆t

= p+
∑
t<r−

∗g(t, ∗y(t))∆t+
∑
t<r−

(∗g(t, Y (t))− ∗g(t, ∗y(t))∆t

≈ p+

∫ r

0

g(s, y(s))ds+
∑
t<r−

(∗g(t, Y (t))− ∗g(t, ∗y(t))∆t.

因为 Y (t) ≈ ∗y(t) 且 g 连续，所以 ∗g(t, Y (t)) ≈ g(st(t), y(st(t))) ≈
∗g(t, ∗y(t))。这推出

∑
t<r−(

∗g(t, Y (t)) − ∗g(t, ∗y(t))∆t ≈ 0，即 (4) 成立
2
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2.4 第二章习题

习题 2.24 设 r, r′ ∈ Fin( ∗R)。证明

1. st(r + r′) = st(r) + st(r′),

2. st(r ∗ r′) = st(r) ∗ st(r′),

3. 如果 r ≤ r′，则 st(r) ≤ st(r′)。

习题 2.25 证明命题 2.6。

习题 2.26 用非标准分析直接证明闭区间套定理。

习题 2.27 设 f : A ⊆ R → R。定义 f 在 A 上一致连续如果对任意
x, y ∈ ∗A，x ≈ y 推出 ∗f(x) ≈ ∗f(y)。证明此定义和传统 ϵ–δ 一致连续函
数定义等价。

习题 2.28 用非标准方法证明一函数 f 在 c 可导推出 f 在 c 连续。

习题 2.29 设 f, g 在 [a, b], [b, c] 上黎曼可积。按照定义 2.18 证明

1. |f | 在 [a, b] 上黎曼可积并满足

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)|dx;

2.
∫ b

a

(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx；

3.
∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx。

3 非标准分析和测度论

在这一章中我们介绍 Loeb 测度空间和一些应用。 Loeb 测度空间是建
立在 ∗V 中集合上的标准测度空间，所以是一个联系标准模型和非标准模型
的桥梁。为了简便我们只考虑有限测度空间，而有限测度空间本质上就是概
率空间。在构造 Loeb测度空间时我们需要用到非标准模型内集的可数饱和
性质。可数饱和性质不但在构造 Loeb 空间要用，在非标准分析其他方面都
是一个重要的性质。
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3.1 可数饱和性

在设 S ∈ ∗V 是一无限集合。集合 S 有很多子集，有些在 ∗V 中而有
些不在 ∗V 中。在 ∗V 中的集合称为内集合，而不在 ∗V 中的集合称为外集
合。

定义 3.1 设 S = [〈Sn〉] ∈ ∗V。集合 T ⊆ S 是内集如果存在 Tn ⊆ Sn 使得
T = [〈Tn〉]。不是内集的集合称为外集。

例子 3.2 在 V 中所有 [0, 1] 的非空子集有一个上确界。以下一阶语句
φ(P, [0, 1], <) 表示这一事实：

∀x ∈ P([0, 1]) (x 6= ∅ →

∃β ∈ [0, 1] [∀t ∈ x (t ≤ β) ∧ ∀u ∈ [0, 1] (u < β → ∃v ∈ x (u < v))]) .

由转换原理 φ(∗P, ∗[0, 1], ∗ <) 在 ∗V 中为真。所以每个非空集合 A ∈
∗P([0, 1]) 都有上确界。如考虑 U := {t ∈ ∗[0, 1] : t ≈ 0}，则 U 是 ∗[0, 1]

的非空子集。但是 U 不可能有上确界 β。这是因为如果 β ≈ 0 则 2β ∈ U，
所以 β 不是 U 的上界。如果 β � 0，则 β/2 � 0，所以 β/2 是 U 的上
界，因而 β 不是 U 的上确界。这说明 U 6∈ ∗P([0, 1]，即 U 是 ∗[0, 1] 的
外子集。

如果一个内集的子集可以由关于 ∗V 的一个公式来定义，则这个子集一
定是内集。

命题 3.3 设 φ(x,A) 是关于 ∗V 的一阶公式，S ∈ ∗V。则集合

B := {b ∈ S : φ(b, A) 在 ∗V 中为真}

是 S 的内子集。

证明：设 S = [〈Sn〉]，A = [〈An〉]。对每一 n ∈ ω，记

Bn = {b ∈ Sn : φ(b, An) 在V 中为真}.

记 B′ = [〈Bn〉]。显然 B′ ⊆ S 并且对每个 [〈bn〉] ∈ B′，

{n ∈ ω : bn ∈ Sn ∧ φ(bn, An) 在V 中为真} ∈ U .
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所以 B′ ⊆ B。如果 [〈bn〉] ∈ B，则由引理 1.11 {n ∈ ω : bn ∈ Sn ∧
φ(bn, An) 在V 中为真} ∈ U。所以 [〈bn〉] ∈ B′，而这证明了 B = B′ 是内
集。 2

显然一个内集 S ∈ ∗V 的内子集一定可以由关于 ∗V 的公式来定义，这
是因为那个内子集自身可以作为公式中的参量。
如果非标准模型不是由超幂构造，而是由模型论中 Henkin 构造或其他

抽象构造，则命题 3.3 可以作为内集的定义。

命题 3.4 (可数饱和性质) 设 {A(m) : m ∈ N} 是 ∗V 中非空内集组成的序
列使得
A(1) ⊇ A(2) ⊇ · · ·。则 ⋂

m∈N

A(m) 6= ∅.

证明：我们使用对角线方法。设 A(m) = [〈A(m)
n 〉]。我们需要找到一个 [〈an〉] ∈

∗V 使得对每个 m ∈ N，都有 [〈an〉] ∈ [〈A(m)
n 〉]。任取一元 [〈a(m)

n 〉] ∈
[〈A(m)

n 〉]。对于任一自然数 m，令

Um := {n ∈ ω : n > m, a(m)
n ∈ A(m)

n , 并且A(m)
n ⊆ A(m−1)

n ⊆ · · · ⊆ A(0)
n }.

由引理 1.11，Um ∈ U。显然 U0 ⊇ U1 ⊇ · · · 并且
⋂
m∈N

Um = ∅。现在我们

定义所要的序列 {an : n ∈ ω}。给定 n ∈ ω，令 mn := max{m : n ∈ Um}。
注意，因为所有 Um 的交是空集，所以 mn 一定存在。显然 n ∈ Umn

。令

an := amn
n .

现在只需证明对任意 m ∈ N 我们有 [〈an〉] ∈ [〈A(m)
n 〉]。由引理 1.11，这

等价于 U = {n ∈ ω : an ∈ A
(m)
n } ∈ U。当 n ∈ Um，有 m ≤ mn，这是

因为 mn 是这些 m 中的最大值。因为 n ∈ Umn
，所以 a

(mn)
n ∈ A

(mn)
n 并

且 A
(m)
n ⊇ A

(mn)
n ，这推出 an = a

(mn)
n ∈ A

(m)
n 。因此 n ∈ U。这证明了

Um ⊆ U。由滤子的定义，我们有 U ∈ U。 2

推论 3.5 设 S ∈ ∗V 并且 {A(m) ∈ S : m ∈ N}。则存在超整数 K 和超有
限序列 {A(m) : m = 0, 1, . . . ,K} ∈ ∗V，即序列 {A(m) ∈ S : m ∈ N} 可延
拓成一个超有限序列。
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证明：在 ∗V 中令

Fm :=

{
f : ∃K ∈ ∗N (K ≥ m) ∧ (f : [K] → S) ∧

(
m∧
i=1

(f(i) = A(i))

)}
.

则 Fm ∈ ∗V 且每个 Fm 包含了序列 {A(1), A(2), . . . , A(m)}，所以非空。显

然 F1 ⊇ F2 ⊇ · · ·。由命题 3.4 存在 f ∈
∞⋂

m=1

Fm。显然 f 就是 ∗V 中超有限

序列，且延拓了 {A(m) : m ∈ N}。 2.

我们通常只需要非标准模型的可数饱和性。但有时更强的饱和性会被
用到。

定义 3.6 设 A 是一内集族。我们说 A 满足有限交性质 如果 A 中任意有
限个内集的交非空。
设 κ 是一不可数正则基数。我们说一个非标准模型是 κ 饱和的如果每

个势小于 κ 的满足有限交性质的内集族 A 都有非空交，即⋂
{A : A ∈ A} 6= ∅.

显然可数饱和性即是 ℵ1 饱和性。如果 κ ≤ λ 是两个不可数正则基数，
则 λ 饱和性推出 κ 饱和性。所以 κ 越大，κ 饱和性就越强。

定理 3.7 设 κ 是一无穷基数。存在 κ 上的非平凡超滤子 U 使得超结构
在 κ 上的超幂模超滤子 U，即

∗V :=
n⋃

n=0

(V κ
n /U)

是 κ+ 饱和的。

根据以上定理我们可以构造一个非标准模型使其满足任意设定的 κ 饱
和性质。以上定理涉及太多集合论知识，所以此处不讨论定理的证明。感兴
趣的读者可参看 [6] 第六章。
对于一递减内集序列 A1 ⊇ A2 ⊇ · · ·，可数饱和的形式表示是

∀m ∈ N∃x (x ∈ Am) → ∃x∀m ∈ N (x ∈ Am).

所以，粗略地讲，饱和性质可被看作是全称量词和存在量词的交换。一个数
学问题的复杂性有时可用叙述此问题所用到的全称量词和存在量词的交替
次数来衡量，所以在某些情况下使用饱和性能减低量词复杂度。有兴趣的读
者可参看 [19]。
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3.2 Loeb 测度

定义 3.8 设 Ω 是 ∗V 中超有限集，即存在一超整数 H ∈ ∗N ∖ N 使得
|Ω| = H。

1. 记 Σ0 :=
∗P(Ω)，即 Σ0 是 Ω 中所有内子集的集族；

2. 令 µ0 : Σ0 → ∗[0, 1] 为一函数使得

µ0(A) =
|A|
H

;

3. 对 Ω 的任一子集 (可以是外子集) E ⊆ Ω，令

µ(E) := inf{st(µ0(A)) : A ∈ Σ0 ∧ E ⊆ A} 和

µ(E) := sup{st(µ0(A)) : A ∈ Σ0 ∧A ⊆ E};

4. 令 ΣL := {E ⊆ Ω : µ(E) = µ(E)}；

5. 定义 µL : ΣL → [0, 1] 使得对每个 E ∈ ΣL，µL(E) := µ(E)。

在以上定义中 Σ0 ∈ ∗V 是一代数，即 ∅,Ω ∈ Σ0 且 Σ0 对两集合的差
和两集合的并封闭。µ0 是一内函数，是 Σ0 上 ∗ 有限可加非标准测度。µ
和 µ 分别称为 ( Loeb ) 上测度和 ( Loeb ) 下测度。上测度和下测度不在
∗V 中，都是标准意义下的函数，同样 µL 也是标准意义下的函数。

命题 3.9 设 Ω，Σ0，ΣL，µ0，和 µL 为定义 3.8 中所定义。则

1. Ω ∈ ΣL，µL(Ω) = 1，对每个 x ∈ Ω，{x} ∈ ΣL 且 µL({x}) = 0；

2. Σ0 ⊆ ΣL；

3. 如果 A ∈ Σ0，则 µL(A) = st(µ0(A))；

4. 如果 E,E′ ⊆ Ω 使得 E ⊆ E′，E′ ∈ ΣL，且 µL(E
′) = 0，则 E ∈ ΣL

且 µL(E) = 0；

5. 如果 E,E′ ∈ ΣL，则 E ∪ E′ ∈ ΣL 和 E′ ∖ E ∈ ΣL；

6. 设 E,E′ ∈ ΣL，如果 E ⊆ E′，则 µL(E) ≤ µL(E
′) 和 µL(E

′ ∖E) =

µL(E
′)−µL(E)，如果 E ∩E′ = ∅，则 µL(E ∪E′) = µL(E)+µL(E

′)；
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7. 集合 E ∈ ΣL 当且仅当存在 Am, Bm ∈ Σ0 使得对每个 m ∈ N 都有
Am ⊆ Am+1 ⊆ E ⊆ Bm+1 ⊆ Bm 且 lim

m→∞
µL(Bm ∖Am) = 0；

8. 集合 E ∈ ΣL 当且仅当存在 A ∈ Σ0 使得 µL(E∆A) = 0，这里
E∆A := (E ∖A) ∪ (A∖ E) 是集合 E 和 A 的对称差；

9. ΣL 是一 σ-代数，称为 Loeb 可测代数；

10. 如果 {Em ∈ ΣL : m ∈ N} 两两互不相交，则

µL

(⋃
m∈N

Em

)
=

∞∑
m=1

µL(Em).

证明：命题 3.9 中性质 1.–7. 的证明和实分析中 [0, 1] 上勒贝格测度性质的
证明相似，所以留给读者。现在证明性质 8. 设 E ∈ ΣL。由性质 7. 存在
内集 A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ E ⊆ · · · ⊆ B2 ⊆ B1 使得 lim

m→∞
µL(Bm ∖ Am) = 0。

由推论 3.5 序列 {(Am, Bm) : m ∈ N} 可延拓成一超有限内序列。所以存在
内集 AK , BK 使得对 m ∈ N

Am ⊆ AK ⊆ BK ⊆ Bm.

令 A := AK。则对任一 m ∈ N 我们有 (A ∖ E) ∪ (E ∖ A) ⊆ Bm ∖ Am。
所以 µL(E∆A) = 0。设 A ∈ Σ0 使得 µL(E∆A) = 0。则 E = (A∖ (A∖
E))∪ (E ∖A)。因为 A,A∖E,E ∖A ∈ ΣL，我们有 E ∈ ΣL。注意我们不
能期望 AK ⊆ E 或 E ⊆ BK。

现在证明性质 9. 和 10. 设 {Em : m ∈ N} ⊆ ΣL，先证
∞⋃

m=1

Em ∈

ΣL。不失一般性，可假设 {Em : m ∈ N} ⊆ ΣL 两两互不相交 (否则

用 E′
m = Em ∖

⋃m−1
i=1 Ei 来替代)。如果级数

∞∑
m=1

µL(Em) = ∞，则存

在 N ∈ N 使得
N∑

m=1

µL(Em) > 1。但是由性质 6. 我们得到荒谬结论

1 ≥ µL

(
N⋃

m=1

Em

)
> 1。所以

∞∑
m=1

µL(Em)收敛。给定标准正实数 ϵ > 0，存

在 N ∈ N使得
∞∑

m=N+1

µL(Em) < ϵ/4。对每一个 m ∈ N取定 Am, Bm ∈ Σ0

使得 Am ⊆ Em ⊆ Bm 满足

µ0(Bm)− ϵ/2m+2 < µL(Em) < µ0(Am) + ϵ/2m+2.
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我们有
∞∑

m=N+1

µL(Bm) ≤
∞∑

m=N+1

(µL(Em) + ϵ/2m+2) < ϵ/2。由推论 3.5 我

们可延拓 {Bm : m ∈ N} 成超有限内序列 {Bm : 1 ≤ m ≤ K} 使得
K∑

m=N+1

µ0(Bm) < ϵ/2。因此我们有 A =
N⋃

m=1

Am ∈ Σ0，B =
K⋃

m=1

Bm ∈ Σ0，

和 A ⊆
∞⋃

m=1

Em ⊆ B。所以

µ0 (B ∖A) ≤
N∑

m=1

µ0 (Bm ∖Am) +
K∑

m=N+1

µ0(Bm) < ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ.

由性质 7. 推出
∞⋃

m=1

Em ∈ ΣL。又因为

µL

(
∞⋃

m=1

Em

)
<

N∑
m=1

µL(Em) + µ0

(
K⋃

m=N+1

Bm

)
<

∞∑
m=1

µL(Em) + ϵ 和

∞∑
m=1

µL(Em)− ϵ <
N∑

m=1

µL(Em) = µL

(
N⋃

m=1

Em

)
≤ µL

(
∞⋃

m=1

Em

)
,

由 ϵ 的任意性可推出

µL

(
∞⋃

m=1

Em

)
=

∞∑
m=1

µL(Em).

命题得证。 2

由以上命题和习题 3.18 可知 (Ω;ΣL, µL) 是可数可加非原子完备概率
空间，称为超有限集 Ω 上的均匀分布 Loeb 概率空间。我们通常直呼其
为 Loeb 空间。
其实在以上 Loeb 空间的构造中 Σ0 不一定要包含 Ω 的所有内子集。

只需要求 Σ0 是 Ω 上的内代数即可。为了使 µL 是非原子，只需要求对每
个 A ∈ Σ0 使得 |A|/|Ω| � 1 都有 B ∈ Σ0 满足 |A|/|B| ≈ 2 即可。
我们还可以由标准有限可加测度空间 (Γ;Σ, µ) 生成 Loeb 测度空间

(∗Γ;ΣL, µL)。先把标准空间非标准化，即 Σ0 :=
∗Σ 和 µ0 :=

∗µ，然后依照
定义 3.8 和命题 3.9 的思路可构造 ∗Γ 上的 Loeb 测度空间。

由 Loeb空间我们还可构造实数上勒贝格测度。因为一个实数上的子集
E 是勒贝格可测当且仅当 E 和每个长度为 1 的闭区间的交是勒贝格可测
的。所以我们只要构造 [0, 1] 上的勒贝格测度即可。
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定理 3.10 设 K 是超整数，Ω = {i/K : i ∈ [K]}。令 (Ω;ΣL, µL) 为在定
义 3.8 和命题 3.9 中构造的 Loeb 概率空间。考虑限制在 Ω 上的标准化映
照 st : Ω → [0, 1]，定义 L ⊆ P([0, 1]) 和 λ : L → [0, 1] 使得 E ∈ L 当且
仅当 st−1(E) ∈ ΣL 并且 λ(E) := µL(st

−1(E))。则 L 是 [0, 1] 上勒贝格
可测代数并且 λ 在勒贝格可测代数上是勒贝格测度。

证明：因为 ΣL 是 σ-代数，所以 L 也是 σ-代数。
如果 a ∈ (0, 1)，E = {a}，对任一 ϵ > 0我们取 i, i′ ∈ [K]使得 i/K �

a � i′/K 且 st((i′ − i)/K) < ϵ。则 {j/K : i ≤ j ≤ i′} ⊇ st−1({a}) 且
µL({j/K : i ≤ j ≤ i′}) = st((i′−i)/K) < ϵ。所以 λ({a}) = µL(st

−1({a}) =
0。显然这等式当 a 是 0 或 1 时仍成立。
如果 (a, b) ⊆ [0, 1]，令 i, i′ ∈ [K] 使得 st(i/K) = a，st(i′/K) = b。则

st−1((a, b)) ⊆ {j/K : i ≤ j ≤ i′} ⊆ st−1([a, b]) = st−1({a, b}) ∪ st−1((a, b))。
所以 λ((a, b)) = µL({j/K : 1 ≤ j ≤ i′}) = b−a。这也推出 λ([a, b]) = b−a。
由 µL 的可数可加性可推出 λ 的可数可加性。如果 λ(E) = 0，E′ ⊆ E，则
st−1(E′) ⊆ st−1(E)。而 µL(st

−1(E)) = 0，所以 λ(E′) = µL(st
−1(E′) = 0。

所以 L 包含了 [0, 1] 上的勒贝格可测代数，λ 在勒贝格可测代数上是勒贝
格测度。
现在证明每个 E ∈ L 是 [0, 1] 上的勒贝格可测集。如果 A ⊆ Ω 是内

集，则 st(A) 是 R 的闭子集。这是因为如果 αn 是 st(A) 中的收敛数列且
收敛于极限 α，an ∈ A 使得 st(an) = αn，则由可数饱和性存在超整数 K

使得 aK ∈ A 并且 st(aK) = α。
因为 st−1(E) 是 Ω 中的 Leob 可测集，对任一 m ∈ N，存在内集

A,B ⊆ Ω 使得 A ⊆ st−1(E) ⊆ B 并且 µL(B ∖A) < 1/m。令 E1 = st(A)，
A′ = st−1(E1)，F2 = st(Ω∖ B)，E2 = [0, 1]∖ F2，和 B′ = Ω∖ st−1(F2)，
则我们有 A ⊆ A′ ⊆ st−1(E) ⊆ B′ ⊆ B，E1 ⊆ E ⊆ E2, µL(A) ≤ µL(A

′) =

λ(E1)，和 µL(B) ≥ µL(B
′) = 1−µL(st

−1(F2)) = 1−λ(F2) = λ(E2)。所以
λ(E2 ∖E1) ≤ µL(B∖A) < 1/m。因为 E1 是闭集，E2 是开集，并且 m 是
N 中任一元素，所以 E 是勒贝格可测集。 2

注意，如果在以上定理中 A = {2i/K : 1 ≤ i ≤ K/2}，则 µL(A) = 1/2

但 λ(st(A)) = 1。所以 Loeb 可测集 A 和 [0, 1] 中任何勒贝格可测集都没
有关系。所以可说 Loeb 测度比勒贝格测度更 “ 丰富”。
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3.3 Haar 测度以及内提升

以下我们用 Loeb 测度构造紧致群上的 Haar 测度。此构造是由 D.
Ross 给出 [36]。
设 (G; ∗ , e, T ) 是一个 Hausdorff 紧致拓扑群，即 (G; ∗ , e) 是一个群，

其中 ∗ 是群乘法，e 是群单位元，T 是 G 上的 Hausdorff 拓扑使得 G 是
紧集 (G 的任意开覆盖都有一个有限子覆盖)，并且函数 x 7→ x−1 和对每
个 g ∈ G，x 7→ gx 都是连续的。设 B 是 G 上的 Borel 代数。称一个测
度 λ : B → [0, 1] 为 Haar 测度如果 λ(G) = 1 并且 λ 是平移不变的，即对
每个 B ∈ B 和每个 g ∈ G，都有

µ(B) = µ(g−1B).

定理 3.11 每个 Hausdorff 紧致拓扑群 (G; ∗ , e, T ) 上都存在 (唯一) 一个
Haar 测度。

证明：我们可假设 G 是无限集。我们假设非标准模型是 |T |+ 饱和的。对
每一个 g ∈ G，记

Monad(g) :=
⋂

{∗O : O ∈ T ∧ g ∈ O} ⊆ ∗G.

显然 Monad(g) = g ∗ Monad(e)。用饱和性可找到 e 的 ∗ 领域 U ∈ ∗T 使
得 U ⊆ Monad(e)。因为 {xU : x ∈ ∗G} 是 ∗G 的 ∗ 开覆盖，所以存在一个
∗G 的 ∗ 有限子覆盖 {x1U, x2U, . . . , xKU}，此处 K ∈ ∗N。我们可取子覆
盖长度 K 为最小。令 Ω = {x1, x2. . . . , xK}。
因为 G 的紧性，每个 x ∈ ∗G 必在唯一一个 Monad(g) 中。这是因

为 x 不可能同时在两个不同的 Monad 中并且如果 x 不在任何 Monad
中，则对每个 g ∈ G 都可找到 g 的领域 Og ∈ T 使得 x 6∈ ∗Og，而这
些 Og 是 G 的覆盖，所以 G 有个有限子覆盖 O1, O2, . . . , Ok，但这推出

x ∈ ∗G ⊆
k⋃

i=1

∗Oi，矛盾。

由命题 3.9 我们可找到 Ω 上的 Loeb 测度空间 (Ω;ΣL, µL)。令 st 是
从 Ω 到 G 的映照使得 st(xi) = g 当且仅当 xi ∈ Monad(g)。

对每个开集 O ∈ T 可证明 st−1(O) ∈ ΣL。因为证明这个事实比较繁
琐，我们在此省略。有兴趣的读者可参看 [36, 18]。
对每一个开集 O ∈ T 令

λ(O) := µL(st
−1(O)).
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则 λ 可延拓成 G 上的 Borel 概率测度，即对所有 G 的 Borel 子集 B 都
有 λ(B) = µL(st

−1(B))。
最后证明 λ是平移不变的。取任意 Borel集 E ⊆ G和 g ∈ G。我们证

明 λ(g−1E) ≥ λ(E)。如果得证，则由群运算的可逆性得出 λ(g−1E) = λ(E)。
取任意内集 A ⊆ st−1(B)，令

C :=
⋃

{c ∈ Ω : a ∈ A ∧ cU ∩ g−1aU 6= ∅}.

则 C 是内集。如果 c ∈ C，则存在 a ∈ A使得存在 x ∈ cU∩g−1aU。这推出
st(c) = st(x) = st(g−1a)。所以 C ⊆ st−1(g−1A)。取 Ω′ := (Ω∖A) ∪ gC。
我们证 {xU : x ∈ Ω′} 是 ∗G 的 ∗ 覆盖。任给 y ∈ ∗G。不失一般性可假
设 y ∈ aU 这里 a ∈ A。然而 g−1y ∈ g−1aU。因为存在 g−1y ∈ ∗G，存在
c ∈ Ω使得 g−1y ∈ cU。所以 cU ∩g−1aU 6= ∅。从而推出 c ∈ C 且 y ∈ gcU。
所以 {xU : x ∈ Ω′} 是 ∗G 的 ∗ 覆盖。由 K 的最小性可知 |Ω′| ≥ |Ω|，而
这又可推出 |C| ≥ |A|。
因为每个 Loeb 可测集的测度都可由内集的测度从内部逼近，由命

题 3.9-7. 我们有 µL(st
−1(g−1E)) ≥ µL(st

−1(E))，即 λ(g−1E) ≥ λ(E)。
所以用 g−1 代替 g 我们有 λ(g−1E) = λ(E)。证毕。 2

有时在把一标准数学问题非标准化时需要把一标准可测函数非标准化。

定义 3.12 设 (Ω;ΣL, µL) 是在定义 3.8 和命题 3.9 中由内测度空间
(Ω;Σ0, µ0) 生成的 Loeb 测度空间，(X; T ) 是 Hausdorff 拓扑空间，标准函
数 f : Ω → X 是 Loeb 可测函数即如果对任意 U ∈ T，集合 f−1(U) ∈ ΣL。
称一 Σ0 可测的内函数 F : Ω → ∗X 是 f 的内提升如果存在 Loeb 测度为
1 的集合 E ⊆ Ω 使得对每一个 x ∈ E，有 st(F (x)) = f(x)，即对任一包
含 f(x) 的开集 U 有 F (x) ∈ ∗U。

定理 3.13 设 X 是第二可数 Hausdorff 拓扑空间。则每一个标准 Loeb 可
测函数 f : Ω → X 都有一个 Σ0 可测内提升 F : Ω → ∗X。

证明：设 {Un : n ∈ N}是 X 上可数拓扑基。任给 n ∈ N，可找到 An,m ∈ Σ0

使得

An,m ⊆ An,m+1 ⊆ f−1(Un) ∧ µL

(
f−1(Un)∖

⋃
m∈N

An,m

)
= 0.
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令 Cn := f−1(Un)∖
⋃
m∈N

An,m。令

Fm := {h : h : Ω → ∗X 是Σ0 可测内函数使得∀n ≤ m (h(An,m) ⊆ ∗Un)}.

则 Fm 是非空内集。显然 Fm ⊇ Fm+1。由可数饱和性存在内函数 F ∈⋂
{Fm : m ∈ N}。我们证明 F 是 f 的一个内提升。
令 E :=

⋃
n∈NCn，则 µL(E) = 0。对每一个 x ∈ Ω ∖ E，我们证

st(F (x)) = f(x)。任取包含 f(x) 的开集 Un，存在 m > n 使得 x ∈ An,m。
因为 F ∈ Fm，所以 F (x) ∈ ∗Un。这证明了 st(F (x)) = f(x)。 2

运用定理 3.13 我们可证以下结果。此结果将在下一章中用到。

定理 3.14 设 g : [0, 1] × R → R 是有界勒贝格可测函数，|g| ≤ M，并
对每个 r ∈ [0, 1]，函数 ĝr( · ) := g(r, · ) 在 R 上连续。设 K 是超整数
且 T := {i/K : i ∈ [K]}。则存在内函数 G : T × ∗R → ∗R，存在 T 上
Loeb 测度为 1 的集合 E ⊆ T 使得对任意 t ∈ E，任意有限 y ∈ ∗R，有
st(G(t, y)) = g(st(t), st(y))。

证明：设 X 是值在 −M 和 M 之间的所有 R 上连续函数集。对任意两个
函数 h1, h2 定义 d(h1, h2) 为所有 |h1(x)− h2(x)| 的上确界。则 (X; d) 是
可分度量空间，所以其度量拓扑是第二可数的。
考虑 ĝ : [0, 1] → X 使得 ĝ(r) := ĝr。，则 ĝ 是勒贝格可测的。对每个

t ∈ T，记 ĝ′(t) = ĝ(st(t))，则 ĝ′ : T → X 是 Loeb 可测的。由定理 3.13
可找到内函数 Ĝ : T → ∗X 和 Loeb 测度为一的集合 E ⊆ T 使得对任何
t ∈ E，任何标准实数 ϵ > 0，都有 ∗d(Ĝ, ∗̂g′) < ϵ。记 G : T × ∗R → ∗R 使
得 G(t, y) = Ĝ(t)(y)，则 G 是内函数。所以对每个有限 t ∈ E，y ∈ ∗R 有
限，我们有 G(t, y) = Ĝ(t)(y) ≈ ∗̂g′(t)(y) ≈ ĝ′(t)(st(y)) = ĝ(st(t))(st(y)) =

g(st(t), st(y))。 2

3.4 第三章习题

习题 3.15 证明 N 作为 ∗N 的子集是外集。

习题 3.16 设 An ⊆ [0, 1] 且 [〈An〉] 是 ∗[0, 1] 的内子集。又设 βn 是 An

在 V 中的的上确界。证明 [〈βn〉] 是 [〈An〉] 在 ∗V 中的上确界。
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习题 3.17 证明对每个 ∗N 的有界内子集 A 都存在唯一 m ∈ ∗N 和一个
内函数 f，即 f 的函数图像是一内集，使得 f 是从 A 到 [m] 的一一对
应。我们称 m 为 A 的内势，记为 |A| = m。

习题 3.18 设 Ω 是一超有限集合，(Ω;ΣL, µL) 是均匀分布 Loeb 概率空
间，且 E ∈ ΣL。如果 µL(E) > 0，证明存在 E′ ∈ ΣL，E′ ⊆ E，使得
µL(E

′) = µL(E)/2。

习题 3.19 设 Γ 是一标准无限集，Σ0 是 Γ 上的代数，µ0 : Σ0 → [0, 1] 是
标准有限可加测度，即 µ0(∅) = 0，µ0(Γ) = 1，µ0(Γ∖A) = 1− µ0(A)，且
如果 A,B ∈ Σ0，A∩B = ∅，则 µ0(A∪B) = µ0(A) + µ0(B)。证明存在一
∗Γ 上的 σ-代数 ΣL ⊇ ∗Σ0，存在标准可数可加测度 µL : ΣL → [0, 1], 使
得如果 F ∈ ∗Σ0 则 µL(F ) = st(∗µ0(F )) 并且如果 E ∈ ΣL，则 (1) 对任给
标准正实数 ϵ，总存在 F, F ′ ∈ ∗Σ0 使得 F ⊆ E ⊆ F ′ 且 µL(F

′ ∖ F ) < ϵ；
(2) 总存在 F ∈ ∗Σ0 使得 µL(F∆E) ≈ 0。

习题 3.20 设 f : [0, 1] → R 是勒贝格可测函数，K 是一超整数且 T :=

{i/K : i ∈ [K]}。则存在一内函数 F : T → ∗R 和 T 上 Loeb 测度为 1 的
集合 E ⊆ T 使得对任意 t ∈ E，有 st(F (t)) = f(st(t)).

4 非标准分析和随机过程

随机过程是个大领域，我们在此不可能作一个详尽的介绍。我们的目标
是介绍 Keisler 的随机方程强解存在性定理的一个简单形式，所以只限介绍
与之有关的知识。为了简单而又足够阐明主要思想，我们只考虑一维情况。

4.1 随机积分方程的弱解和强解

设 (Γ;F , λ) 是一概率空间，称 [0, 1] 为时间区间。一般教课书都取时
间区间为 [0,∞)，我们只考虑 [0, 1] 区间只是为了便利。一个从 Γ × [0, 1]

到 R 的函数可称为一个随机过程。
可测函数 x : Γ → R 常称随机变量，而 E(x) 则是 x 的均值或期望值，

即
E(x) :=

∫
Γ

x(γ)dλ(γ).

在表示一个随机变量 x(γ) 的期望值时，概率空间中的变量 γ ∈ Γ 常被省
略。
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定义 4.1 称随机过程 b : Γ× [0, 1] → R 为 (标准) 布朗运动如果

1. 对 λ-几乎处处 γ ∈ Γ，b(γ, 0) = 0，

2. 对任何 [0, 1] 中 r0 = 0 < r1 < r2 < · · · < rk，集合

{b( · , ri)− b( · , ri−1) : i ∈ [k]}

中的随机变量是相互独立的，

3. 对任何 [0, 1] 中 r < r′，随机变量 b( · , r′) − b( · , r) 的概率分布是均
值为 0 方差为 r′ − r 的正态分布，

4. 对 λ-几乎处处 γ ∈ Γ，路径 b(γ, · ) : [0, 1] → R 是连续的。

用极限方法可构造布朗运动的一个表示，称之为 Wiener 过程。记

Φσ(x) :=
1√
2πσ2

e−
x2

2σ2 .

定义 4.2 设 C([0, 1]) 为所有从 [0, 1] 到 R 的连续函数 f 满足 f(0) = 0。
给定任意 r0 = 0 < r1 < . . . < rk ≤ 1，任意勒贝格可测集 A1, A2, . . . , Ak。
令

C(r1, r2, . . . , rk, A1, A2, . . . , Ak) := {f ∈ C([0, 1]) : ∀i ∈ [k] (f(ri) ∈ Ai)}.

令 W 为所有集合 C(r1, r2, . . . , rk, A1, A2, . . . , Ak) 生成的 σ-代数。Wiener
测度是一可数可加的测度 ν : W → [0, 1] 使得

ν(C(r1, r2, . . . , rk, A1, A2, . . . , Ak)) =

k∏
i=1

∫
Ai

Φri−ri−1
(x)dx.

不难验证如果 (Γ;F , λ) := (C([0, 1]);W, ν) 并且 b : Γ × [0, 1] → R 使
得 b(f, r) := f(r) 则 b 是一布朗运动。
设 b 是布朗运动，g : [0, 1]× R → R。考虑以下随机积分方程

x(γ, r) =

∫ r

0

g(s, x(γ, s))db(γ, s). (5)

定理 4.3 (Skorokhod [37]) 如果 g(r, x) 有界，勒贝格可测，且关于 x 连
续，则存在概率空间 Γ，Γ 上的布朗运动 b，和随机过程 x : Γ× [0, 1] → R
使得 x 是方程 (5) 的解。
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以上定理中，概率空间 Γ 和布朗运动 b 依赖于函数 g。因此所得解称
为弱解。

定理 4.4 (Barlow [2]) 存在有界，勒贝格可测，且关于 x 连续的函数
g(r, x)，使得如果布朗运动 b 是 Wiener 过程，则方程的解 x 和 b 不
可能在同一个空间上。

用非标准分析方法我们将证明以下强解存在性定理。此定理是 [27, The-
orem 5.2] 的简化。对更广泛的随机方程的强解存在性定理有很多更强更广
泛的形式，有兴趣的读者可阅读 [27, 28]。

定理 4.5 (Keisler) 设 Ω 是一超有限均匀分布 Loeb 概率空间，b 是 Ω×
[0, 1] 上的布朗运动， g(r, x) : [0, 1]×R → R 是有界勒贝格可测函数并关于
x 连续。则存在一随机过程 x : Ω× [0, 1] → R 满足方程 (5)。

因为在以上定理中空间 Ω 不依赖函数 g，所以方程的解称为强解。
为了证明定理 4.5 我们先构造 Loeb 空间上的布朗运动，然后解释关于

对布朗运动的随机积分。我们首先在非标准模型中构造 Anderson 随机游
走，然后用把 Anderson 标准化得到布朗运动。

4.2 Anderson 随机游走

定义 4.6 取定一超整数 K = 2K
′
。称超有限集

T := {i/K : i = 0, 1, . . . ,K − 1}

为 (超有限离散) 时间轴。我们有时把集合 {ti, ti+1. . . . , tj} 记为 [ti, tj ] 或
[ti, tj+1)。记

Ω :=
{
ω ∈ ∗V : ω ∈ {−

√
∆t,

√
∆t}T

}
为样本空间。因为 T 是超有限的，所以 Ω 也是超有限的且 |Ω| = 2K。样
本空间 Ω 中的元素称为路径。传统上 Ω 的元素常用 ω 来表示，所以在此
章 ω 不再是用在第一章超幂构造中的自然数集，而是一条路径。

定义 4.7 设 (Ω;Σ0, µ0) 是定义 3.8 和命题 3.9 中定义的 Ω 上的内测度空
间。则对每个 ω ∈ Ω 有 µ0({ω}) = 1/2K。对每个 ω, ω′ ∈ Ω 和 t ∈ T，定
义 ω ∼t ω

′ 如果 ω ↾ [0, t) = ω′ ↾ [0, t)。记 [ω]t := {ω′ ∈ Ω : ω′ ∼t ω}。对每
个 t ∈ T，设 Ft 是 Ω 上的内代数使得 Ω 的内子集 A ∈ Ft 当且仅当 A
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是一些 [ω]t 形式的集合的并。显然 (Ω;Ft, µ0) 是一内概率空间，且对任何
T 中 s < t，有 Fs ⊆ Ft。称内代数序列

{Ft : t ∈ T}

为一内过滤系统 (internal filtration)。

定义 4.8 对每个 t ∈ T 记 Xt : Ω →
{
−
√
∆t,

√
∆t
}
为 Ω 上的内二值随机

变量使得 Xt(ω) = ω(t)。因为在每个 [ω]t 中满足 ω′(t) > 0 的路径 ω′ 和
满足 ω′(tk) < 0 的路径 ω′ 个数一样多，所以 Xt 是正还是负的概率各为
0.5。

命题 4.9 在以上定义中每个 Xt 的内均值为 0，内方差为 ∆t，如果 I ⊆ T

是内集，则 {Xt : t ∈ I} 中的随机变量是 ∗ 相互独立的。

定义 4.10 设一内随机过程 B : Ω×T → ∗R 是 Anderson 随机游走如果

B(ω, t) := 0 +
∑
s<t

ω(s).

显然 B( · , t) = 0 +
∑
s<t

Xs.

如果 t = tk ∈ T，则 Anderson 随机游走 B(ω, t) 是沿着路径 ω 走了
k− 1 部的结果。每一步的步长是

√
∆t，而朝上还是朝下是由 ω(s) 是正还

是负来决定。

定义 4.11 一个内函数 G : T → ∗R 称为 S-连续的如果对任意 s, t ∈ T，有
s ≈ t 推出 G(s) ≈ G(t)。

定理 4.12 (Anderson [1]) 设 B 是 Anderson 随机游走。对每一个 r ∈
[0, 1]，记 r− = max{t ∈ T : t < r} 且设

b(ω, r) :=


∞ 如果B(ω, r−) 是正无穷大
st (B(ω, r−)) 如果B(ω, r−) 有限的
−∞ 如果B(ω, r−) 是负无穷大

.

则 b 是 Ω× [0, 1] 上的布朗运动。
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证明：我们一一验证定义 4.1 中的条件。条件 1. 是显然的。
验证条件 2. 给定标准实数 r0 = 0 < r1 < r2 < · · · < rk ≤ 1。

则 {B( · , r−i ) − B( · , r−i−1) : i ∈ [k]} 中随机变量是 ∗ 相互独立的。设
E1, E2, . . . , Ek 是 R 的有限开区间，令

Ci := {ω ∈ Ω : b(ω, ri)− b(ω, ri−1) ∈ Ei}.

我们只需证明 µL

(
k⋂

i=1

Ci

)
=

k∏
i=1

µL(Ci)。

设 [a, b] 包含了所有 Ei。对每个 i ∈ [k]，定义 ∗[a, b] 上的内测度
Pi 使得对任一内集 A ⊆ ∗[a, b] 都有 Pi(A) := µ0({ω ∈ Ω : B(ω, r−i ) −
B(ω, r−i−1) ∈ A})。由习题 3.19，我们可找到内集 Fi ⊆ ∗[a, b] 使得
Pi,L(Fi∆st

−1(Ei)) = 0，这里 Pi,L 是由 Pi 生成的 Loeb 测度。现在可推出

µL

(
k⋂

i=1

Ci

)
≈ µ0

({
ω ∈ Ω :

k∧
i=1

(
B(ω, r−i )−B(ω, r−i−1) ∈ Fi

)})

=

k∏
i=1

µ0

(
{ω ∈ Ω : B(ω, r−i )−B(ω, r−i−1) ∈ Fi}

)
≈

k∏
i=1

Ci.

验证条件 3. 设 t1 < t2 < · · · 在 T 中，Xti 在定义 4.8 中定义。随机变
量 Xti/

√
∆t 的均值为 0，方差为 1。由中心极限定理我们有

lim
k→∞

µL

({
ω ∈ Ω :

1√
k∆t

k∑
i=1

Xti < α

})
=

1√
2π

∫ α

−∞
Φ1(x)dx.

如果 k 是一超整数，则有

µ0

({
ω ∈ Ω :

1√
k∆t

k∑
i=1

Xti < α

})
≈ 1√

2π

∫ α

−∞
Φ1(x)dx.

令 r′− = r− + k∆t，则 k 是超有限的。因为

B( · , r′−)−B( · , r−) =
k−1∑
i=0

Xr+i∆t =
√
r′− − r−

1√
k∆t

k−1∑
i=0

Xr+i∆t 而且

µ0

({
ω ∈ Ω : B(ω, r′−)−B(Ω, r−) < α− ϵ

})
⪅ µL ({ω ∈ Ω : b(ω, r′)− b(ω, r) < α})

⪅ µ0

({
ω ∈ Ω : B(ω, r′−)−B(Ω, r−) < α+ ϵ

})
,
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所以由 ϵ 的任意性，

µL ({ω ∈ Ω : b(ω, r′)− b(ω, r) < α})

=
1√
2π

∫ α/
√
r′−r

−∞
e−x2/2dx =

1√
2π(r′ − r)

∫ α

−∞
e−u2/2(r′−r)du.

这证明了 b( · , r′)− b( · , r) 有正态分布且均值为 0，方差为 r′ − r。
验证条件 4. 取定 m,n ∈ N，i = 0, 1, . . . , 2m − 1，令 Ωm,n,i :={
ω ∈ Ω : ∃t ∈ T ∩

[
i

2m
,
i+ 1

2m

] (∣∣∣∣B(ω, t)−B

(
ω,

i

2m

)∣∣∣∣4 > 1

n

)}
,

Ω′
m,n,i :=

{
ω ∈ Ω :

∣∣∣∣B(ω, i+ 1

2m

)
−B

(
ω,

i

2m

)∣∣∣∣4 > 1

n

}
.

注意，因为 K = 2K
′
，所有 i/2m 都在 T 中。集合 Ωm,n,i,Ω

′
m,n,i 是内集，

所以 Loeb 可测。如果 t < (i+1)/2m 且 B(ω, t)−B(ω, i/2m) > 1/ 4
√
n，则

由对称性，至少有一半 ω′ ∈ [ω]t 使得 B(ω′, (i+ 1)/2m) ≥ B(ω, t)。所以对
这些 ω′ 仍有 ∣∣∣∣B(ω′,

i+ 1

2m

)
−B

(
ω′,

i

2m

)∣∣∣∣ > 1/ 4
√
n.

同样如果 B(ω, t)−B(ω, i/2m) < −1/ 4
√
n，则由对称性，至少有一半 ω′ ∈ [ω]t

使得 B(ω′, (i+ 1)/2m) ≤ B(ω, t)。因此我们有 µ0(Ωm,n,i) ≤ 2µ0(Ω
′
m,n,i)。

如果 t ∈ T，则

E(B(t)4) =
∑
s<t

E(B(s+∆t)4 −B(s)4)

=
∑
s<t

E(B(s) +Xs)
4 −B(s)4)

=
∑
s<t

E(4B(s)3Xs + 6B(s)2X2
s + 4B(s)X3

s )

=
∑
s<t

(E(4B(s)3Xs) + E(6B(s)2∆t) + E(4B(s)X3
s ))

=
∑
s<t

E(6B(s)2∆t) = 6∆t
∑
s<t

s ≤ 6∆t
t

∆t
t = 6t2.

以上我们用到了一的事实，即 B(s) 和 Xs 是相互独立的，所以
E(4B(s)3Xs) = 0 和 E(4B(s)X3

s ) = 0。同样我们也有 E((B(t)−B(s))4) ≤
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6(t− s)2。因此

µL

(
2m−1⋃
i=0

Ωm,n,i

)
≤

2m−1∑
i=0

µL(Ωm,n,i) ≤ 2
2m−1∑
i=0

µL(Ω
′
m,n,i)

≤ 2
2m−1∑
i=0

1

n
E

((
B

(
i+ 1

2m

)
−B

(
i

2m

))4
)

≤ 12 · 2m

n · 22m
=

12

n · 2m
.

对每一个 n ∈ N，我们有 µL

(⋂
m∈N

2m−1⋃
i=0

Ωm,n,i

)
= 0。所以

µL

(⋃
n∈N

⋂
m∈N

2m−1⋃
i=0

Ωm,n,i

)
= 0。

现在证明对每一个 ω ∈ Ω∖
⋃

n∈N
⋂

m∈N
⋃2m−1

i=0 Ωm,n,i，函数 b(ω, · ) 在
[0, 1] 上连续。
任给标准实数 ϵ > 0，取 n ∈ N 使得 3/ 4

√
n < ϵ。则

ω 6∈
⋂

m∈N
⋃2m−1

i=0 Ωm,n,i。所以存在 m ∈ N 使得 ω 6∈
⋃2m−1

i=0 Ωm,n,i，而

这意味着对所有 i = 0, 1, . . . , 2m − 1，对所有 t ∈ T ∩
[
i

2m
,
i+ 1

2m

]
都

有
∣∣∣∣B (ω, t)−B

(
ω,

i

2m

)∣∣∣∣ ≤ 1
4
√
n
。任给 [0, 1] 中标准实数 r < r′ 使得

|r′ − r| < 1/2m，设 r− ∈ T ∩
[
i

2m
,
i+ 1

2m

)
和 r′− ∈ T ∩

[
i′

2m
,
i′ + 1

2m

)
，则

i = i′ 或 i′ = i+ 1。所以∣∣B (ω, r′−)−B
(
ω, r−

)∣∣
≤
∣∣∣∣B (ω, r′−)−B

(
ω,

i′

2m

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣B(ω, i′2m
)
−B

(
ω,

i

2m

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣B(ω, i

2m

)
−B

(
ω, r−

)∣∣∣∣ ≤ 3
4
√
n
< ϵ.

因此 |b(ω, r′)− b(ω, r)| ≤ ϵ。所以 b(ω, r) 在 [0, 1] 上连续。证毕。 2

4.3 Keisler 强解存在性定理

为了证明定理 4.5 我们首先需解释关于布朗运动的随机积分定义。设
x, y : Ω× [0, 1] → R 是两个标准随机过程，在标准意义下

∫
Ω

x(ω, r)dy(ω, r)

一般不能被看作为对每条固定路径 ω 的关于变量 r 的 Stieltjes 积分。这
是因为在 Stieltjes 积分的定义中通常要求函数 y(ω, r) 关于 r 是有界变差
的，而对于几乎所有路径 ω，布朗运动 b(ω, r) 关于 r 不是有界变差的。
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定义 4.13 设 {Ft : t ∈ T} 是在定义 4.7 中的内过滤系统。称 (Ω; {Ft}, µ0)

为内适应空间 (internal adapted space)。一个内随机过程 X : Ω× T → ∗R
是适应的如果对每个 t ∈ T，函数 X( · , t) : Ω → ∗R 是 Ft 可测的，即如
果 ω′, ω′′ ∈ [ω]t，则有 X(ω′, t) = X(ω′′, t)。

定义 4.14 记 N 为 Ω 的所有 µL 零测集的类。对每个标准实数 r ∈ [0, 1]，
令

Gr := L
(⋃

{Ft : t ≈ r} ∪ N
)

这里 L(B ∪ N ) 是由有限可加代数 B 生成的包含了 N 的 σ-代数使得
(Ω;L(B ∪ N ), µL) 是一可数可加完备概率空间。称 {Gr : r ∈ [0, 1]} 为 (标
准) 过滤系统，并称 (Ω; {Gr : r ∈ [0, 1]}, µL) 为 (标准) 适应空间。称
x : Ω× [0, 1] → R 是一个 Ω 上的适应随机过程如果 x 是 Ω× [0, 1] 上的
µL × λ 可测函数且对每个 r ∈ [0, 1]，函数 x( · , r) : Ω → R 是 Gr 可测的。
这里 λ 是 [0, 1] 上的勒贝格测度。

定义 4.15 一个 Ω 上随机过程 x 称为阶跃过程如果存在 r0 = 0 < r1 <

· · · < rk = 1 使得对所有 s ∈ [ri, ri+1) 满足 x(ω, s) = x(ω, ri) 且 x( · , ri) :
Ω → R 是有界且是 Gri 可测。显然 x 是适应随机过程。

设 b 是在定理 4.12 中由 Anderson 随机游走生成的布朗运动。对于以
上定义的阶跃过程 x，记∫ 1

0

x(ω, s)db(ω, s) :=
k∑

i=0

x(ω, ri)(b(ω, ri+1)− b(ω, ri)).

如果 r ∈ [0, 1] 则∫ r

0

x(ω, s)db(ω, s) :=

∫ 1

0

1Ω×[0,r)(ω, s)x(ω, s)db(ω, s),

这里 1Ω×[0,r)(ω, s) 是 Ω× [0, r) 的特征函数。

如果 x是一个阶跃过程，则
∫ r

0

x(ω, s)db(ω, s)又是一个随机过程且当

r = 1 时它的平方期望值

E

((∫ 1

0

x(s)db(s)

)2
)

= E

( k∑
i=0

x(ri)(b(ri+1)− b(ri))

)2


= E

(
k−1∑
i=0

x2(ri)(b(ri+1)− b(ri))
2
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+2
∑
i<j

x(ri)x(rj)(b(ri+1)− b(ri))(b(rj+1)− b(rj))

)

=
k−1∑
i=0

E
(
x2(ri)

)
E
(
(b(ri+1)− b(ri))

2
)

+2
∑
i<j

E(x(ri)x(rj)(b(ri+1)− b(ri)))E(b(rj+1)− b(rj))

=
k−1∑
i=0

E
(
x2(ri)

)
(ri+1 − ri) = E

(
k−1∑
i=0

x2(ri)(ri+1 − ri)

)

= E
(∫ 1

0

x2(s)ds

)
=

∫
Ω×[0,1]

x2(ω, s)d(µL × λ).

按照相同思路可推出

E

((∫ r

0

x(s)db(s)

)2
)

=

∫
Ω×[0,r)

x2(ω, s)d(µL × λ).

因此关于布朗运动对阶跃过程的随机积分可看作是 Ω× [0, 1] 上平方可
积函数空间 L2(µL × λ) 的元素。
在以上推导过程中我们用到了 x( · , r) 和 b( · , r′) − b( · , r) 之间的独立

性，因而要求 x 必须是一适应随机过程。

定义 4.16 称一个适应随机过程 x : Ω× [0, 1] → R 是 Itô 可积的如果存在
阶跃随机过程序列 xn 使得

lim
n→∞

∫
Ω×[0,1]

(x(ω, s)− xn(ω, s))
2d(µL × λ) = 0.

而随机积分
y(ω, r) :=

∫ r

0

x(ω, s)db(ω, s),

称为 Itô 积分，则是序列
∫ r

0

xn(ω, s)db(ω, s) 的 L2–极限。显然 y 也是

适应随机过程。

随机积分的标准定义比较繁琐。而在非标出分析中定义就相对简单。

定义 4.17 设 B 是 Anderson 随机游走，X : Ω× T → ∗R 是 (关于 {Ft :

t ∈ T}的)内适应随机过程，t ∈ T。记 ∆B(ω, s) := B(ω, s+∆t)−B(ω, s)。
则 ∫ t

0

X(ω, s)dB(ω, s) :=
∑
s<t

X(ω, s)∆B(ω, s).
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在以上定义中的和是 ∗V 中有限和，所以对每一条路径 ω 此和都有意
义，只不过对有些路径，和会是无穷大或无穷小使得所得结果不能拉回到标
准世界中去。因此我们需要对所考虑的随机过程做一些限制。

定义 4.18 设 ν0 是 T 上的均匀分布内概率空间，即 ν0({t}) = 1/K，νL
是 T 上由 ν0 生成的 Loeb 测度。对一内函数 X : Ω × T → ∗R 和内集
D ⊆ Ω× T，记∫

D

X(ω, t)d(µ0 × ν0) :

=
∑

(ω,t)∈D

X(ω, t)µ0 × ν0({(ω, t)}) =
∑

(ω,t)∈D

X(ω, t)
1

2KK
.

称 X 是 S-可积的如果对 µL × νL-几乎所有 (ω, t) ∈ Ω× T，X(ω, t) 都是
有限的，且对任一内集 D ⊆ Ω× T 使得 µL × νL(D) = 1 都有

st

(∫
D

|X(ω, t)|d(µ0 × ν0)

)
= st

(∫
Ω×T

|X(ω, t)|d(µ0 × ν0)

)
∈ R.

如果 X2 是 S-可积的，则称 X 是 S-平方可积的。

接下来证明定理 4.5。在此我们重新叙述此定理使其更完整详细。

定理 4.19 (Keisler) 设 Ω是定义 4.6中超有限均匀分布 Loeb概率空间，b
是 Ω×[0, 1]上由 Anderson随机游走生成的布朗运动，g(r, x) : [0, 1]×R →
R 是有界勒贝格可测函数并关于 x 连续。则存在一适应平方可积随机过程
x : Ω× [0, 1] → R 使得对几乎所有路径 ω ∈ Ω，x(ω, · ) : [0, 1] → R 连续并
且 x(ω, t) 满足方程 (5)。

证明：设 |g| ≤M。由定理 3.14 我们可找到 g 的内提升 G : T × ∗R → ∗R
和 E ⊆ T 使得 νL(E) = 1且对任一 t ∈ E，有限 y ∈ ∗R都有 st(G(t, y)) =

g(st(t), st(y))。我们可假设 |G| ≤M。
对 i = 0, 1, . . . ,K 归纳定义 Ω× T 上的内随机变量 X(ti) := X( · , ti)

使得 X(0) = 0 且

X(ti+1) :=
i∑

j=0

G(tj , X(tj))∆B(tj).
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显然 X : Ω× T → ∗R 是适应随机过程。因为

E(X2(t)) = E

(∑
s<t

G(s,X(s))∆B(s)

)2


= E

(∑
s<t

G2(s,X(s))∆s

+2
∑

s<s′<t

G(s,X(s))∆B(s)G(s′, X(s′))∆B(s′)

)

= E

(∑
s<t

G2(s,X(s))∆s

)
≤M2, 且

lim
n→∞

µL

({
ω ∈ Ω : |X(t)|2 > n

})
≤ lim

n→∞

1

n
E(X2(t)) ≤ lim

n→∞

M2

n
= 0,

可知对几乎处处 ω ∈ Ω，X(ω, t) 是有限的，且是 S-平方可积的。
因为 |G| ≤ M，用定理 4.12 证明中第四部分的思想加上概率论中的

Bernstain不等式 (参看 [27, Theorem 3.2和 Theorem 5.2])或 Doob不等式
(参看 [1, Theorem 35])，对几乎处处 ω ∈ Ω，路径函数 X(ω, · ) : T → ∗R
是 S-连续的。
可假设对每一 ω ∈ E，X(ω, · ) 是 S-连续且取有限值的函数。对每一

(ω, r) ∈ E × [0, 1]，令

x(ω, r) := st
(
X(ω, r−)

)
.

则 x 是适应平方可积随机过程，且对每一 ω ∈ E，x(ω, · ) : [0, 1] → R 是连
续的。最后需证 x 满足随机积分方程 (5)。

因为 g 有界，所以 g(s, x(ω, s)) 是平方可积的。因为 Itô 积分是适应
阶跃过程的 L2 极限，所以存在适应阶跃过程 yn : Ω× [0, 1] → R 使得

lim
n→∞

∫
Ω×[0,1]

(g(s, x(ω, s))− yn(ω, s))
2d(µL × λ) = 0.

因为 yn 是适应阶跃过程，所以存在内随机过程 Yn : Ω × T → ∗R 使得对
几乎所有 (ω, t) ∈ Ω× T，有 st(Yn(ω, t)) = yn(ω, st(t))。这可推出

E

(X(r−)−
∑
t<r−

Yn(t)∆B(t)

)2

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= E

(∑
t<r−

G(t,X(t))∆B(t)−
∑
t<r−

Yn(t)∆B(t)

)2


≤
∫
Ω×T

(G(t,X(t))− Yn(t))
2
d(µ0 × ν0)

≈
∫
Ω×[0,1]

(g(s, x(ω, s))− yn(ω, s))
2d(µL × λ) → 0.

所以 (
E

((
x(r)−

∫ r

0

g(s, x(s))db(s)

)2
))1/2

⪅

E

(X(r−)−
∑
t<r−

Yn(t)∆B(t)

)2
1/2

+

E

(∑
t<r−

Yn(t)∆B(t)−
∫ r

0

yn(s)db(s)

)2
1/2

+

(
E

((∫ r

0

yn(s)db(s)−
∫ r

0

g(s, x(s))db(s)

)2
))1/2

.

令 n→ ∞，我们有

E

((
x(r)−

∫ r

0

g(s, x(s))db(s)

)2
)

= 0,

即 x(ω, r) =

∫ r

0

g(s, x(ω, s))db(ω, s)。 2

4.4 第四章习题

习题 4.20 证明命题 4.9。

习题 4.21 证明对任意概率空间 (Γ;µ) 上的的随机变量 X : Γ → R，对任
意正数 a，有

µ ({γ ∈ Γ : |X(γ)| ≥ a}) ≤ aE(|X|).

习题 4.22 证明 Anderson 随机游走是一内适应随机过程。

习题 4.23 设 b是 Anderson随机游走生成的布朗运动，证明 b是 (Ω; {Gr :

r ∈ [0, 1]}, µL) 上的适应过程，即 b( · , s) : Ω → R 是 Gr 可测的。
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习题 4.24 设 T := {i/K : i = 0, 1, . . . ,K−1}。证明, (1)如果 f : [0, 1] → R
是一标准连续函数，则存在 S-连续内函数 F : T → ∗R 使得对任意 t ∈ T，
有 st(F (t)) = f(st(t))；(2) 如果 F : T → ∗R 是一 S-连续内函数且每个
值 F (t) 都是有限的，则 f(r) := st(F (r−)) 定义了一个 [0, 1] 上的标准连
续函数。

习题 4.25 设 M 是标准正实数，G : Ω × T → ∗R 是内函数满足对任意
(ω, t) ∈ Ω× T 都有 |G(ω, t)| ≤ M。对 i = 0, 1, . . . ,K 令 Ω× T 上的内
随机变量 X(ti) := X( · , ti) 满足 X(0) = 0 且

X(ti+1) :=
i∑

j=0

G(tj , X(tj))∆B(tj).

证明对几乎处处 ω ∈ Ω，路径函数 X(ω, · ) : T → ∗R 是 S-连续的。

5 非标准分析和组合数论

在过去二十多年中非标准分析在组合数论中的很多应用被发现。组合
数论对于初学者来说，门槛比较低，问题比较容易解释清楚。所以非标准分
析在此领域中的应用一旦有成，就比较能使不了解非标准分析的学者对非
标准分析的实用性产生信心。由于篇幅关系我们只能介绍其中一小部分。感
兴趣的读者可看其他的文章，例如 [11, 12, 23, 24, 25, 26, 31] 等。
作为热身我们先来证明众所周知的 Ramsey 定理的一个最简单形式。

5.1 Ramsey 定理的非标准证明

设 X 是一集合，记 [X]2 := {{a, b} : a, b ∈ X ∧ a 6= b}。

定理 5.1 任给函数 f : [N]2 → {0, 1}，存在 i = 0 或 i = 1 和一无限集合
X ⊆ N 使得 f ↾ [X]2 ≡ i。

证明：取定一超整数 N。对 i = 0, 1 定义

Ci := {C ⊆ N : ∗f ↾ [C ∪ {N}]2 ≡ i}.

注意，Ci 可能不是内集。如果 C0 包含了一个无限集 C，则 f ↾ [C]2 ≡ 0，
即定理得证。所以我们可假设 C0 仅包含有限集。同样可假设 C1 仅包含有
限集。
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取 C0 ∈ C0 极大，即任何 C0 中包含了 C0 的集合只能是 C0 自身。取
C1 ∈ C1 极大。如果 Ci = ∅，则取 Ci = ∅。设 b ∈ N 是 C0 ∪ C1 的上界。
显然以下语句

(∃n ∈ ∗N) (n > b ∧ ∗f ↾ [C0 ∪ {n}]2 ≡ 0 ∧ ∗f ↾ [C1 ∪ {n}]2 ≡ 1)

在 ∗V 中为真。这是因为 N 就是 n 的实例。由转换原理存在 n ∈ N 满
足 n > b 使得对 i = 0, 1 有 f ↾ [Ci ∪ {n}]2 ≡ i。注意 ∗f 是从 [ ∗N]2 到
{0, 1} 的函数，所以存在 i ∈ {0, 1} 使得 ∗f({n,N}) = i。如果 i = 0，则
C0 ∪ {n} ∈ C0。如果 i = 1，则 C1 ∪ {n} ∈ C1。这和 C0 或 C1 的极大性
矛盾。所以定理成立。 2

5.2 和集现象

和集现象是组合数学中牵涉到密度的问题。密度通常用极限来定义。用
非标准分析方法处理数列极限问题比较有优势。我们介绍密度中的一个，称
为上 Banach 密度。

定义 5.2 设 A ⊆ N 为一无限集。 A 的上 Banach 密度 (upper Banach
density) 是

BD(A) := lim
n→∞

sup
k∈N

|A ∩ [k, k + n]|
n+ 1

.

上 Banach 密度是在自然数集上建立 Banach 空间的重要概念，读者
可参看 [15]。
如果在上 Banach 密度的定义中集合 N 由整数集合 Z 替代，则可以

定义 Z 中子集的上 Banach 密度。
在标准实分析中一个勒贝格测度为零的实数子集是一个小集合。大家

知道实数集 R 一定不是可数个零测集的并。除了勒贝格测度之外还有一个
衡量实数子集大小的概念，即第一纲/第二纲集。令 X 为一个实数子集，如
果在每一个非空开区间 (a, b) 中总有一个非空子开区间 (c, d) ⊆ (a, b) 使得
(c, d) ∩X = ∅，集合 X 就被称为无处稠密集。如果一个实数子集 X 可以
被表示为最多可数个无处稠密集的并，X 就被称为第一纲集。Baire 定理指
出实数集 R 一定不是可数个第一纲集的并，所以第一纲集是在序拓扑意义
下的一种小集合。但是在测度意义下的小集合概念和在序拓扑意义下的小
集合概念是不可比较的。这是因为由构造 Cantor 集的方法，可以构造一个
第一纲集 A ⊆ R，使得 R ∖ A 的勒贝格测度为零。所以在测度意义下 A
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是一个大集合而在序拓扑意义下 A 是一个小集合，同时 R∖A 在测度意义
下是小集合而在序拓扑意义下是个大集合。
当考虑和集的时候，情况就不同了。如果 A 和 B 是一个加法群中的

两个子集，定义
A±B := {a± b : a ∈ A, b ∈ B}.

以下是一个众所周知的定理。

定理 5.3 设 λ 为 R 上的勒贝格测度，A,B ⊆ R 使得 λ(A) > 0 和
λ(B) > 0。则 A+B 一定包含了一个非空开区间。

粗略地讲，以上定理表明了如果 A 和 B 都不是测度意义下的小集合，
则 A+B 就不是序拓扑意义下的小集合。此定理可用勒贝格稠点定理来证
明。令 a 是一个实数子集 A 中的元素，如果对任意 ϵ > 0 总存在 δ > 0 使
得对任意 0 < δ′ < δ，λ(A∩(a−δ′, a+δ′))/(2δ′) > 1−ϵ，则 a被称为 A的
稠点 (density point)。勒贝格稠点定理指的是如果 A 是一个勒贝格正测集，
那么几乎所有 A中的点都是 A的稠点。如果 A和 B 都是正测集，令 a和
b分别是 A和 B 的稠点，再令 δ > 0使得 λ(A∩ (a−δ, a+δ))/(2δ) > 2/3

和 λ(B ∩ (b− δ, b+ δ))/(2δ) > 2/3。用鸽巢原理 (pigeonhole principle) 就
可证明 A+B 包含了以 a+ b 为中心的非空开区间。

在 [22] 中作者第一次提出了以下和集现象 (sumset phenomenon)：假
设在一个有序加群 G 上可定义一种类似测度的度量，如果两个 G 的子集
A 和 B 都不是在这类测度意义下的小集合，则 A + B 就不是序拓扑意义
下的小集合。定理 5.3 是和集现象的一个证据。是否还有其他证据？

在自然数集上密度概念和测度概念很相像，但因为自然数的序拓扑是离
散拓扑，所以没有多大意义。在 [15] 中提到了关于 N 的无限子集的一个概
念被称为 syndeticity，似乎和稠密集的概念很接近。让我们暂把 syndeticity
翻译成链接。

定义 5.4 设 A ⊆ N 是一无限集。

1. 如果存在一个自然数 k 使得对任意 m ∈ N，A ∩ [m,m + k] 6= ∅，则
称 A 为链接的 (syndetic)，即 A 在 N 中的缝隙长度 (gap size) 是
有界的。

2. 如果 A 包含了任意长的有限自然数区间，A 被称为厚实的 (thick)。
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3. 如果 A 是一个链接集和一个厚实集的交，则 A 被称为局部链接的
(piecewise syndetic)，即存在一自然数区间 [an, bn]使得 bn−an → ∞
并且 A 在

⋃
n∈N[an, bn] 中的缝隙长度是有界的。

例如，所有 10 的整数倍是一链接集，所有整数区间 [2n, 2n + n] 的并
是一厚实集，而所有在集合

⋃
n∈N[2

n, 2n + n] 中的 10 的整数倍形成了一个
局部链接集。
对 Z 的子集，用同样方法可定义链接集，厚实集，和局部链接集。
从直观上讲，链接集可对应于实数上的稠密集，厚实集对应于实数上的

开区间，而局部链接集则对应于实数上的非无处稠密集。在 [15] 中提到了
以下定理。

定理 5.5 设 A ⊆ N。如果 BD(A) > 0，则 (A−A) ∩ N 是一链接集。

注意，利用类似于构造 Cantor 集的方法，我们可以构造一个无限集 A

使得 BD(A) > 1
2
但 A 不是局部链接的。

虽然我们可以用模糊的语言来叙述关于自然数集的和集现象，但如果
能把这些概念加以严格处理应该是很有意义的。特别是关于序拓扑。因为 N
上的序拓扑是离散拓扑，所以不是很有用。我们怎样来严格定义一种拓扑来
替代序拓扑呢？另外在以上定理中集合 A−A 能否被 A+B 替代呢？
非标准分析方法是解决以上问题的合适方法。在 [29] 中有一个类似于

序拓扑的 U–拓扑被介绍，而那正好是我们所需要的。

定义 5.6 设 U ⊆ ∗N 是一非空前截，即 a ∈ U 推出 [0, a] ⊆ U，且满足
1 ∈ U 和 U + U ⊆ U，则 U 被称为一个加法分割 (additive cut)。

加法分割是一个加法半群，且把 ∗N 分割成前截 U 和后截 ∗N ∖ U。
自然数集 ∗N 上的加法分割有点像实分析中的 Dedekind 分割。按照定义，
∗N 本身是一个加法分割。如果一个加法分割 U 6= ∗N，那么 U 一定是个
外集。这是因为 U 在 ∗N 中有上界但没有最大元。另外 N 是一个加法分
割。令 H 为一超整数，则

UH :=
⋂

n∈N+

[0,H/n] (6)

也是一个加法分割。容易看出 UH 是 [0,H] 中最大的加法分割，而 N 是
[0,H]中最小的加法分割。为了直观上的方便，我们常把 a ∈ U 写成 a < U

并且把 a ∈ ∗N∖ U 写成 a > U。
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定义 5.7 设 H 为一超整数，U ⊆ [0,H]是一加法分割。如果一个集合 O ⊆
[0,H]满足性质：对任意 a ∈ O 总存在 r > U 使得 [a−r, a+r]∩[0,H] ⊆ O，
则 O 被称为一个 U–开集。
所有 U–开集组成 [0,H] 上的 U–拓扑。注意，U–拓扑不是 T1 拓扑。

定义 5.8 设 U 为 [0,H] 中的一个加法分割。对每个 a, b ∈ [0,H]，定义

1. a ∼ b 当且仅当 |a− b| < U；

2. [a]U := {c ∈ [0,H] : c ∼ a}；

3. [0,H]/ ∼ := {[a]U : a ∈ [0,H]}；

4. [a]U < [b]U 当且仅当 a < b 并且 a 6∼ b。

利用 U 的可加性质，容易证明 ∼ 是 [0,H] 上的一个等价关系，每个
[a]U 是一等价类，被称为包含 a 的单子 (monad)，并且 [0,H]/ ∼ 是一个
自稠的全序集，即任意两个单子之间存在另一个单子。所以 [0,H]/ ∼ 上
的序拓扑就是 Hausdorff 的了。设 φ(a) = [a]U 是从 [0,H] 到 [0,H]/ ∼
上的商映照，则可以看出由 φ 引导出的 [0,H] 上的商拓扑就是 [0,H] 上的
U–拓扑。虽然 U–拓扑不满足 Hausdorff性质，但它是真正序拓扑的合适替
代。以下介绍 [0,H] 上关于和集现象的定理。

定理 5.9 设 H 是一超整数，U 是 [0,H] 中的一个加法分割。如果 A 和
B 是 [0,H] 中的 Loeb 正测集，那么 A+B 一定不是 [0, 2H] 上的 U–无
处稠密集。

定理 5.9 可用多种方式证明，例如可先证明 [0,H] 上的和勒贝格稠点
定理平行的 Loeb 稠点定理，再用其证明定理 5.9，参看 [13]。但这里我们
仍用 [22] 中的方法，因为它比较简单直观。

证明：首先，集合 A 和 B 可以被设为内集，这是因为每个 Loeb 正测集包
含一个 Loeb 正测内集。
假设对特定的 H 和 U，定理 5.9 不成立，我们将导出矛盾。令 µH 表

示在定义 3.8 和命题 3.9 中定义的 [0,H] 上的 Loeb 测度。为了方便，在这
一节中如果内集 C 不是 [0,H] 的子集，就规定 µH(C) := µH(st(|C|/H))。
设

α := sup {µH(A) : ∃H > U, A ⊆ [0,H], ∃B ⊆ [0,H],

A,B 是内集, µH(B) > 0, A+B 是 [0, 2H] 中 U–无处稠密集} .
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因为假设定理不成立，所以存在一个反例。因此 α > 0。设

β := sup {µH(B) : ∃H > U, B ⊆ [0,H], ∃A ⊆ [0,H],

A,B 是内集, µH(A) >
9

10
α, A+B 是 [0, 2H] 中 U–无处稠密集}.

同样 β > 0。因为 α 定义在先，所以 β ⩽ α。由 α 和 β 的定义我们可
以取定一个超整数 H > U，取定内集 A,B ⊆ [0,H] 使得 µH(A) > 9

10
α，

µH(B) > 9
10
β，并且 A+B 是 [0, 2H] 中的 U–无处稠密集。

如果 α + β > 10
9
，那么 µH(A) + µH(B) > 1。由鸽巢原理，可推出

A+B 包含了 [0, 2H] 中的单子 [H]U。因为 A+B 是内集，所以可以找到
r > U 使得 [H − r,H + r] ⊆ A+B。这和假设 A+B 在 [0, 2H] 中 U–无
处稠密相矛盾。所以我们可假设 α+ β ⩽ 10

9
和 β ⩽ 5

9
。

给定任一 m ∈ U，集合 A + B + [0,m] 仍在 [0, 2H] 中 U–无处稠密，
所以由 β 的定义我们有 µH(B + [0,m]) ⩽ β。设

M :=

{
m ∈ [0,H] :

|B + [0,m]|
H + 1

<
11

10
β

}
.

由命题 3.3，集合 M是内集。由习题 5.24，存在 m0 > U 使得 [0,m0] ⊆ M。
现在取定 K > U 使得 K < 1

100
(H + 1)，2K < m0，并且存在 x0 ∈

[0,H −K] 使得 1
K
|A ∩ [x0, x0 +K − 1]| > 9

10
α。K 的存在是因为存在标准

正实数 ϵ 使得 A 的元素多于 9+ϵ
10
α(H + 1)，所以把区间 [0,H] 切割成长

度为 K 的子区间 (最后的子区间可能长度小于 K)，并且 K 足够小的话，
其中必能找到一个 [x0, x0 +K − 1] 使得 A 在其中的元素多于 9

10
αK。令

I := {[iK, (i+ 1)K − 1] : i = 0, 1, . . . , bH/Kc}.

如果 I 中至少三分之二的区间包含 B 中的元，那么 B+ [0,m0] 包含了 I
中至少百分之六十的区间，所以 β ≥ µH(B + [0,m0]) > 0.6 − 0.01 > 0.58，
这和 β ⩽ 5

9
= 0.5̄矛盾。所以我们可设 I 中至少三分之一的区间不含 B 中

的元素，即 B 中的元素都集中在 I 中最多三分之二的区间之中，因此这
至少三分之二的区间中必定有一个 [y0, y0+K−1]使得 B∩ [y0, y0+K−1]

包含了至少 3
2
βK 元素。

设 A′ := A∩ [x0, x0 +K − 1]− x0，B′ := B ∩ [y0, y0 +K − 1]− y0。因
为 µK(A′) > 9

10
α，µK(B′) ⩾ 3

2
β，所以由 β 的定义我们可以说 A′ +B′ 不

是在 [0, 2K] 中 U–无处稠密的，因此 A+B 也不是在 [0, 2H] 中 U–无处
稠密的，这和 A 和 B 的选择矛盾。 2
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让我们来看为什么定理 5.3是定理 5.9的简单推论。设 A和 B 是实数
单位区间 I 上的两个勒贝格正测集。我们要证明 A+B 包含一个非空开区
间。给定一个超整数 H，定义映照 f : [0, 2H] → R使得 f(x) := st(x/H)。
令 U = UH，这里 UH 是在 (6) 中所定义的加法分割。容易证明对任意
a ∈ [0, 2H]，f−1(f(a)) = [a]U。由定理 3.10 可知 f−1(A) 和 f−1(B) 是
[0,H] 上 Loeb 可测集并且其 Loeb 测度分别等于 A 和 B 的勒贝格测度。
设 A′ ⊆ f−1(A) 和 B′ ⊆ f−1(B) 使得 A′ 和B′ 是 [0,H] 中的 Loeb 正测
内集。
由定理 5.9，A′ + B′ 不是在 U–无处稠密的，所以存在区间 [a, b] ⊆

[0, 2H]使得 b−a > U 并且 [a, b]中任意长度大于 U 的区间都含有 A′+B′

中的元素。因为 A′+B′是内集，所以 A′+B′在 [a, b]中最大空隙存在且长度
小于 U。现在容易证明 f(a) < f(b)并且 (f(a), f(b)) ⊆ f(A′+B′) ⊆ A+B。
所以 A+B 包含了非空开区间 (f(a), f(b))。

在以上证明中我们使用了在 (6)中定义的加法分割 UH。如果使用另外
的加法分割，例如 U = N 会有什么结果呢？下面我们将使用 U = N 来证
明自然数集上的和集现象。首先我们需要上 Banach 密度和局部链接性的
的非标准分析等价条件。

引理 5.10 设A ⊆ N 并且 α ∈ R。则 BD(A) ⩾ α 当且仅当存在长度为超
整数的区间 [a, b] 使得 st(|∗A ∩ [a, b]|/(b− a+ 1)) ⩾ α。

证明：“⇒”：由上 Banach密度的定义对每个 k ∈ N+能找到 [ak, bk] ⊆ N使
得 bk−ak > k，|A∩[ak, bk]|/(bk−ak+1) > α−1/k。由转换原理，存在一个超
整数 K 满足 bK−aK > K 和 |∗A∩ [aK , bK ]|/(bK−aK+1) > α−1/K ≈ α。
显然 [a, b] = [aK , bK ] 满足要求。

“⇐”： 任给 k ∈ N。在 ∗V 中存在 a, b ∈ ∗N 满足 b − a > k 和
|∗A ∩ [a, b]|/(b − a + 1) > α − 1/k。由转换原理在 V 中存在 ak, bk ∈ N 满
足 bk − ak > k 和 |A∩ [ak, bk]|/(bk − ak + 1) > α− 1/k，而这两性质推出
BD(A) ⩾ α− 1/k。因为 k 是任意的，所以 BD(A) ⩾ α。 2

引理 5.11 设A ⊆ N。

1. 集合 A 是厚实的当且仅当存在长度为超整数的区间 [a, b] ⊆ ∗A。

2. 集合 A 是局部链接的当且仅当存在长度为超整数的区间 [a, b] 和
有限自然数 k ∈ N 使得 ∗A 在 [a, b] 中的缝隙的长度小于 k，即
g = max{d− c : [c, d] ⊆ [a, b]∖ ∗A} < k。
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证明：第一部分只需转换原理的简单应用。我们只证明第二部分。
“⇒”：设 A 是一链接集 B 和一厚实集 C 的交。那么 ∗A = ∗B ∩ ∗C。

因为B 在 N 中缝隙的长度小于一个自然数 k，所以由转换原理 ∗B 在 ∗N
中缝隙的长度小于 k。因为 C 是厚实集，由第一部分，存在一超有限区间
[a, b] ⊆ ∗C。显然 ∗A 在 [a, b] 中缝隙的长度小于 k。

“⇐”：设 g = max{d− c : [c, d] ⊆ [a, b]∖ ∗A}。因为右边所涉集合是内
集，所以 g 存在。由引理的假设，g 一定是有限的。对任意 m ∈ N 语句
“存在区间 [a, b] 满足 b − a > m 并且 ∗A 在 [a, b] 中的缝隙的长度 ⩽ g”
在 ∗V 中成立，由转换原理，存在区间 [am, bm] ⊆ N 满足 bm − am > m 并
且 A 在 [am, bm] 中缝隙的长度 ⩽ g。令 C = A ∪

⋃
m∈N[am, bm] 和 B =

(N∖
⋃

m∈N[am, bm])∪A。显然 B 是链接集，C 是厚实集，并且 A = B∩C。
2

定理 5.12 设 A,B ⊆ N 使得 BD(A) > 0 和 BD(B) > 0。则 A+B 一定
是局部链接的。

证明 由引理 5.10，存在超有限区间 [x, x+K1]和 [y, y+K2]使得 st(|∗A∩
[x, x+K1]|/(K1+1)) ⩾ BD(A)和 st(∗B(y, y+K2)/(K2+1)) ⩾ BD(B)。实
际上我们可假设 K1 = K2 = K，因为不然的话取 K = d

√
min{K1,K2}e，

再把 [x, x + K1] 和 [y, y + K2] 分割成长度为 K + 1 的子区间 (最后一
个区间的长度可能小于 K + 1)，然后在这些子区间中可找到 [x′, x′ + K]

和 [y′, y′ + K] 使得 st(|∗A ∩ [x′, x′ + K]|/(K + 1)) ⩾ BD(A) 和 st(|∗B ∩
[y′, y′ +K]|/(K + 1)) ⩾ BD(B)，再用 K 替代 K1 和 K2。由定理 5.9 集
合 ∗(A+ B) 在 [x+ y, x+ y + 2K] 中不是 U–无处稠密的，所以存在超有
限区间 [a, b] ⊆ [x+ y, x + y + 2K] 和有限自然数 k ∈ N 使得 ∗(A+ B) 在
[a, b] 中缝隙的长度都小于 k。由引理 5.11，A+B 是局部链接的。 2

注意，定理 5.12 是对定理 5.5 的一个充实。在定理 5.12 的结论中局
部链接不能被改成链接，这是加法和减法本质上的差别。
在过去十几年中定理 5.12 被不断推广或重证，例如在 [5, 3] 中作者们

把定理 5.12 推广至 amenable 群并建立了等价关系，在 [10] 中作者用组
合方法重证定理 5.12 并给出了一些量化信息。在 [13] 中定理 5.12 中的上
Banach 密度被推广至上渐近密度和下渐近密度。
在发现定理 5.12 的过程中非标准分析无疑发挥了重要的作用。只有通

过定理 5.9，连续情况和离散情况下和集现象才能被严格地统一起来。在定
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理 5.9 的应用中我们只用到了 U = UH 和 U = N 两种情况。对于其他类
型加法分割的应用，还有待于进一步探究。

5.3 Szemerédi 定理关于 k = 4 的简单证明

设 a, d是实数。称一个实数集合 p := {a+di : i = 0, 1, . . . , k−1}为长度
等于 k的等差数列，记为 k-a.p.。一般情况下 a, d是整数，d 6= 0。记 p中的
第 i项 a+d(i−1)为 p(i)。大写字母 P,Q,R等常被用来表示长度为超整数
的 a.p.。如果 p, q是两个 k-a.p.，记 p⊕q := {p(i)+q(i) : i = 0, 1, . . . , k−1}。
显然 p⊕ q 也是一个 k-a.p.。

定理 5.13 (Szemerédi [38]) 设 A ⊆ N。如果 BD(A) > 0，则对任意
k ∈ N，A 中一定包含 k-a.p.。

Szemerédi 定理其实是在 1936 年由 P. Erdős 和 P. Turán 提出的一个
猜想。而这猜想的提出则是为了推广证明于 1927年的 van der Waerden定
理。

定理 5.14 (van der Waerden) 任给 n, k ∈ N，如果 N 被分割成 n 个子

集 N =
n⋃

i=1

Ci，则一定有一子集 Ci 包含 k-a.p.。

记 W (k, n) ∈ N 为最小自然数 w 使得如果 {C1, C2, . . . , Cn} 是 [w] 的
一个分割，则一定有一子集 Ci 包含 k-a.p.。
在 1953 年 K. F. Roth 用调和分析的方法证明了在 k = 3 的情况下猜

想正确。在 1975 年，E. Szemerédi [38] 用纯组合方法证明了对所有 k ∈ N，
猜想都正确。所以我们现在称此猜想为 Szemerédi 定理。可是 Szemerédi
的证明很难读，所以在 1977 年 H. Furstenberg [15] 用测度论中的历遍理
论给出了 Szemerédi 定理的又一个非常不同的证明。在 2001 年 T. Gowers
[17] 再次用调和分析的方法给出了 Szemerédi 定理的一个新证明，同时还
给出了 k 和 BD(A) 之间的一个数值关系。虽然两个新证明比 Szemerédi
的组合证明要好读一些，但各自都不短且需要很多本方向的基础知识。
在 2017年一次由美国数学研究所 (AIM)资助的工作坊 Nonstandard

Methods in Combinatorial Number Theory 中本文作者有幸聆听了 T. Tao
的一系列讲座，介绍 Szemerédi定理的原始组合证明，并试图进行简化 [39]。
他相信如果 Szemerédi 的原始思想被大家所理解掌握，则会使其在组合数
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论的研究中发挥更大的影响。T. Tao 挑战讲座的听众，用非标准分析的方
法对 [39] 再作简化，使得 Szemerédi 的组合证明能更简单直观。而在这一
节中的工作是本文作者响应这一挑战的的尝试。
理解文章 [38] 或 [39] 的困难对不同读者有所不同。对本文作者来说有

两点值得一提。第一点是证明中涉及了很多相互联系的参量，例如
ϵ, δ, κ, L,H,M,N,L′, N ′,等由一种特殊的序关系联系在一起 (参看例如 [39,
第 32 页倒数 4 行])。在非标准证明中这些参量比较少涉及，且它们之间的
关系可以比较简单地处理。第二点是在 [38, 39] 证明中的归纳方法比较奇
特，例如 [39, Theorem 6.6]。为了证明在一个有正上 Banach 密度的集合
A ⊆ N 包含 k-a.p.，需要对每个 Ω ⊆ [k] 递归证明组合命题 C(k,Ω)。其中
关键一步是证明如果 k0 := min([k]∖Ω) ≤ k，则 C(k,Ω) ⇒ C((k,Ω∖ [k0−
1])∪{k0})。首先命题 C(k, ∅)平凡为真。按照此方法，证明 C(3, [3])的递归
步骤就是 C(3, ∅) ⇒ C(3, {1}) ⇒ C(3, {2}) ⇒ C(3, {1, 2}) ⇒ C(3, {3}) ⇒
C(3, {1, 3}) ⇒ C(3, {2, 3}) ⇒ C(3, [3])。对于一般 k，递归步骤需要进行
2k − 1 步。用这个归纳方法使得证明缺乏直观。当然在 k = 3 时，有简单的
直接证明。而我们在此所要显示的是在 k = 4时也有简单的直接证明，从而
避免以上的归纳方法。有非标准分析基础的读者如果想了解 Szemerédi 定
理的组合证明而又觉得 [38, 39] 太难，可以尝试从这一节入手，再看 [23] 中
对 Szemerédi 定理的完整证明。
因为 [39] 中假设了 Szemerédi 正则引理的一个弱形式成立，所以我们

在此也作同样处理。以下是正则引理的弱形式。

引理 5.15 存在一正值函数 f : R → R。设 V,W 是有限集，ϵ > 0，对每个
w ∈ W 有 Ew ⊆ V . 则存在一个 V 的分割 V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vn 使得
n ≤ f(ϵ)，且对每个 i ≤ n 和 w ∈ W 存在 0 ≤ ci,w ≤ 1 使得对每个集合
F ⊆ V 都有集合 W ′ ⊆W 满足 |W ′| ≥ (1− ϵ)|W | 并对每一 w ∈W ′ 都有∣∣∣∣∣|F ∩ Ew| −

n∑
i=1

ci,w|F ∩ Vi|

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ|V |.

其实 f(ϵ) 可以取为指数函数 b1/ϵ [39, paragraph right below Lemma
1.3]，只是我们在证明中并不需要这点。在以上引理中 |V | 比 n 大得多。如
果 ϵ 取得越小，就得允许 n 更大。以上正则引理可证明非标准形式的混合
引理 (Mixing Lemma)。
为简化记号，对 ∗N 中两个正自然数 a < b，记 a ≪ b 当且仅当

a/b ≈ 0。显然自然数 n 是超有限的当且仅当 1 ≪ n。在这一节中所有不
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在 N 中的集合都是内集。对任意内集 A 和 n ∈ ∗N，记 δn(A) = |A|/n 且
µn(A) = st(δn(A))。如果 A ⊆ Ω，则 µ|Ω|(A) 就是 A 在 Ω 上的 Loeb 测
度。为了方便我们不要求 |A| 小于等于 n。所以 µn(A) = ∞ 也是可能的。

定义 5.16 设 A,S ⊆ ∗N。记

SD(A) := sup
{
µ|P |(A ∩ P ) : P 是 a.p. 满足 |P | ≫ 1

}
.

如果 SD(S) ≥ γ，记

SDS,γ(A) := sup{µ|P |(A∩P ) : P 是 a.p., |P | ≫ 1 并且µ|P |(S ∩P ) ≥ γ.}.

以上定义中 sup 是标准算子，所以 SD(A) 、和 SDS,γ(A) 是 [0, 1] 中
的标准实数。可以证明对任一自然数子集 A ⊆ N，有 SD(∗A) ≥ BD(A)。
所以可称 SD(∗A) 为 A 的强 Banach 密度。

引理 5.17 (Mixing Lemma) 设 N ≫ 1，A ⊆ [N ]，1 ≪ H ≤ N/2，
和 R ⊆ [N −H] 使得对每个 x ∈ R 都有

µN (A) = SD(A) = µH((x+ [H]) ∩A) = α.

则以下成立。

(i) 给定 E ⊆ [H]，µH(E) > 0，K ≫ 1，和 K-a.p. P ⊆ R，存在 x ∈ P

使得
µH(A ∩ (x+ E)) ≥ αµH(E);

(ii) 给定 m,m′ ≫ 1，m-a.p. P ⊆ R 使得 W
(
3m

′
,m′) ≤ m，给定 [H]

的内分割 {Vi | i ∈ [m′]}，则存在一个 m′-a.p. P ′ ⊆ P，一个集合
I ⊆ [m′] 使得 U =

⋃
{Vi | i ∈ I} 满足 µH(U) = 1，和一个正无穷小

ϵ 使得对每个 i ∈ I 和每个 x ∈ P ′ 有

|δH(A ∩ (x+ Vi))− αδH(Vi)| ≤ ϵδH(Vi);

(iii) 给定 m ≫ 1，m-a.p. P ⊆ R，和一个内集族 {Ew ⊆ [H] | w ∈ W}
满足 |W | ≫ 1 和对每个 w ∈ W 有 µH(Ew) > 0。则存在 x ∈ P 和
T ⊆W 使得 µ|W |(T ) = 1 并且对每个 w ∈ T 都有

µH(A ∩ (x+ Ew)) = αµH(Ew).
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证明： (i) 由 α 的最大性，对所有 i ∈ [N ] 都有 µK((i+ P ) ∩ A) ≤ α。如
果 (i) 不成立，即 (i) 中所述的 x 不存在，则

αµH(E) � 1

K

∑
x∈P

1

H

∑
i∈[H]

χA∩(x+E)(x+ i)

=
1

H

∑
i∈[H]

1

K

∑
x∈P

χA∩(x+E)(x+ i)

=
1

H

∑
i∈E

1

K

∑
x∈P

χA(x+ i) ⪆ αµH(E),

矛盾。所以 (i) 成立。

(ii) 这部分证明需要利用内集性质，所以基本用 δH 而不是 µH。取定
j ∈ N。对每个 x ∈ P 令

cji (x) =


1 if δH((x+ Vi) ∩A) ≥

(
α+ 1

j

)
δH(Vi),

0 if
(
α− 1

j

)
δH(Vi) < δH((x+ Vi) ∩A) <

(
α+ 1

j

)
δH(Vi),

−1 if δH((x+ Vi) ∩A) ≤
(
α− 1

j

)
δH(Vi).

并令 cj : P → {−1, 0, 1}[m′] 使得 cj(x)(y) = cjy(x)。由 van der Waerden
定理可找到一 m′–a.p. P ′

j ⊆ P 使得对任何 x, x′ ∈ P ′
j，都有 cj(x) = cj(x′)。

对所有 x ∈ P ′
j 令 I+j = {i ∈ [m′] : cj(x)(i) = 1}, I−j = {i ∈ [m′] :

cj(x)(i) = −1} 和 Ij = [m′] ∖ (I+j ∪ I−j )。再令 U+
j =

⋃
{Vi : i ∈ I+j }，

U−
j =

⋃
{Vi : i ∈ I−j }，和 Uj = [H]∖ (U+

j ∪U−
j )。因为 U−

j 是 {Vi : i ∈ I−j }
中互不相交集合的并，所以 δH((x+U−

j )∩A) ≤ (α− 1/j)δH(U−
j )。由 (i)

可推出 µH(U−
j ) = 0。同理 δH(A ∩ (x + U+

j )) ≥ (α + 1/j)δH(U+
j )。因为

α ≥ µH(A ∩ (x+ U+
j )) ≥ (α+ 1/j)µH(U+

j )，所以 µH(U+
j ) < 1，进而推出

µH(Uj) > 0。如果 µH(U+
j ) > 0，则对每个 x ∈ P ′

j 都有 µH(A∩ (x+Uj)) <

αµH(Uj)，而这和 (i) 矛盾。所以我们有 µH(U+
j ) = 0 和 µH(Uj) = 1。

由可数饱和性可找到 J ≫ 1 使得 |P ′
J | ≫ 1 和 µH(UJ) = 1。因为

1/J ≈ 0，所以只需令 P ′ = P ′
J , I = IJ , 和 U = UJ 就使 (ii) 得证。

(iii) 应用引理 5.15 和转换原理可找到一正无穷小 ϵ，[H] 的一个超有
限分割 [H] = V0 ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vm′，和对所有 i ∈ [m′] 和 w ∈ W 有实数
0 ≤ ci,w ≤ 1 使得 W (3m

′
,m′) ≤ m 并且对每个集合 F ⊆ [H] 存在集合

TF ⊆W 满足 |W ∖ TF | ≤ ϵ|W | 使得对每个 w ∈ TF 有∣∣∣∣∣|F ∩ Ew| −
m′∑
i=1

ci,w|F ∩ Vi|

∣∣∣∣∣ ≤ ϵH. (7)
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无穷小 ϵ 存在是因为如果 ϵ 标准正数，则 m′ 一定再 N 中。所以当 ϵ 是
相当大的无穷小时可保证 m′ 是足够小的超整数。
由 (7) 并令 F := [H] 可得出对所有 w ∈ T[H].∣∣∣∣∣|Ew| −

m′∑
i=1

ci,w|Vi|

∣∣∣∣∣ ≤ ϵH. (8)

应用 (ii) 能找到 x ∈ P，一个正无穷小 ϵ1，和集合 I ⊆ [m′] 满足

I = {i ∈ [m′] : |δH((x+ Vi) ∩A)− αδH(Vi)| < ϵ1δH(Vi)} , (9)

U =
⋃
{Vi : i ∈ I}，和 µH(U) = 1。令 I ′ = [m′]∖ I 和 U ′ = [H]∖ U。对

每个 w ∈ T := T[H] ∩ T(A−x)∩[H] 有

|δH(A ∩ (x+ Ew))− αδH(Ew)|

≤ 1

H

∣∣∣∣∣∣|(A− x) ∩ Ew| −
∑

i∈[m′]

cw,i|(A− x) ∩ Vi|

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈[m′]

cw,i|A ∩ (x+ Vi)| −
∑

i∈[m′]

cw,iα|Vi|

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣α
∑

i∈[m′]

cw,i|Vi| − α
∑

i∈[m′]

|Ew|

∣∣∣∣∣∣


≤ ϵ+
1

H

∑
i∈I

cw,iϵ1|Vi|+ 2δH(U ′) + αϵ

≤ ϵ+ ϵ1δH(U) + 2δH(U ′) + αϵ ≈ 0.

因此对所有 w ∈ T 可得出

µH(A ∩ (x+ Ew)) = αµH(Ew).

这里 µ|W |(T ) = 1 是因为 ϵ ≈ 0 和 µ|W |(T[H]) = µ|W |(T[H]∩(A−x)) = 1。 2

引理 5.18 设 N ≫ 1，A ⊆ [N ] 满足 µN (A) = SD(A) = α > 0，和
H = bN/8c。存在一个整数区间 x0 + [H] ⊆ [N ]，集合 T ⊆ x0 + [H] 满足
µH(T ) = 1，和

Pt := {p ⊆ [N ] : p 是 4–a.p., p(1), p(2) ∈ A, 并 p(4) = t}

使得对每个 t ∈ T 有 µH(Pt) = α2/3。
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证明：令 S := [N −H]∪{0}。注意我们有 {0}∪ (H + [H])∪ (2H +2[H])∪
(3H + 3[H]) ⊆ S。
对每个 w ∈ [H] 令

Qw := {q ⊆ [H] : q 是 4-a.p., q(1) ∈ A, and q(4) = w}

且 Ew = {q(2) : q ∈ Qw}.

显然 µH(Ew) = α/3。这是因为 |q(4)−q(1)|必须是 3的倍数。由引理 5.17
第三部分，存在 l ∈ [H] 和 W ⊆ [H] 满足 µH(W ) = 1 使得对每个 w ∈W

有
µH(A ∩ (H + l + Ew)) = αµH(Ew) = α2/3.

令 x0 := 3H+3l 和 T := 3H+3l+W ⊆ x0+[H]。令 p0 := {0,H+ l, 2H+

2l, 3H + 3l}。对每个 t = 3H + 3l + w ∈ T，令

Pt := {p0 ⊕ q : q ∈ Qw 和H + l + q(2) ∈ (H + l + Ew) ∩A}.

则有 µH(Pt) = µH((H + l + Ew) ∩ A) = α2/3 并由 Qw 的定义，对每
个 p0 ⊕ q ∈ Pt 我们有 p0(4) + q(4) = 3H + 3l + w = t，p0(2) + q(2) =

H + l+ q(2) ∈ (H + l+Ew)∩A ⊆ A，和 p0(1) + q(1) = q(1) ∈ [H]∩A。2

引理 5.19 设 N ≫ 1，B,Sγ ⊆ [N ] 满足 B ⊆ Sγ，µN (Sγ) = SD(Sγ) =

γ > 11/12，和 µN (B) = SDSγ ,γ(B) = β > 0。存在整数区间 x0+[bN/24c] ⊆
[N ] 和集合 T ⊆ x0 + [bN/24c] 满足 µN/24(T ) ≥ 1− 12(1− γ)，和一个包
含 4-a.p. 的集合 {pt : t ∈ T} 使得对每个 t ∈ T 都有 pt(1), pt(2) ∈ B，
pt(3), pt(4) ∈ Sγ，和 pt(3) = t。

证明：令 H := [N/8]。注意，对每个 x ∈ [N −H] ∪ {0}，都有 µH(Sγ ∩
(x+ [H])) = γ 和 µH(B ∩ (x+ [H])) = β。记 Q 为 [H] 中所有 4-a.p. 的
集合。对每个 w ∈ [bH/3c, b2H/3c] 记

Q3
w := {q ∈ Q : q(1) ∈ B 和 q(3) = w}

且 E3
w := {q(2) : q ∈ Q3

w}.

则我们有 µH(E3
w) = β/2。对每个 w′ ∈ [H] 和 i = 3, 4，记

Ri
w′ := {q ∈ Q : q(1) ∈ B 和 q(i) = w′}
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且 F i
w′ := {q(2) : q ∈ Ri

w′}.

显然 µH(F i
w′) ≤ β。

由引理 5.17 第三部分，存在 l ∈ [H]，W3 ⊆ [bH/3c, b2H/3c] 满足
µH(W3) = 1/3，和 W i ⊆ [H] 满足 µH(W i) = 1 使得对所有 w ∈ W3 和
w′ ∈W 3 或 w′ ∈W 4 都有

µH(B ∩ (H + l + E3
w)) =

β2

2
和µH(B ∩ (H + l + F i

w′)) ≤ β2.

显然对 i = 3 或 4 我们有 µH(((i− 1)H + (i− 1)l +W i) ∩ Sγ) = γ。
记 T 3 := 2H + 2l +W3。对每个 t = 2H + 2l + w ∈ T 3 记

Pt := {p ⊆ [N ] :

p 是 4− a.p., p(1) ∈ B ∩ [H], p(2) ∈ B ∩ (H + l + E3
w), p(3) = t}

和 P :=
⋃
i∈T 3

Pt.

注意，对每个 t = 2H+2l+w ∈ T 3都有 µH(Pt) = µH(B∩(2H+2l+E3
w)) =

β2/2。
称一个 4-a.p. p ∈ P 为理想的如果对 i = 3, 4 有 p(i) ∈ Sγ ∩ ((i −

1)H + (i − 1)l + [H])。令 Pg 为包含 P 中所有理想 4–a.p. 的集合。称
一个 4-a.p. p ∈ P 是不理想的如果其不是理想的。令 Pb := P ∖ Pg。令

T 3
g := {p(3) : p ∈ Pg}。则 T 3

g ⊆ Sγ。我们现在证 µH(T 3
g ) ≥

1

3
− 4(1− γ)。

因为 Pb ⊆
⋃

i=3,4

{p ∈ P : p(1) ∈ B ∩ [H], p(2) ∈ B ∩ (h+ l+ [H]), p(i) 6∈

Sγ}，所以

|Pb| ≤
4∑

i=3

∑
w′∈[H]∖(Sγ−(i−1)H−(i−1)l)

|F i
w′ |

≤
4∑

i=3

 ∑
w′∈[H]∖W i

|F i
w′ |+

∑
w′∈W i∖(Sγ−(i−1)H−(i−1)l)

|F i
w′ |

 .

因此 |Pg| = |P| − |Pb|

≥
∑
t∈T 3

|Pt| −
4∑

i=3

 ∑
w′∈[H]∖W i

|F i
w′ |+

∑
w′∈W i∖(Sγ−(i−1)H−(i−1)l)

|F i
w′ |

 .
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现在可推出

µH(T 3
g ) ·

β2

2
= st

 1

H

∑
t∈T 3

g

1

H
|Pt|


≥ st

(
1

H2
|Pg|

)
= st

(
1

H2
(|P| − |Pb|)

)
≥ st

(
1

H2

∑
t∈T 3

|Pt|

)

−st

 1

H2

4∑
i=3

 ∑
w′∈[H]∖W i

|F i
w′ |+

∑
w′∈W i∖(Sγ−(i−1)H−(i−1)l)

|F i
w′ |


≥ µH(T 3) · β

2

2
− 2(1− γ) · β2 =

(
1

3
− 4(1− γ)

)
· β

2

2
.

从而 µH(T 3
g ) ≥

1

3
− 4(1− γ)。所以我们有 µN/24(T

3
g ) = 1− 12(1− γ)。这

是因为 H = bN/8c。如果令 x0 := 2H + 2l + bH/3c − 1，T := T 3
g，并对

每个 t ∈ T 取定一个 pt ∈ Pg 使得 Pt(3) = t，则引理得证。 2

备注 5.20 以上证明 µN/24(T
3
g ) > 1 − 12(1 − γ) 的思想来源于 [39, Page

34].

定理 5.21 (Szemerédi) 如果 U ⊆ N 且 SD(U) > 0，则 U 包含了非平
凡长度为 4 的等差数列。

证明：设 N ≫ 1 且 A ⊆ [N ] 使得 µN (A) = SD(A) = α > 0。我们只需在
A 中找到一个 4-a.p.。对每个 n, j ∈ N 令

Sj,n := {x ∈ [N − n] : µn((x+ [n]) ∩A) ≥ α− 1/j}.

则有 lim
n→∞

µN−n(Sj,n) = 1。所以只要 n ∈ N 足够大，我们可假设 γj,n :=

SD(Sj,n) > 11/12。设 Rj,n 是 [N ] 中差为 d 的一个超有限长度的 a.p. 使
得 µ|Rj,n|(Rj,n ∩ Sj,n) = γj,n。对每个 τ ⊆ [n] 记

Bτ := {x ∈ [Rj,n] : A ∩ (x+ [n]) = x+ τ}.

则因为 n有限，存在 τj,n使得 µ|Rj,n|(Bτj,n) = βj,n > 0。记 Bj,n := Bτj,n。取
定一差为 d长度为超整数 N ′的 a.p. Pj,n ⊆ Rj,n使得 µN ′(Pj,n∩Sj,n) = γj,n

和 µN ′(Pj,n ∩ Bj,n) = βj,n。设 φ : Pj,n → [N ′] 为仿射映照，即 φ(x) =
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(x−minPj,n)/d+1。应用引理 5.19并考虑 [N ′]和 S′ = φ((Sj,n)∩Pj,n)代
替 [N ] 和 S，然后再由 φ−1 拉回来，我们获得 x0 + d [b|Pj,n|/24c] ⊆ Pj,n

和 Tj,n ⊆ x0 + d [b|Pj,n|/24c] 满足 µN ′/24(Tj,n) ≥ 1 − 12(1 − γj,n)，并且
找到包含 4-a.p. 的集合 Pj,n = {pt : t ∈ Tj,n} 使得对每个 t ∈ Tj,n 有
pt(1), pt(2) ∈ Bj,n ∩ Pj,n，pt(3), pt(4) ∈ Sj,n ∩ Pj,n，和 pt(3) = t。
由可数饱和性我们可得到 H ≫ 1 和 J ≫ 1 使得 γ := γJ,H ≈ 1，

P := PJ,H 满足 |P | ≫ 1，S := Sγ，B := BJ,H ⊆ S，T := TJ,H，且 PJ,H =

{pt : t ∈ T} 使得对每个 t ∈ T 都有 pt(1), Pt(2) ∈ B，pt(3), pt(4) ∈ S，和
pt(3) = t。
注意，我们现在有 µN−H(S) = 1，T ⊆ x0+d [b|P |/24c]，µ|P |/24(T ) = 1，

γ ≈ 1，x, y ∈ B 推出 ((x + [n]) ∩ A) − x = ((y + [H]) ∩ A) − y，并且
x ∈ S 推出 µH((x + [H]) ∩ A) = α。虽然现在可能 µ|P |(B) = 0，但是
PJ,H = {px : x ∈ T} 的存在性是由可数饱和性保证的。
因为 µN/24(T ) = 1，我们可找到差为 d 有超有限长度的 a.p. P ′ ⊆ T。

记 P ′ := {pt ∈ PJ,H : t ∈ P ′}。
现在对每个 pt ∈ P ′ 我们有 pt(1), pt(2) ∈ B，pt(3) = t ∈ S，和

pt(4) ∈ S。
对一个 (或所有) x ∈ B 记 τ0 := ((x+[H])∩A)−x。则有 µH(τ0) = α。

这是因为 B ⊆ S。由引理 5.18 并用 H 代替 N，用 τ0 代替 A，我们可找
到 x0 + [bH/8c] ⊆ [H]，TQ ⊆ x0 + [bH/8c] 满足 µH(TQ) = 1/8，且对每个
w ∈ TQ，

Qw := {q ⊆ [H] : q(1), q(2) ∈ τ0, 并 p(4) = w},

和 Ew = {q(3) : q ∈ Qw} 使得 µH(Ew) = α2/24。
由引理 5.17 第三部分可找到 x′ ∈ P ′ 和 T ′

Q ⊆ TQ 满足 µH(T ′
Q) = 1/8

使得对每个 w ∈ T ′
Q，有 µH((x′ + Ew) ∩A) = αµH(Ew) = α3/24。

取定 px′ ∈ P ′。因为 px′(4) ∈ S，我们有 µH((px′(4)+T ′
Q)∩A) = α/8。

所以存在 w ∈ T ′
Q 使得 px′(4) + w ∈ A。

取 qw ∈ Qw。则有 px′(4) + qw(4) = px′(4) + w ∈ A。注意，我们
有 px′(3) + qw(3) ∈ (x + Ew) ∩ A ⊆ A。还注意，px′(1), px′(2) ∈ B 推出
对 i = 1, 2 有 A ∩ (px′(i) + [bH/8c]) = px′(i) + τ0。所以对 i = 1, 2 有
px′(i) + qw(i) ∈ px′(i) + τ0 ⊆ A。因此我们得到了 A 中的 4-a.p.

{px′(i) + qw(i) : i = 1, 2, 3, 4}.
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2

我们不知道以上的思路是否可用来做一个整个 Szemerédi 定理的直接
归纳证明，而不是用 [39, Theorem 6.6] 中的归纳法。

5.4 第五章习题

习题 5.22 令 H 为一超整数。证明

UH :=
⋂

n∈N∖{0}

[0,H/n]

是一个加法分割。

习题 5.23 设 U ⊆ N 是一加法分割，η, κ 是两个正则基数。称 U 是 (η, κ)

型的如果 η 是最小基数使得 U 包含了基数为 η 且在 U 中无上界的子集，
κ 是最小基数使得 ∗N ∖ U 包含了基数为 κ 且在 ∗N ∖ U 中无下界的
子集。证明 (1) 不存在 (ℵ0,ℵ0) 型的加法分割；(2) 对任一超整数，存在
(η, κ) 型的加法分割 U 满足 N ⊆ U ⊆ UH 且 η 和 κ 都大于 ℵ0。

习题 5.24 设 U 是加法分割，A 是 ∗N 中非空内子集。证明 (1) A∩U 非
空且在 U 中无上界推出 A∖ U 6= ∅；(2) A∖ U 非空且在 ∗N∖ U 中无下
界推出 A ∩ U 6= ∅。

习题 5.25 设 H 是一超整数，UH 由 (6) 中定义。证明 [0,H]/ ∼:= {[a]UH
:

a ∈ [0,H]} 在自然序下和标准实数单位区间 [0, 1] 序同构。

习题 5.26 设 A,B ⊆ Z 使得 BD(A) > 0 和 BD(B) > 0。则 A − B :=

{a− b : a ∈ A ∧ b ∈ B} 一定是 Z 中局部链接集。

习题 5.27 设 A ⊆ N。记

SD′(A) := lim
n→∞

sup{µn(A ∩ p) : p 是一个n-a.p.}.

证明 SD′(A) = SD(∗A)。

习题 5.28 用引理 5.17 直接证明 Roth 定理，即如果 A ⊆ N，BD(A) > 0，
则 A 包含了长度为 3 的等差数列。
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