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第一章

实数域和超结构的非标准扩张
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实数域和超结构的非标准扩张

设 R 为所有 (标准) 实数的集合而

R := (R; +, ∗ , 0, 1, <)

则表示 (标准) 实数域。为了方便我们可设 P = {+, ∗ , 0, 1, <}
为 R 上的零元，二元，和三元关系集。

现在我们将要把实数域 R 扩张成更大的有序域 ∗R 使其包含
无穷大和正无穷小。当然单纯地加一个无穷大 ∞ 和正无穷小
1/∞ 不能使其成为有序域。我们的目标是要使 ∗R 仍有 R 的大
部分性质。
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实数域和超结构的非标准扩张

设 R 为所有 (标准) 实数的集合而

R := (R; +, ∗ , 0, 1, <)

则表示 (标准) 实数域。为了方便我们可设 P = {+, ∗ , 0, 1, <}
为 R 上的零元，二元，和三元关系集。

现在我们将要把实数域 R 扩张成更大的有序域 ∗R 使其包含
无穷大和正无穷小。当然单纯地加一个无穷大 ∞ 和正无穷小
1/∞ 不能使其成为有序域。我们的目标是要使 ∗R 仍有 R 的大
部分性质。
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1.1 非主超滤子存在性 –1

定义 (1.1)
设 X 是一无限集合。又设 U ⊆ P(X)。如果所有 U 中有限个

元素的交都是无限集，则称 U 为 X 上的一个非主滤子基。称一
非主滤子基 U 为 X 上的非主滤子，如果它满足：

1. 如果 A,B ∈ U，则 A ∩ B ∈ U；
2. 如果 A ∈ U 及 A ⊆ B ⊆ X，则 B ∈ U。

记 X ∖ A 为 AC。如果 X 上的非主滤子再满足

3. 对任意集合 A ⊆ X 都有 A ∈ U 或 AC ∈ U，

则称 U 为 X 上的非主超滤子。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

1.1 非主超滤子存在性 –1

定义 (1.1)
设 X 是一无限集合。又设 U ⊆ P(X)。如果所有 U 中有限个

元素的交都是无限集，则称 U 为 X 上的一个非主滤子基。称一
非主滤子基 U 为 X 上的非主滤子，如果它满足：

1. 如果 A,B ∈ U，则 A ∩ B ∈ U；

2. 如果 A ∈ U 及 A ⊆ B ⊆ X，则 B ∈ U。

记 X ∖ A 为 AC。如果 X 上的非主滤子再满足

3. 对任意集合 A ⊆ X 都有 A ∈ U 或 AC ∈ U，

则称 U 为 X 上的非主超滤子。
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1.1 非主超滤子存在性 –1

定义 (1.1)
设 X 是一无限集合。又设 U ⊆ P(X)。如果所有 U 中有限个

元素的交都是无限集，则称 U 为 X 上的一个非主滤子基。称一
非主滤子基 U 为 X 上的非主滤子，如果它满足：
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2. 如果 A ∈ U 及 A ⊆ B ⊆ X，则 B ∈ U。

记 X ∖ A 为 AC。如果 X 上的非主滤子再满足

3. 对任意集合 A ⊆ X 都有 A ∈ U 或 AC ∈ U，

则称 U 为 X 上的非主超滤子。
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1.1 非主超滤子存在性 –1

定义 (1.1)
设 X 是一无限集合。又设 U ⊆ P(X)。如果所有 U 中有限个

元素的交都是无限集，则称 U 为 X 上的一个非主滤子基。称一
非主滤子基 U 为 X 上的非主滤子，如果它满足：

1. 如果 A,B ∈ U，则 A ∩ B ∈ U；
2. 如果 A ∈ U 及 A ⊆ B ⊆ X，则 B ∈ U。

记 X ∖ A 为 AC。如果 X 上的非主滤子再满足

3. 对任意集合 A ⊆ X 都有 A ∈ U 或 AC ∈ U，

则称 U 为 X 上的非主超滤子。
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1.1 非主超滤子存在性 –1

定义 (1.1)
设 X 是一无限集合。又设 U ⊆ P(X)。如果所有 U 中有限个

元素的交都是无限集，则称 U 为 X 上的一个非主滤子基。称一
非主滤子基 U 为 X 上的非主滤子，如果它满足：

1. 如果 A,B ∈ U，则 A ∩ B ∈ U；
2. 如果 A ∈ U 及 A ⊆ B ⊆ X，则 B ∈ U。

记 X ∖ A 为 AC。如果 X 上的非主滤子再满足

3. 对任意集合 A ⊆ X 都有 A ∈ U 或 AC ∈ U，

则称 U 为 X 上的非主超滤子。
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1.1 非主超滤子存在性 –1

定义 (1.1)
设 X 是一无限集合。又设 U ⊆ P(X)。如果所有 U 中有限个

元素的交都是无限集，则称 U 为 X 上的一个非主滤子基。称一
非主滤子基 U 为 X 上的非主滤子，如果它满足：

1. 如果 A,B ∈ U，则 A ∩ B ∈ U；
2. 如果 A ∈ U 及 A ⊆ B ⊆ X，则 B ∈ U。

记 X ∖ A 为 AC。如果 X 上的非主滤子再满足

3. 对任意集合 A ⊆ X 都有 A ∈ U 或 AC ∈ U，

则称 U 为 X 上的非主超滤子。
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1.1 非主超滤子存在性 –2

命题 (1.2 假设 Zorn 引理)
每个无限集合 X 上的非主滤子都可扩充为非主超滤子。

证明：设 U0 := {A ⊆ X : AC 是一有限集} 并且 U1 是 X 上的任
一非主滤子。显然 U0 ∪ U1 是 X 上的非主滤子基。设

U := {U ⊆ P(X) : U0 ∪ U1 ⊆ U 且 U 是一非主滤子}.

则 (U;⊆) 是一偏序集。如果 U′ 是 U 中的全序子集，则 U′ 中
所有元素的并，即

∪
U′, 是 U′ 中所有元素的上界。由 Zorn 引

理可推出 (U;⊆) 中有极大元 U。接下来我们证明 U 满足定义
1.1 中的条件 3.。
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命题 (1.2 假设 Zorn 引理)
每个无限集合 X 上的非主滤子都可扩充为非主超滤子。
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则 (U;⊆) 是一偏序集。如果 U′ 是 U 中的全序子集，则 U′ 中
所有元素的并，即

∪
U′, 是 U′ 中所有元素的上界。由 Zorn 引

理可推出 (U;⊆) 中有极大元 U。接下来我们证明 U 满足定义
1.1 中的条件 3.。
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则 (U;⊆) 是一偏序集。如果 U′ 是 U 中的全序子集，则 U′ 中
所有元素的并，即

∪
U′, 是 U′ 中所有元素的上界。由 Zorn 引

理可推出 (U;⊆) 中有极大元 U。接下来我们证明 U 满足定义
1.1 中的条件 3.。
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证明：设 U0 := {A ⊆ X : AC 是一有限集} 并且 U1 是 X 上的任
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∪
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1.1 非主超滤子存在性 –3

假设 A ⊆ X 使得 A,AC ̸∈ U。如果 U ∪ {A} 或 U ∪ {AC} 是
一非主滤子基，则其生成一个比 U 还大的非主滤子，但这和 U
是极大元矛盾。所以我们可假设 U ∪ {A} 和 U ∪ {AC} 都不是非
主滤子基，即存在 B1,B2, . . . ,Bm,C1,C2, . . . ,Cn ∈ U 使得

A ∩
m∩

i=1

Bi 和AC ∩
n∩

i=1

Ci

都是有限集，但这推出
m∩

i=1

Bi ∩
n∩

i=1

Ci =

(A ∪ AC) ∩
m∩

i=1

Bi ∩
n∩

i=1

Ci ⊆

(
A ∩

m∩
i=1

Bi

)
∪

(
AC ∩

n∩
i=1

Ci

)

是一有限集，而这和 U 的非主性相矛盾。 □
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A ∩
m∩

i=1

Bi 和AC ∩
n∩

i=1

Ci

都是有限集，但这推出
m∩

i=1

Bi ∩
n∩

i=1

Ci =

(A ∪ AC) ∩
m∩

i=1

Bi ∩
n∩

i=1

Ci ⊆

(
A ∩

m∩
i=1

Bi

)
∪

(
AC ∩

n∩
i=1

Ci

)

是一有限集，而这和 U 的非主性相矛盾。 □
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1.2 实数域的非标准扩张 –1

按命题 1.2 我们取定一个 ω 上的非主超滤子 U。超滤子 U 可
以被看作 ω 上的一个有限可加的 {0, 1}–测度，即每个集合
A ∈ U 的测度为 1，而每个集合 A ̸∈ U 的测度为 0。因为 U 是
个超滤子，所以对每个 A ⊆ ω，A 的测度一定是 1 或 0。用 U
我们可定义 Rω 上的一个等价关系。

定义 (1.3)
对所有 ⟨xn⟩, ⟨yn⟩ ∈ Rω，我们定义 ⟨xn⟩ ∼ ⟨yn⟩，即 ⟨xn⟩ 和

⟨yn⟩ 等价，当且仅当

{n ∈ ω : xn = yn} ∈ U .

换句话说，⟨xn⟩ 和 ⟨yn⟩ 等价当且仅当这两个序列几乎处处相等。
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1.2 实数域的非标准扩张 –1

按命题 1.2 我们取定一个 ω 上的非主超滤子 U。超滤子 U 可
以被看作 ω 上的一个有限可加的 {0, 1}–测度，即每个集合
A ∈ U 的测度为 1，而每个集合 A ̸∈ U 的测度为 0。因为 U 是
个超滤子，所以对每个 A ⊆ ω，A 的测度一定是 1 或 0。用 U
我们可定义 Rω 上的一个等价关系。

定义 (1.3)
对所有 ⟨xn⟩, ⟨yn⟩ ∈ Rω，我们定义 ⟨xn⟩ ∼ ⟨yn⟩，即 ⟨xn⟩ 和

⟨yn⟩ 等价，当且仅当

{n ∈ ω : xn = yn} ∈ U .

换句话说，⟨xn⟩ 和 ⟨yn⟩ 等价当且仅当这两个序列几乎处处相等。
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1.2 实数域的非标准扩张 –1

按命题 1.2 我们取定一个 ω 上的非主超滤子 U。超滤子 U 可
以被看作 ω 上的一个有限可加的 {0, 1}–测度，即每个集合
A ∈ U 的测度为 1，而每个集合 A ̸∈ U 的测度为 0。因为 U 是
个超滤子，所以对每个 A ⊆ ω，A 的测度一定是 1 或 0。用 U
我们可定义 Rω 上的一个等价关系。

定义 (1.3)
对所有 ⟨xn⟩, ⟨yn⟩ ∈ Rω，我们定义 ⟨xn⟩ ∼ ⟨yn⟩，即 ⟨xn⟩ 和

⟨yn⟩ 等价，当且仅当

{n ∈ ω : xn = yn} ∈ U .

换句话说，⟨xn⟩ 和 ⟨yn⟩ 等价当且仅当这两个序列几乎处处相等。
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1.2 实数域的非标准扩张 –2

定义 (1.4)
记 [⟨xn⟩] := {⟨yn⟩ ∈ Rω : ⟨yn⟩ ∼ ⟨xn⟩} 和

∗R := {[⟨xn⟩] : ⟨xn⟩ ∈ Rω}.

集合 ∗R 将是我们要构造的非标准实数域中所有实数的集合。
但在此之前我们需要说明为什么 R 可被看成是 ∗R 的子集和怎
样把实数域上的关系都推广到 ∗R 上去。

定义 (1.5)
对 R 上每个 m 元关系 P 定义

∗P := {([⟨r(1)n ⟩], [⟨r(2)n ⟩], . . . , [⟨r(m)
n ⟩]) :

{n ∈ ω : (r(1)n , r(2)n , . . . , r(m)
n ) ∈ P} ∈ U}.
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1.2 实数域的非标准扩张 –2

定义 (1.4)
记 [⟨xn⟩] := {⟨yn⟩ ∈ Rω : ⟨yn⟩ ∼ ⟨xn⟩} 和

∗R := {[⟨xn⟩] : ⟨xn⟩ ∈ Rω}.

集合 ∗R 将是我们要构造的非标准实数域中所有实数的集合。
但在此之前我们需要说明为什么 R 可被看成是 ∗R 的子集和怎
样把实数域上的关系都推广到 ∗R 上去。

定义 (1.5)
对 R 上每个 m 元关系 P 定义

∗P := {([⟨r(1)n ⟩], [⟨r(2)n ⟩], . . . , [⟨r(m)
n ⟩]) :

{n ∈ ω : (r(1)n , r(2)n , . . . , r(m)
n ) ∈ P} ∈ U}.
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1.2 实数域的非标准扩张 –2

定义 (1.4)
记 [⟨xn⟩] := {⟨yn⟩ ∈ Rω : ⟨yn⟩ ∼ ⟨xn⟩} 和

∗R := {[⟨xn⟩] : ⟨xn⟩ ∈ Rω}.

集合 ∗R 将是我们要构造的非标准实数域中所有实数的集合。
但在此之前我们需要说明为什么 R 可被看成是 ∗R 的子集和怎
样把实数域上的关系都推广到 ∗R 上去。

定义 (1.5)
对 R 上每个 m 元关系 P 定义

∗P := {([⟨r(1)n ⟩], [⟨r(2)n ⟩], . . . , [⟨r(m)
n ⟩]) :

{n ∈ ω : (r(1)n , r(2)n , . . . , r(m)
n ) ∈ P} ∈ U}.
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1.2 实数域的非标准扩张 –3
作为 P 中元素我们在 ∗R 上定义了 ∗+, ∗∗ , ∗0, ∗1, ∗<。为了

使记号简单直观，这几个关系在使用时通常把 ∗ 省略了。

读者可
验证

[⟨an⟩] + [⟨bn⟩] = [⟨an + bn⟩] 和 [⟨an⟩] ∗ [⟨bn⟩] = [⟨an ∗ bn⟩].

我们以后将说明为什么 ∗R := ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域。
如果我们将每个 r ∈ R 等同于常数序列的等价类 [⟨r⟩] ∈ ∗R，

则 R 可被看作是 ∗R 的子集。同时很容易证明对每个 R 的 m
元关系 P，都有

(r(1), r(2), . . . , r(m)) ∈ P

当且仅当 ([⟨r(1)⟩], [⟨r(2)⟩], . . . , [⟨r(m)⟩]) ∈ ∗P.

所以 R 可被看作是 ∗R 的子结构。如果一个 ∗R 中的数 [⟨rn⟩]
大于 R 中所有数，则称 [⟨rn⟩] 为无穷大，如果一个 ∗R 中的正
数 [⟨rn⟩] 小于 R 中所有正数，则称 [⟨rn⟩] 为正无穷小。
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1.2 实数域的非标准扩张 –3
作为 P 中元素我们在 ∗R 上定义了 ∗+, ∗∗ , ∗0, ∗1, ∗<。为了

使记号简单直观，这几个关系在使用时通常把 ∗ 省略了。读者可
验证

[⟨an⟩] + [⟨bn⟩] = [⟨an + bn⟩] 和 [⟨an⟩] ∗ [⟨bn⟩] = [⟨an ∗ bn⟩].

我们以后将说明为什么 ∗R := ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域。
如果我们将每个 r ∈ R 等同于常数序列的等价类 [⟨r⟩] ∈ ∗R，

则 R 可被看作是 ∗R 的子集。同时很容易证明对每个 R 的 m
元关系 P，都有

(r(1), r(2), . . . , r(m)) ∈ P

当且仅当 ([⟨r(1)⟩], [⟨r(2)⟩], . . . , [⟨r(m)⟩]) ∈ ∗P.

所以 R 可被看作是 ∗R 的子结构。如果一个 ∗R 中的数 [⟨rn⟩]
大于 R 中所有数，则称 [⟨rn⟩] 为无穷大，如果一个 ∗R 中的正
数 [⟨rn⟩] 小于 R 中所有正数，则称 [⟨rn⟩] 为正无穷小。
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1.2 实数域的非标准扩张 –3
作为 P 中元素我们在 ∗R 上定义了 ∗+, ∗∗ , ∗0, ∗1, ∗<。为了

使记号简单直观，这几个关系在使用时通常把 ∗ 省略了。读者可
验证

[⟨an⟩] + [⟨bn⟩] = [⟨an + bn⟩] 和 [⟨an⟩] ∗ [⟨bn⟩] = [⟨an ∗ bn⟩].

我们以后将说明为什么 ∗R := ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域。

如果我们将每个 r ∈ R 等同于常数序列的等价类 [⟨r⟩] ∈ ∗R，
则 R 可被看作是 ∗R 的子集。同时很容易证明对每个 R 的 m
元关系 P，都有

(r(1), r(2), . . . , r(m)) ∈ P

当且仅当 ([⟨r(1)⟩], [⟨r(2)⟩], . . . , [⟨r(m)⟩]) ∈ ∗P.

所以 R 可被看作是 ∗R 的子结构。如果一个 ∗R 中的数 [⟨rn⟩]
大于 R 中所有数，则称 [⟨rn⟩] 为无穷大，如果一个 ∗R 中的正
数 [⟨rn⟩] 小于 R 中所有正数，则称 [⟨rn⟩] 为正无穷小。
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1.2 实数域的非标准扩张 –3
作为 P 中元素我们在 ∗R 上定义了 ∗+, ∗∗ , ∗0, ∗1, ∗<。为了

使记号简单直观，这几个关系在使用时通常把 ∗ 省略了。读者可
验证

[⟨an⟩] + [⟨bn⟩] = [⟨an + bn⟩] 和 [⟨an⟩] ∗ [⟨bn⟩] = [⟨an ∗ bn⟩].

我们以后将说明为什么 ∗R := ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域。
如果我们将每个 r ∈ R 等同于常数序列的等价类 [⟨r⟩] ∈ ∗R，

则 R 可被看作是 ∗R 的子集。同时很容易证明对每个 R 的 m
元关系 P，都有

(r(1), r(2), . . . , r(m)) ∈ P

当且仅当 ([⟨r(1)⟩], [⟨r(2)⟩], . . . , [⟨r(m)⟩]) ∈ ∗P.

所以 R 可被看作是 ∗R 的子结构。如果一个 ∗R 中的数 [⟨rn⟩]
大于 R 中所有数，则称 [⟨rn⟩] 为无穷大，如果一个 ∗R 中的正
数 [⟨rn⟩] 小于 R 中所有正数，则称 [⟨rn⟩] 为正无穷小。
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1.2 实数域的非标准扩张 –3
作为 P 中元素我们在 ∗R 上定义了 ∗+, ∗∗ , ∗0, ∗1, ∗<。为了

使记号简单直观，这几个关系在使用时通常把 ∗ 省略了。读者可
验证

[⟨an⟩] + [⟨bn⟩] = [⟨an + bn⟩] 和 [⟨an⟩] ∗ [⟨bn⟩] = [⟨an ∗ bn⟩].

我们以后将说明为什么 ∗R := ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域。
如果我们将每个 r ∈ R 等同于常数序列的等价类 [⟨r⟩] ∈ ∗R，

则 R 可被看作是 ∗R 的子集。同时很容易证明对每个 R 的 m
元关系 P，都有

(r(1), r(2), . . . , r(m)) ∈ P

当且仅当 ([⟨r(1)⟩], [⟨r(2)⟩], . . . , [⟨r(m)⟩]) ∈ ∗P.

所以 R 可被看作是 ∗R 的子结构。如果一个 ∗R 中的数 [⟨rn⟩]
大于 R 中所有数，则称 [⟨rn⟩] 为无穷大，如果一个 ∗R 中的正
数 [⟨rn⟩] 小于 R 中所有正数，则称 [⟨rn⟩] 为正无穷小。
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1.2 实数域的非标准扩张 –3
作为 P 中元素我们在 ∗R 上定义了 ∗+, ∗∗ , ∗0, ∗1, ∗<。为了

使记号简单直观，这几个关系在使用时通常把 ∗ 省略了。读者可
验证

[⟨an⟩] + [⟨bn⟩] = [⟨an + bn⟩] 和 [⟨an⟩] ∗ [⟨bn⟩] = [⟨an ∗ bn⟩].

我们以后将说明为什么 ∗R := ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域。
如果我们将每个 r ∈ R 等同于常数序列的等价类 [⟨r⟩] ∈ ∗R，

则 R 可被看作是 ∗R 的子集。同时很容易证明对每个 R 的 m
元关系 P，都有

(r(1), r(2), . . . , r(m)) ∈ P

当且仅当 ([⟨r(1)⟩], [⟨r(2)⟩], . . . , [⟨r(m)⟩]) ∈ ∗P.

所以 R 可被看作是 ∗R 的子结构。如果一个 ∗R 中的数 [⟨rn⟩]
大于 R 中所有数，则称 [⟨rn⟩] 为无穷大，如果一个 ∗R 中的正
数 [⟨rn⟩] 小于 R 中所有正数，则称 [⟨rn⟩] 为正无穷小。
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1.3 超结构的非标准扩张 –1

命题 (1.6)
在 ∗R 中 [⟨n⟩] 是一无穷大，而 [⟨1/n⟩] 则是正无穷小。

定义 (1.7)
给定任一集合 X，设 V0 := R ∪ X。对于任意自然数 m ∈ ω

定义 Vm+1 := Vm ∪ P(Vm)。显然对任意 m ∈ ω，都有
Vm ⊆ Vm+1。设 n 是一足够大的自然数。定义

V :=
n∪

m=0

Vm.

令 ∈ 为 V 上的从属关系，即 a ∈ b 表示 a 是集合 b 中的元素。
则结构 V = (V;∈) 被称之为超结构。如果 V 中的一个元素 a 属
于 Vm 但不属于 Vm−1，我们称 a 是 V 中的第 m 层元素，记
为 l(a) = m。
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1.3 超结构的非标准扩张 –1

命题 (1.6)
在 ∗R 中 [⟨n⟩] 是一无穷大，而 [⟨1/n⟩] 则是正无穷小。

定义 (1.7)
给定任一集合 X，设 V0 := R ∪ X。对于任意自然数 m ∈ ω

定义 Vm+1 := Vm ∪ P(Vm)。显然对任意 m ∈ ω，都有
Vm ⊆ Vm+1。设 n 是一足够大的自然数。

定义

V :=
n∪

m=0

Vm.

令 ∈ 为 V 上的从属关系，即 a ∈ b 表示 a 是集合 b 中的元素。
则结构 V = (V;∈) 被称之为超结构。如果 V 中的一个元素 a 属
于 Vm 但不属于 Vm−1，我们称 a 是 V 中的第 m 层元素，记
为 l(a) = m。
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1.3 超结构的非标准扩张 –1

命题 (1.6)
在 ∗R 中 [⟨n⟩] 是一无穷大，而 [⟨1/n⟩] 则是正无穷小。

定义 (1.7)
给定任一集合 X，设 V0 := R ∪ X。对于任意自然数 m ∈ ω

定义 Vm+1 := Vm ∪ P(Vm)。显然对任意 m ∈ ω，都有
Vm ⊆ Vm+1。设 n 是一足够大的自然数。定义

V :=

n∪
m=0

Vm.

令 ∈ 为 V 上的从属关系，即 a ∈ b 表示 a 是集合 b 中的元素。
则结构 V = (V;∈) 被称之为超结构。如果 V 中的一个元素 a 属
于 Vm 但不属于 Vm−1，我们称 a 是 V 中的第 m 层元素，记
为 l(a) = m。
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1.3 超结构的非标准扩张 –1

命题 (1.6)
在 ∗R 中 [⟨n⟩] 是一无穷大，而 [⟨1/n⟩] 则是正无穷小。

定义 (1.7)
给定任一集合 X，设 V0 := R ∪ X。对于任意自然数 m ∈ ω

定义 Vm+1 := Vm ∪ P(Vm)。显然对任意 m ∈ ω，都有
Vm ⊆ Vm+1。设 n 是一足够大的自然数。定义

V :=

n∪
m=0

Vm.

令 ∈ 为 V 上的从属关系，即 a ∈ b 表示 a 是集合 b 中的元素。
则结构 V = (V;∈) 被称之为超结构。如果 V 中的一个元素 a 属
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1.3 超结构的非标准扩张 –2

显然对于每个元素 x ∈ R ∪ X，都有 l(x) = 0。对实数集 R，
自然数集 N，或 X ̸= ∅ 则有 l(R) = l(N) = l(X) = 1。

注意，我
们用 N 表示 V 中的自然数集，而用 ω 表示 V 之外元数学层次
的自然数集。利用集合论的符号，一个有序对 (a, b) 可以被看作
为集合 {{a}, {a, b}}。所以 l((a, b)) = l({{a}, {a, b}}) =
max{l({a}), l({a, b})}+ 1 = max{l(a), l(b)}+ 2。一个实数上的
二元关系 P ⊆ R2 是一个有序实数对的集合，每个有序实数对属
于第二层，所以 P ⊆ V2，这推出 P ∈ V3。如果 E ⊆ R，
f : E → R 是一函数，则 f 可被看作为 E × R 的子集。所以
E × R ∈ V3 推出 f ∈ V4。按照类似思路我们可以在 V 中找到
R。一般情况下我们可假设 X = ∅。有时候需要研究一些基数较
大的集合，比如一个基数大于 ℶω = |V(∅)| 的拓扑空间 X′，我
们可以把 X′ 放入第 1 层的 X 之中再构造超结构 V。因为每一
个特定的数学讨论只涉及有限个数学实体，所以只要 n 足够大，
这些数学实体都可以在 V 中找到。为了简便我们假设 X = ∅。
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1.3 超结构的非标准扩张 –3
接下来我们对 V = (V;∈) 进行扩张。

定义 (1.8)
设 U 是 ω 上的非主超滤子，m ≤ n，
1. 对于任意两个元素序列 ⟨an⟩, ⟨bn⟩ ∈ Vm，定义 ⟨an⟩ ∼ ⟨bn⟩
当且仅当

{n ∈ ω : an = bn} ∈ U ,

2. 对于任意元素序列 ⟨an⟩ ∈ Vω
m，设

[⟨an⟩] := {⟨bn⟩ ∈ Vω
m : ⟨an⟩ ∼ ⟨bn⟩}，

3. 记 ∗Vm := {[⟨an⟩] : ⟨an⟩ ∈ Vω
m}。

4. 记 ∗V :=

n∪
m=0

∗Vm.

5. 对于 ∗V 中的元素 [⟨an⟩] 和 [⟨An⟩]，定义 [⟨an⟩] ∗∈ [⟨An⟩] 当
且仅当

{n ∈ ω : an ∈ An} ∈ U .
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1.3 超结构的非标准扩张 –4

对每个 A ∈ V 设 ∗ 是从 V 到 ∗V 的映射使得
∗A = [⟨A⟩] ∗∈ ∗V，则 V 可被嵌入到 ∗V 中去。同时很容易证明对
所有 a,A ∈ V，都有 a ∈ A 当且仅当 [⟨a⟩] ∗∈ [⟨A⟩]。所以 (V;∈)
可被看作为 (∗V; ∗∈) 的子结构。

我们也可对 ∗V 中的元素进行分层，即如果 x 在 ∗V0，则
l(x) = 0 并且 l(x) = m + 1 当且仅当 x 在 ∗Vm+1 ∖ ∗Vm 中。∗V
上的二元关系 ∗∈ 可以被看作是属于关系。但是它不是集合论意
义上真正的属于关系。我们可以通过一个变换 Φ 把 ∗V 双射到
一个集合 W 使得 x ∗∈ y 当且仅当 Φ(x) ∈ Φ(y)，即把 ∗∈ 转变
成集合论意义下真正的属于关系。映照 Φ 可按层次递归定义，
即对所有 ∗V0 中的 x 都有 Φ(x) = x 而对所有 ∗V ∖ ∗V0 中的 x
都有 Φ(x) := {Φ(y) : y ∗∈ x}。然后取 W = Φ(∗V)。不过这样做
会影响直观且徒增复杂度。所以我们还是用 ∗V := (∗V ∗∈) 而不
用 (W;∈) 作为 V 的扩张。当然为了记号上的便利我们通常把
∗∈ 直接写成 ∈。
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用 (W;∈) 作为 V 的扩张。当然为了记号上的便利我们通常把
∗∈ 直接写成 ∈。
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1.3 超结构的非标准扩张 –5
接下来我们介绍模型论中的一个概念，即基本子结构，并证明

V 是 ∗V 的基本子结构。在这过程中我们需要先介绍一阶谓词逻
辑。为了简要，我们避免一般化，只介绍针对超结构模型的一阶
谓词逻辑，并且放弃不必要的严格性而或多或少依赖于读者的常
识或直觉。

定义 (1.9)
我们将使用符号 → (推出)，¬ (不)，x, y, z, . . . (变量)，

a, b, c, . . . A,B,C, . . . (V 中的元素作为常量)，∀x (对所有 x)，=，
∈，(，)，按照以下规则 1.–3. 组成关于 V 的一阶公式和语句。

1. 对于变量或常量 u, v，符号串 u = v，u ∈ v 被称为原子公
式，

2. 如果 φ，ψ 是公式，则 ¬φ，φ→ ψ，和 ∀xφ 是公式，在公
式 ∀xφ 中变量 x 被称为有界变量，一个公式中不是有界的
变量称之为自由变量，

3. 如果在一个关于 V 的公式中所有变量都是有界的，则称此
公式为关于 V 的语句。
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1.3 超结构的非标准扩张 –6

按照以下递归规则我们可以定义一个关于 V 的语句在 V 中的
真假值。我们通常记 φ(x, a) 为一关于 V 的公式使得
x = (x(1), x(2), . . . , x(m)) 列出 φ 中所有自由变量而
a = (a(1), a(2), . . . , a(k)) 列出 φ 中所有 V 中常量。如果 m 个自
由变量 x 都被 V 中 m 个常量 A 替代，则可得到一个关于 V
的语句 φ(A, a)。

4. 原子语句 a = b 在 V 中为真当且仅当 a 和 b 是同一集合，
a ∈ A 在 V 中为真当且仅当 a 是 A 的元素，

5. 语句 ¬φ 在 V 中为真当且仅当 φ 在 V 中为假，语句
φ→ ψ 在 V 中为真当且仅当 φ 在 V 中为假或者 ψ 在 V
中为真，

6. 语句 ∀xφ(x, a) 在 V 中为真当且仅当对所有 V 中元素 b
语句 φ(b, a) 在 V 中为真。
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1.3 超结构的非标准扩张 –7

在定义 1.9 第六部分中规定变量 x 取值为 V 中的元素 是为什
么称所介绍的逻辑，公式，和语句为一阶的原因。如果我们把
∀x 解释为 “对所有 V 的子集 x” 则逻辑，公式，和语句就是二
阶的了。自此以下我们所讨论的逻辑都是一阶的，所以词汇 “一
阶” 有时将被省略。

定义 (1.10)
在定义 1.9 中把 V 和 V 都换成 ∗V 和 ∗V，则我们得到关于

∗V 的公式和语句。也得到一个关于 ∗V 的语句在 ∗V 中的真假
值。

一个公式是关于 V 还是关于 ∗V 是由常量在 V 中还是在 ∗V
中决定的。在决定一个语句在 V 或在 ∗V 的真假值时对量词 ∀x
的解释分别是 “对每个 V 中元素 . . .” 或 “对每个 ∗V 中元素
. . .”。
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1.3 超结构的非标准扩张 –8

为了使逻辑语言更接近我们的直觉，我们还要引入一些可以用
已有符号来表示的新符号。比如语句 φ(R, <):

∀x∀y ∀z (¬(¬(x ∈ R → ¬(y ∈ R))
→ ¬(z ∈ R)) → (¬(x < y → ¬(y < z)) → x < z))

表示实数上序的传递性，但很不直观。我们引入新记号 ∨ (表示
“ 或”)，∧ (表示 “ 和”)，↔ (表示 “ 当且仅当”)，∃x (表示 “ 存在
一个元素 x”)，∀x ∈ A (表示 ∀x (x ∈ A → · · · ))，∃x ∈ A (表示
∃x (x ∈ A∧ · · · ))。可看出 ϕ∨ η 是 ¬ϕ→ η 的另一种写法，ϕ∧ η
是 ¬(¬ϕ ∨ ¬η) 的另一种写法，ϕ↔ η 是 (ϕ→ η) ∧ (η → ϕ) 的
另一种写法，∃xφ 是 ¬∀x¬φ 的另一种写法，等等。
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以我们只要考虑最基本的逻辑符号即可，从而使得证明简捷。
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且仅当

{n ∈ ω : φ(an) 在V 中为真} ∈ U .
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证明：引理的证明将用对于语句 φ 的复杂度进行归纳来完成。
一个语句 φ 或者是原子语句，或者是 ¬ψ，η → ψ，或
∀xψ(x, a)，其中 ψ 和 η 的复杂度都比 φ 低。假设对所有比 φ
复杂度低的语句引理都成立。

(a) 假设 φ 是原子语句 [⟨an⟩] = [⟨bn⟩] 或 [⟨an⟩] ∈ [⟨An⟩]。由等
价类的定义，引理成立。

(b) 假设 φ 是 ¬ψ
(
[⟨an⟩]

)
。则 φ 在 ∗V 中为真当且仅当

ψ
(
[⟨an⟩]

)
在 ∗V 中为假，(由归纳假设) 当且仅当

{n ∈ N : ψ(an) 在V 中为真} ̸∈ U

当且仅当
{n ∈ ω : ¬ψ(an) 在V 中为真} ∈ U .
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(c) 假设 φ
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当且仅当 {n ∈ ω : φ(an) 在 V 中为真} ∈ U .
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(d) 假设 φ

(
[⟨an⟩]

)
是 ∀xψ

(
x, [⟨an⟩]

)
。设 φ

(
[⟨an⟩]

)
在 ∗V

中为假。则存在 [⟨bn⟩] ∈ ∗V 使得 ψ
(
[⟨bn⟩], [⟨an⟩]

)
在 ∗V 中为

假。

由归纳假设我们有

I = {n ∈ ω : ψ (bn, an) 在V 中为真} ̸∈ U .

对每个 n′ ∈ IC 我们有 ∀xψ(x, an′) 在 V 中为假，所以

{n ∈ ω : φ(an) 在V 中为真} ̸∈ U .

现在设 I′ = {n ∈ ω : ∀xψ(x, an) 在V 中为真} ̸∈ U。则 I′C ∈ U。
对每个 n ∈ I′C 有 ∀xψ(x, an) 在 V 中为假，所以存在 cn ∈ V 使
得 ψ(cn, an) 在 V 中为假。如果 n ̸∈ I′C 让 cn = ∅，则我们有
[⟨cn⟩] ∈ ∗V 并且由归纳假设，ψ

(
[⟨cn⟩], [⟨an⟩]

)
在 ∗V 中为假。所

以 ∀xφ
(

x, [⟨an⟩]
)
在 ∗V 中为假。 □
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{n ∈ ω : φ(an) 在V 中为真} ̸∈ U .

现在设 I′ = {n ∈ ω : ∀xψ(x, an) 在V 中为真} ̸∈ U。则 I′C ∈ U。
对每个 n ∈ I′C 有 ∀xψ(x, an) 在 V 中为假，所以存在 cn ∈ V 使
得 ψ(cn, an) 在 V 中为假。如果 n ̸∈ I′C 让 cn = ∅，则我们有
[⟨cn⟩] ∈ ∗V 并且由归纳假设，ψ

(
[⟨cn⟩], [⟨an⟩]

)
在 ∗V 中为假。所

以 ∀xφ
(

x, [⟨an⟩]
)
在 ∗V 中为假。 □
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1.3 超结构的非标准扩张 –13
定义 (1.12)
给定一个映照 f : V → ∗V，如果对所有关于 V 的语句 φ(a) 都

有 φ(a) 在 V 中为真当且仅当 φ(f(a)) 在 ∗V 中为真，则称 f
为从 V 到 ∗V 的基本嵌入，亦称 V 为 ∗V 的基本子模型。

定理 (1.13 J. Łoś, 1955)
设 ∗ : V → ∗V 是一映射使得 ∗(a) = [⟨a⟩]。则 ∗ 是从 V 到 ∗V

的基本嵌入。
证明：设 φ(a) 是关于 V 的语句。则由引理 1.11 φ(a) 在 V 中
为真推出

{n ∈ ω : φ(a) 在V 中为真} = ω ∈ U

再推出 φ(∗(a)) = φ
(
[⟨a⟩]

)
在 ∗V 中为真。而 φ(a) 在 V 中为

假推出
{n ∈ ω : φ(a) 在V 中为真} = ∅ ̸∈ U

再推出 φ(∗(a)) = φ
(
[⟨a⟩]

)
在 ∗V 中为假。 □
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)
在 ∗V 中为真。而 φ(a) 在 V 中为

假推出
{n ∈ ω : φ(a) 在V 中为真} = ∅ ̸∈ U

再推出 φ(∗(a)) = φ
(
[⟨a⟩]

)
在 ∗V 中为假。 □
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设 ∗ : V → ∗V 是一映射使得 ∗(a) = [⟨a⟩]。则 ∗ 是从 V 到 ∗V

的基本嵌入。
证明：设 φ(a) 是关于 V 的语句。则由引理 1.11 φ(a) 在 V 中
为真推出

{n ∈ ω : φ(a) 在V 中为真} = ω ∈ U

再推出 φ(∗(a)) = φ
(
[⟨a⟩]

)
在 ∗V 中为真。而 φ(a) 在 V 中为

假推出
{n ∈ ω : φ(a) 在V 中为真} = ∅ ̸∈ U

再推出 φ(∗(a)) = φ
(
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)
在 ∗V 中为假。 □
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定义 (1.12)
给定一个映照 f : V → ∗V，如果对所有关于 V 的语句 φ(a) 都

有 φ(a) 在 V 中为真当且仅当 φ(f(a)) 在 ∗V 中为真，则称 f
为从 V 到 ∗V 的基本嵌入，亦称 V 为 ∗V 的基本子模型。

定理 (1.13 J. Łoś, 1955)
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的基本嵌入。
证明：设 φ(a) 是关于 V 的语句。则由引理 1.11 φ(a) 在 V 中
为真推出
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假推出
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定理 (1.13 J. Łoś, 1955)
设 ∗ : V → ∗V 是一映射使得 ∗(a) = [⟨a⟩]。则 ∗ 是从 V 到 ∗V

的基本嵌入。
证明：设 φ(a) 是关于 V 的语句。则由引理 1.11 φ(a) 在 V 中
为真推出

{n ∈ ω : φ(a) 在V 中为真} = ω ∈ U

再推出 φ(∗(a)) = φ
(
[⟨a⟩]

)
在 ∗V 中为真。而 φ(a) 在 V 中为

假推出
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(
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1.3 超结构的非标准扩张 –14

以上定理也称为转换原理。

我们通常记 ∗(A) 为 ∗A。如果 r ∈ V0，为了方便可把 ∗r 直接
记为 r。

推论 (1.14)

∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <)

是有序域。

证明：命题 “R = (R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 V 中为真且可
由关于 V 的一阶语句来表达。由转换原理
“∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 ∗V 为真。 □
在接下来各节中我们常称 V 为标准模型，称 ∗V 为非标准模

型。
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由关于 V 的一阶语句来表达。由转换原理
“∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 ∗V 为真。 □
在接下来各节中我们常称 V 为标准模型，称 ∗V 为非标准模

型。
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以上定理也称为转换原理。

我们通常记 ∗(A) 为 ∗A。如果 r ∈ V0，为了方便可把 ∗r 直接
记为 r。

推论 (1.14)

∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <)

是有序域。

证明：命题 “R = (R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 V 中为真且可
由关于 V 的一阶语句来表达。由转换原理
“∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 ∗V 为真。 □
在接下来各节中我们常称 V 为标准模型，称 ∗V 为非标准模

型。
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1.3 超结构的非标准扩张 –14
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记为 r。
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∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <)

是有序域。

证明：命题 “R = (R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 V 中为真且可
由关于 V 的一阶语句来表达。由转换原理
“∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 ∗V 为真。 □

在接下来各节中我们常称 V 为标准模型，称 ∗V 为非标准模
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1.3 超结构的非标准扩张 –14

以上定理也称为转换原理。

我们通常记 ∗(A) 为 ∗A。如果 r ∈ V0，为了方便可把 ∗r 直接
记为 r。

推论 (1.14)

∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <)

是有序域。

证明：命题 “R = (R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 V 中为真且可
由关于 V 的一阶语句来表达。由转换原理
“∗R = ( ∗R; +, ∗ , 0, 1, <) 是有序域” 在 ∗V 为真。 □
在接下来各节中我们常称 V 为标准模型，称 ∗V 为非标准模

型。
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1.3 超结构的非标准扩张 –15

在非标准分析的应用中读者应尽量把 ∗V0 中的元素想象成点，
而不是一个序列的等价类。比如人们一般会把标准实数想象成水
平轴上的一个点，而不是一个柯西序列的等价类或一个戴特金分
割。按本文作者自己的理解，数学基础研究中有分阶复杂度和量
词复杂度。如果我们把点看成是一阶实体，点集或点集上的关系
或函数为二阶实体，点集上的函数空间，拓扑空间等等为三阶实
体，已次类推，则一个数学论述涉及的实体阶数越高就可认为越
复杂。非标准分析的好处之一是把涉及二阶实体的论述，比如数
列的极限过程，用只涉及一阶实体的论述，比如无穷小元素，来
刻画，从而减低论述的分阶复杂度。所以如果读者一直把 ∗V0 中
的元素想象成一个序列的等价类，就较难体会非标准分析的这一
好处。关于减低量词复杂度我们将会在介绍 ∗V 的饱和性质时提
到。
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1.3 超结构的非标准扩张 –16

在这一节中 ∗V 的构造方法称为超幂，超幂构造是超积构造的
一种特殊情况。简单地说超积就是笛卡尔乘积模超滤子。超幂构
造是构造非标准模型的一种方法，但在模型论中我们也可以用紧
致性来构造非标准模型，称为 Henkin 构造。采用超幂构造的好
处是可给初学者一个比较具体的构造方法，使得如果对一些实体
的意义比较模糊的时候可以考虑将实体看作具体的序列等价类从
而使得自己的理解有了一个比较确定的基础。当然再说一句，在
有了一定的基础之后，读者应尽量把 ∗V0 中的元素想象成点。

为了获取更强的饱和性质我们可以采用更大集合上的正则超滤
子来构造超结构超幂，我们还可以构造超幂极限等来获得比饱和
性更强的性质。有时可通过使用特性质的超滤子来获得超幂的特
殊性质。非标准分析还可以公理化，称为内集合论。内集合论的
公理是标准集合论公理 ZFC 的保守扩充，而内集合论公理的非
标准模型包含了标准集合论宇宙。
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