
}
寫給高中生的微積分簡介

第五版

A Brief Introduction to Calculus
for Senior High School Students

fifth edition}
卓永鴻

中華⺠國 110年



作者序
筆者多年來教授大一微積分，在與同學的互動中，深深覺得許多人微積分這門學科

表現之所以不理想，並非是天資極度不佳或學習態度不良，而是沒有抓到其中精神，對其
印象還停留在抽象符號操作，於是不得其門而入。而透過我的闡釋使對方明白微積分中
各個主題在做什麼後，對方往往恍然大悟，能變得開始上手。因此在⺠國 101年開始逐漸
寫作微積分教學，希望幫助更多大一同學可以了解微積分在說什麼。

而後在高中數學的教學中，亦時常遇到類似情況。還有明星學校學生表示，做題都知
道如何做出正確答案，但實在不知道自己在學什麼東西。因此我從⺠國 106年開始，從
寫過的大學微積分主題中，抽出與高中重疊的部分，改寫成可以給高中同學看的樣子，希
望也能對高中同學有幫助。

本文並不完整涵蓋高中微積分所有題材，也沒針對段考、指考題型，而是希望可以用
淺顯易懂的方式，提供同學一些對微積分的感覺，對微積分的印象不再只是操作無感的
符號。先看了本文之後，再回到原本的高中微積分課堂。

本文先說明微積分的用處、盡可能生動地介紹概念的由來、談一點點微積分發展史、
點出微積分學的精神，還有提供解釋詳細的解題步驟，讓同學對於微積分可以有比較清
楚的圖像。另外也針對常見的錯誤進行說明，避免同學有不正確觀念、考試作答失分。

值得注意的是，在高中課程中，經常有老師教超綱的東西，我將這些搜集在第 10章
進階題材裡面。而其中有包含旋轉體體積，此題材雖有出現在高中課本、段考會考，但事
實上課綱並沒有提到求旋轉體體積，課綱只是說將積分應用在求出球體積，而且多年來
確實不曾在大考中出現，因此歸類到這裡。

若是讀完此文後，你覺得確實對你有幫助、行文風格是對你味的，上大學後歡迎參考
我寫的《白話微積分》，五南出版社。並可到我架設的網站觀看微積分相關資源，網址是
http://CalcGospel.in。
自從本文第一版於⺠國 106年 3月發佈、每年 3月更新，就有不少高中老師拿去印給

學生，或是直接拿去當上課教材。其中部分老師並未告知，或者事後告知。其實此文本來
就是直接無償分享，您這樣使用我只會高興而不會不同意，但還是希望能來信告知我，我
就想知道一下。

聯繫我可來信：mail@CalcGospel.in，line:CalcGospel。有些讀者會要求提供付費教學，
但我目前人不在台灣，只能提供線上教學協助，無法實體授課。

卓永鴻
110年 2月

http://CalcGospel.in


目錄

1. 微積分的用處與起源 1
2. 數列的極限 5
3. 連續函數與函數的極限 15
4. 微分學 25

4.1. 微分的定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.2. 微分的基本性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.3. 高階導數 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5. 微分的應用 41
5.1. 求切線與法線 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.2. 函數的單調性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
5.3. 函數的凹凸性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.4. 函數的極值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.4.1.一階檢定法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5.4.2.二階檢定法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6. 積分的定義與性質 51
6.1. 積分的定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
6.2. 積分的性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

7. 微積分基本定理 59
7.1. 微積分基本定理第一部分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
7.2. 微積分基本定理第二部份 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

8. 積分的應用 63
8.1. 曲線間所圍面積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
8.2. 求體積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

9. 歷屆大考題選解 71
10.進階題材 79

10.1.三⻆函數的導函數 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
10.2.連鎖規則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
10.3.羅必達法則 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

10.3.1.羅必達法則的使用介紹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
10.3.2.羅必達法則的誤用探討 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

10.4.凹凸性、反曲點定義問題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
10.5.利用積分定義解極限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
10.6.旋轉體體積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

10.6.1.圓盤法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
10.6.2.剝殼法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

10.7.後記：大一微積分學些什麼？ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96



寫給高中生的微積分簡介 目錄

看什麼看？沒看過空白頁？
This page is intentionally left blank

4 http://CalcGospel.in



第 1 章
微積分的用處與起源

Richard Courant

微積分學，是人類思維的偉大成果之一。
這門學科乃是一種憾人心靈的智力、奮
鬥的結晶；這種奮鬥已經經歷了兩千五
百多年之久，它深深札根於人類活動的
許多領域之中
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寫給高中生的微積分簡介

高中自然組同學在高三下會接觸到一點點微積分，而到了大學以後，大多數的生醫
理工科系、商管類科系的同學都必須修習大一微積分。微積分這一科已經近乎是大學生
的共同必修，且又是大多數同學的夢魘。究竟，微積分有什麼用，以致於這麼多人必須面
對它，以及它是如何產生的呢？

微積分學的發展與應用，影響了非常多的領域。舉凡金融精算、經濟學、商業管理、
醫藥、生物、機械、水利、土木、建築、航空及航海，特別是物理學，它的發展必須大量
使用到微積分。在微積分這門學問中，我們更多地認識了實數，促進我們對於函數更多
認識，我們學會如何求變化率、怎麼求極大極小值、怎麼求曲線的弧⻑及其所圍的面積、
怎麼求曲面的表面積及其所圍的體積、怎麼作近似計算等等。正如微積分的英文 calculus
1，它可以說是高等數學中的基本運算法則。微積分是一種革命性的數學思想，靠它可以
解決以往未解決的許多難題，也可以更輕易地對付已解決但不好處理的問題。除了微積
分本身可以直接應用在許多領域外，許多數學學科諸如統計學、微分方程、機率論、微分
幾何、傅立葉分析等等，皆奠基於微積分而發展，而它們也都被應用在許多其它領域。可
以毫不誇張地這麼說，沒有微積分，就沒有現代科學文明。
隨便舉些例子來說，電機系會學「訊號與系統」，而在這門課就大量地處理許多困難

的積分問題。對於物理系來說，計算作功、轉動慣量、磁通量等等，皆大量使用了微積分，
流體力學用到向量微積分與微分方程、相對論用到微分幾何。國企系、財金系、經濟系等
等，也會用到微積分的概念來研究金融與經濟，甚至在經濟系的高年級或研究所的同學，
還學到高等微積分 2以上來進一步研讀經濟理論。而近年很火紅的機器學習，同樣用到許
多高等數學，諸如微積分、線性代數、機率統計等等。

圖 1.1: 台大地理系「地殼變形原理與觀測」課程大綱

那麼，微積分又是如何被發展起來的呢？眾所周知，微積分是在十七世紀末，由牛頓
和萊布尼茲所發明的。其實這樣講，並不是說他們獨自從頭建立起整個微積分學說。事
實上，微積分的概念，早在古希臘時代便已萌芽。到了十七世紀時，數學逐漸開始高度發
展，有許多數學家致力於微分學與積分學的工作。後來由牛頓與萊布尼茲，集其大成、進
一步突破，而形成微積分學說。

微積分的思想源流，最早可推溯到公元前五世紀的希臘數學家 Eudox§s（Εὔδοξος），
他發展了窮盡法，將圓視為圓內接多邊形的極限、將無理數視為有理數的極限。到後來公
元前三世紀的阿基米德（Archimedes Ἀρχιµήδης），也使用窮盡法來處理許多體積與面積的
問題，將窮盡法發揚光大。

到了大約十六、十七世紀的時候，人們開始想對於物理問題，做一些定量的研究。在
此之前，流行的是亞里斯多德的物理學，對於物理問題是以定性的探討為主。而且當中有
很多描述，與我們現在物理學上的認知是有出入的。譬如說，物體的重量越大，其趨向天
然位置的傾向也越大，所以其下落的速度也越大；天體是由特殊質料構成的，具有特殊性
質。天體是神靈們的處所，所以天體的運動是沿著最完美的曲線，也就是圓周，且是以最

1這一詞來自拉丁文，其原意為計算用的小石子，羅馬人用 calculus來進行計算與賭博。
2高等微積分是數學系大二的必修，將許多大一微積分所未談，或是講得很隨便的地方，作嚴格的探討。

如果大一微積分的難度是八千，那麼高等微積分起碼是十萬。

2 http://CalcGospel.in



第 1章 微積分的用處與起源

完美的速度，也就是等速運動來作運動。以上這些我們今日聽來荒謬，都是當時被奉為圭
臬的概念。大約十六世紀中期開始，興起了一股反對亞里斯多德學說的思潮，他們對於阿
基米德的方法大為崇拜。譬如說十六世紀末物理學家伽利略，他就希望能有別於這種定
性的、原因方面的探討，作些定量上 3的、現象方面的描述。於是在比薩斜塔做了落體實
驗，發現重球與輕球看起來是同時落地的。這個時期，就是文藝復興時期的科學革命。在
此期間，科學研究開始快速發展。

在當時的物理與數學中，啟發微積分快速發展的，有四大問題：
1. 研究物理中的非等速運動
2. 作出曲線的切線與法線
3. 找出函數的極大值、極小值
4. 求曲線所圍出的面積，及曲線的弧⻑
我們先來看第四個問題。多邊形的面積我們都會計算，可是一但一個幾何形狀不是

由直線段圍成的，而是由曲線圍成的，那該怎麼辦呢？曲線所圍面積之中，最常見最基本
的例子就是圓的面積。如前所述，早在西元前六世紀的 Eudox§s和前三世紀的阿基米德，
就用窮盡法來求圓周率及圓面積。後來西元三世紀，三國時代的劉徽也做了類似的事。他
用割圓術 4逼近圓的面積，其內涵是透過內接正多邊形的方式來逼近圓。

正十六邊形

圖 1.2: 圓內接多邊形

我們在圖 1.2可見，圓內接正 16邊形看起來就已經跟圓相當接近了。而實際上劉徽
用到正 96邊形，到了南北朝的祖沖之，更是內接了正 24576邊形 5。我們用數學式子把
這件事寫下來：
性質 1.0.1
設 A為我們要計算的圓面積，A3 為圓內接正三⻆形面積，A4 為圓內接正方形面積。
以此類推，An 為圓內接正 n 邊形面積。於是當 n 越來越大、無止盡地大下去。換
句話說，當 n 趨近於無窮大的時候，圓內接正 n 邊形趨近到圓，An 便會趨近於圓
面積 A。這件事若用數學式子表示，便是：

lim
n→∞ An = A (1.1)

式子 (1.1)是極限的數學寫法，將英文字 limit去掉末兩個字⺟，然後掛在 An 的左邊，
用以表示 An 的極限。下面標示 n →∞ 6，用意是告訴讀者，足碼（index number）是誰。
在這裡我們的足碼是 n，接著表達這個極限是 n 趨近無窮大，An 會隨之趨近到何值。

3達文西：「人們的探討不能稱為是科學的，除非通過數學上的說明和論證。」
4劉徽：「割之彌細，所失彌少。割之又割，以至於不可割，則與圓周合體而無所失矣。」
5祖沖之所估計的圓周率已經精確到小數點後七位，相當於千萬分之一的誤差，這已是相當難得的。
6羅馬人常用一千這數字來代表「多」。而在羅馬數字中，1000的其中一個寫法是 C|Ɔ。後來十七世紀，

微積分先鋒之一的英國數學家 John Wallis，他在其著作《無窮的算術》中，將 C|Ɔ略作變形，寫成∞以表
示無窮大。

http://CalcGospel.in 3



寫給高中生的微積分簡介

積分學就是源自求曲線下所圍面積的問題，其所用的就是這種類似割圓術的辦法。我
們這裡只是先作很粗略的介紹，先讓你看看積分學是在探討什麼問題，暫時不正式地去
討論積分。

接著我們來看第二個問題：求曲線的切線斜
率。如果在曲線中取兩個點，將兩點之間拉出一
條割線，那麼這條割線的斜率我們都會做，就是
寫下 ∆y

∆x
。但如果是給定一個點當作切點，並作

過此切點的切線，應該如何求此切線的斜率呢？
我們先看一下右圖，若以圖中的 A點為切點，過
A 有一條切線。若將 A 點依序與 B、C、D、E

分別都拉出割線，我們可發現這些割線越來越
靠近切線。

A

B

C

DE

圖 1.3: 割線逼近切線
這就是微分學的想法了，微分就是在做曲線上的切線斜率。其想法是，利用我們會算

的割線斜率，去趨近到切線斜率。如果切點的座標是 (x1, y1)，然後先找附近一個點 (x2, y2)，
拉出割線斜率 ∆y

∆x
。接著我們將切點 (x1, y1)固定不動，讓 (x2, y2)趨近到切點 (x1, y1)。於

是割線斜率就會越來越趨近到切線斜率了。我把這個想法整理如下：
性質 1.0.2
若 P 點是 y = f (x)上的一點，L是以 P 當切點所作的切線，而 P2是 y = f (x)上的一
動點。如果

lim
P2→P

∆y

∆x
(1.2)

這個極限是存在的，其值等於m，那麼m就是切線 L的斜率。

這裡也只是先很粗略介紹什麼是微分，你看懂看不懂都無所謂，我們現在暫不實際
去求切線斜率。

總結以上，微分學來自求切線問題，而積分學則來自求面積問題。兩者看似截然不
同，但這當中卻隱含著重要的關係：

它們事實上是反問題！
當十七世紀數學家們不斷在微分學與積分學上有些突破時，慢慢開始有些人看出二

者間的關係，譬如說牛頓的老師 Issac Bar¢ow。最後是由牛頓與萊布尼茲，他們都明確指出
微分與積分的互逆性，將微積分集大成。所以，大家公認是由他們倆發明微積分。

在以上的介紹當中，微分與積分都牽涉到極限。極限的概念是微積分的基礎，所以市
面上各家大一微積分教科書，幾乎都是從極限開始作介紹 7。讓讀者先明白何謂極限，並
且能自己動手計算極限，接著才繼續介紹微分以及積分。

7有一本書叫作 Calculus Without Limits : Almost，然而它還是用到極限了。

4 http://CalcGospel.in



第 2 章
數列的極限

德國哲學家恩格斯

在一切理論成果中，未必再有什麼像 17
世紀後半葉微積分的發明那樣被看作人
類精神的最高勝利了。只有微積分學才
能使自然科學有可能用數學來不僅僅表
明狀態，並且也能表明過程。

5



寫給高中生的微積分簡介

將數字一個個地排成一列，就是數列。舉例來說，訪查班上同學家庭年收入，得到
155, 99, 238, 133, 175, · · · （單位：萬元）這樣就是一個數列，顧名思義，只不過把數字排
成一列。

有時候，數列中的每一個數，可能會依循某種規律。譬如說等差數列
4, 7, 10, 13, . . . ,91 (2.1)

其規律就是第一項為 4，後面每到下一項就增加 3，一直列到 91。像這種情況，通常我們
簡單列個幾項，別人就知道我們想表達的數列。但這件事如果要嚴格說起來，真是這樣
嗎？譬如說，我列出數列前四項為 1,4,9,16，你知道我的第五項是什麼嗎？你心想：「嘿
嘿！這豈不簡單！？不就 25嗎？」此時我奸巧地回答：「哈哈！我的第五項是 π啦！因為我
的一般式是 n2 + (n −1)(n −2)(n −3)(n −4)(π−n2)

24
呀！」。

當書寫者非常確定讀者可以掌握規律，便簡單寫幾項。如果沒有這樣的把握，那麼在
寫下數列時，就會選擇寫清楚到底規律是什麼。其中一種標示規律的方法，就是給出一般
式。舉例來說，

〈an〉 = 3n +1, 1 ≤ n ≤ 30 (2.2)

就很清楚地告訴人家，第一項 a1 就代 n = 1 得到 4，a2 代 n = 2 得到 7。總共有 30 項，
a30 = 91。其實這個就是我上面列的那個等差數列 (2.1)，要認出並不困難，從 3n 可看出，
當 n每增加 1，一般項 an 就增加 3，所以是等差數列，其公差為 3。又代 n = 1，得知首項
為 4。

如果要列出等比數列，可能⻑得像這樣
〈an〉 = 5 ·3n , 1 ≤ n ≤ 20 (2.3)

可以看出，當 n每增加 1，一般項 an 就變為 3倍，所以是等比數列，公比為 3。又代 n = 1，
得知首項為 15。

另一種標示規律的方法，是使用遞迴式。舉一例像是{
a1 = 4

an = an−1 +3 , 2 ≤ n ≤ 30
(2.4)

遞迴是層遞迴返的意思，想要寫出這個數列的某一項，須使用這個數列本身的前一項或
前幾項來計算其值。以此例來說，在第二項以後，每一項都是將前一項再加上 3而得到。
當然也要注意，必須講清楚第一項 a1，才有辦法套用遞迴關係得到 a2、a3、· · ·，否則光
是知道這個前後項關係也沒用。

如果一個數列是用遞迴式定的，有時候可以找出它的一般式。像是我所給的遞迴式，
有看出來嗎，又是那個等差數列 (2.1)了！但有時候也不好找，例如費布那西數列

a1 = 1, a2 = 2, an+2 = an+1 +an , n ∈� (2.5)

你能找出一般式嗎？一般式為

〈an〉 = 1p
5

(
1+ p

5

2

)n

−
(

1− p
5

2

)n
 (2.6)

數列的項數不一定是有限項，也可能是無限多項，停不下來。這種數列稱之為無窮數
列。例如將等差數列(2.1)由 30項擴寫為無窮數列，便成

〈an〉 = 3n +1, n ∈� (2.7)
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第 2章 數列的極限

明顯地，這個數列會越來越大，無止盡地大下去。
數列的取值並不一定都無止盡地變大，也有可能無窮數列的趨勢是越來越接近一個

定值。這件事情，我們可以用極限式來表示。
定義 2.0.1 數列的極限
若 n越來越大，以致於無窮大時，an 便跟著越來越靠近 L。那麼我們就說，當 x →∞
時，an → L。若以極限式的寫法就是

lim
x→∞an = L (2.8)

舉例來說，在《莊子·天下》裡有一句話：「一尺之棰，日取其半，萬世不竭。」所以我
們便有莊子數列：〈an〉 = 1

2n，這是一個公比為
1

2
的無窮等比數列。明顯地，隨著 n越來越

大，莊子數列的一般項 an 應該會越來越小、越來越接近 0。所以莊子數列的極限就是 0。
在符號上，我們記為

lim
n→∞an = 0 (2.9)

用以表達當 n 越來越大的時候，數列的一般項 an，會趨近到 0。
必須強調一點: 極限值與數列取值是不一樣的概念 。我們說 an 趨近到 0，並不是在

說它會變成 0。可能會，也可能不會，總之與極限值是不同概念。以莊子數列來說，我們
注意那句「萬世不竭」。雖說古人沒有分子的概念，以致這句話若是以物理的觀點來說其
實是錯的，你無法真的將物體一直切一半切不停。但其傳達的意思就是說，雖然是會一直
變小下去，小到越來越接近 0，但其實它並沒有真正變 0的一天。若從數學式上來看，無
論你對於 n 代入多少， 1

2n 都不會是 0。
當數列的趨勢是越來越趨近到一個定值時，我們說它極限存在，這個數列是收斂的。

如果數列並沒有趨近到一個定值，我們就說它極限不存在，這個數列是發散的。所謂發
散，就是不收斂。發散有兩種情況，一種情況例如 〈an〉 = (−1)n，其數列取值一直在 1,−1

跳來跳去，並不趨近一個定值。另一種情況即趨近到無窮大。此時雖然算是極限不存在，
但這種情況我們依然可用極限式來表示。
定義 2.0.2 數列的極限
若 n越來越大，以致於無窮大時，an 便跟著也越來越大，以致於無窮大。那麼我們
就說，當 n →∞時，an →∞。若以極限式的寫法就是

lim
x→∞an =∞ (2.10)

求極限 lim
n→∞7.2。

解
這個數列為

7.2, 7.2, 7.2, 7.2, . . .

數值永遠固定，若問它趨近何值，便是 7.2。

例題 2.0.1

http://CalcGospel.in 7
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求極限 lim
n→∞

1

n
。

解
分⺟越大，整個數便越小。現在分⺟ n會不斷地大下去，以致無窮。於是整個數

便無止盡地小下去，趨近到 0。因此

lim
n→∞

1

n
= 0

例題 2.0.2

note
此例又一次顯示，極限值與數列的取值是不一樣的概念。無論你 n代什麼數進去，1

n
都絕無可能是 0。

求極限 lim
n→∞

sin
( nπ

3

)
n2 。

解
分⺟會跑到無限大，而且它還是二次方，跑得更快。然而分子卻是有限的（介於

−1到 1之間），所以一般項趨近到 0

lim
n→∞

sin
(nπ

3

)
n2

= 0

例題 2.0.3

note
在前面的例子，極限值為 0，但數列取值永遠不是 0。在此例中，an 有時會等於 0

（當 n 為 3的倍數時）。無論數列取值是永遠不等於極限值，還是有一些會等於極限
值，都有可能，畢竟兩者是不同概念。

求極限 lim
n→∞

2n

sin(n)+3
。

解
分⺟介於 2到 4之間，分子則是跑到無窮大。那麼很明顯，整個數就是越來越大，

跑到無窮大。因此
lim

n→∞
2n

sin(n)+3
=∞

例題 2.0.4

目前為止，所介紹的數列求極限，都太簡單了，考試時九成九不會這樣考出來。接下
來來介紹一些沒那麼基本的極限題型，不過在此之前，必須先介紹收斂極限式的運算律。
性質 2.0.1 收斂極限式的基本性質
若 lim

n→∞an =α, lim
n→∞bn =β及 c ∈�。那麼

8 http://CalcGospel.in



第 2章 數列的極限

1. 相加 lim
n→∞

(
an ±bn

)= lim
n→∞an ± lim

n→∞bn =α±β

2. 常數倍 lim
n→∞c ·an = c · lim

n→∞an = c ·α

3. 相乘 lim
n→∞

(
an ·bn

)= lim
n→∞an · lim

n→∞bn =α ·β

4. 相除 lim
n→∞

an

bn
=

lim
n→∞an

lim
n→∞bn

= α

β
條件是 β, 0

求極限 lim
n→∞

3n2 −4n +1

2n +3
。

解
當 n趨近無窮大時，分子與分⺟都是趨近到無窮大，那麼結論是什麼呢？這種情

況，我們姑且以 ∞
∞ 表之。至於答案，光由表面的

∞
∞ 看來，暫時不知道。可能無限大，

可能 0，也可能非 0的有限數，甚至極限不存在都有可能。若不進一步分析，光由表
面上的形式 ∞

∞ 是無法得知的。
這一題我們可以這麼想：分子是趨近無窮大，它是 n 的二次式。當 n 很大的時

候，看看領頭的二次項，它是很大的數乘上很大的數。然而分⺟的部份，它只是 n的
一次式。當 n很大的時候，看看領頭的一次項，它是很大的數，但在分子面前，便相
形失色，人家比它變大，是快得多了。因此整個極限，是趨近無窮大。

想歸想，正式作答的時候該怎麼寫呢？可以分子分⺟同除以 n

lim
n→∞

3n2 −4n +1

2n +3
= lim

n→∞
3n −4+

�
�
��
0

1

n

2+
�
�
��
0

3

n

這樣可以看出，分子是趨近無窮大，然而分⺟是趨近到 2，因此此數列趨近無窮大。
亦可改同除以 n2

lim
n→∞

3n2 −4n +1

2n +3
= lim

n→∞
3−

�
���

0

4
n +

�
��7

0
1

n2

�
���

0

2
n +

�
��7

0
3

n2

這樣同樣可以得到數列值趨近到無窮大的結論。

例題 2.0.5

求極限 lim
n→∞

n2 −7n +4

n3 −5n +3
。

解
此題同樣是 ∞

∞ 的形式。分子的次方是 2，分⺟的次方是 3。因為現在 n 是趨近
於無限大，那麼 n2 = n ×n 就會遠遠大於 n；n3 = n ×n2 就會遠遠大於 n2。所以此題

例題 2.0.6
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雖然分⺟與分子都會趨近於無限大，但顯然可見的是，分⺟會比分子還要大地多，因
此此題極限值是 0。

正式在答題的時候你可以這麼做：將分子分⺟同除以 n3，那將得到

lim
n→∞

1

n
− 7

n2 +
4

n3

1− 5

n
+ 3

n2

=
lim

1

n
− lim

7

n2 + lim
4

n3

lim1− lim
5

n
+ lim

3

n2

= 0+0+0

1+0+0
= 0

實際上可以不寫出第二行來沒關係，我只是先詳細寫出來給你看。

求極限 lim
n→∞

3n +4n

2n +5n。

解

lim
n→∞

3n +4n

2n +5n
= lim

n→∞

(3

5

)n
→0 +

(4

5

)n
→0(2

5

)n
→0 +1

= 0

上下同除以 5n

原則一樣是在眾多項趨近無限大中抓較大的來同除。

例題 2.0.7

求極限 lim
n→∞

(
3n +4n +5n

) 1
n。

解
此題為∞0 的形式。千萬不可以為：任何數的零次方都是 1呀，所以答案就是 1！

當我們說一個極限是 ∞
∞ 的形式時，意指分⺟與分子皆趨向無限大。同樣地，所謂∞0

並非次方真的是 0，而是：底數趨向無限大、次方趨向 0。底數與次方賽跑，底數要
跑到無限大、次方要跑到 0，看誰跑得快。如果底數跑得比次方快，結果就會趨近無
限大；如果次方跑得比底數快，結果就會趨近 1；如果兩者跑得差不多快，結果就是
趨近某個非零常數 C。所以請記得，∞0 的形式亦是一種不定式。

lim
n→∞

(
3n +4n +5n) 1

n 將 5n 拉出括號

= lim
n→∞

(
5n

[(3

5

)n + (4

5

)n +1
]) 1

n

= lim
n→∞

(
5n) 1

n

((3

5

)n + (4

5

)n +1

) 1
n = 5 · (0+0+1)0 = 5

例題 2.0.8
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求極限 lim
n→∞

p
n2 +3n −

p
n2 −2n +3

n
。

解
這裡同樣是無法一望即知極限值，須作些處置：

lim
n→∞

p
n2 +3n −

p
n2 −2n +3

n

= lim
n→∞

p
n2 +3n −

p
n2 −2n +3) · (

p
n2 +3n +

p
n2 −2n +3)

n · (
p

n2 +3n +
p

n2 −2n +3)
反有理化

= lim
n→∞

(n2 +3n)− (n2 −2n +3)

n(
p

n2 +3n +
p

n2 −2n +3)

= lim
n→∞

5n −3

n(
p

n2 +3n +
p

n2 −2n +3)
同除以 n

= lim
n→∞

5− 3
n

(
p

n2 +3n +
p

n2 −2n +3)
= 0

例題 2.0.9

note
遇到有根號相減，常可使用反有理化，乘完整理式子以後，便可消去 n。

有時候直接將極限值求出，是不太容易的事情。以下再介紹一個有力工具，讓我們可
以間接地得出極限值。
定理 2.0.1 夾擠定理
若數列 〈an〉,〈bn〉,〈cn〉在 n ≥ k （k 為某正整數）時，恆滿足

an ≤ bn ≤ cn

且
lim

n→∞an = lim
n→∞cn = L

則有
lim

n→∞bn = L

求極限 lim
n→∞

n!

nn。

解
先將原式寫成

1

n
×

( 2

n

)
×

( 3

n

)
×·· ·×

(n −1

n

)
×

(n

n

)

例題 2.0.10
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很明顯，每一個括號都小於等於 1、每一項大於等於 0。因此

0 ≤ 1

n
×

( 2

n

)
×

( 3

n

)
×·· ·×

(n −1

n

)
×

(n

n

)
≤ 1

n

而顯然 lim
n→∞0 = 0 = lim

n→∞
1

n
，所以由夾擠定理，我們知道 lim

n→∞
n!

nn = 0。

求極限 lim
n→∞

100n

n!
。

解
先將原式寫成[100

1
× 100

2
×·· ·× 100

99

]
×

(100

100

)
×

(100

101

)
×·· ·×

( 100

n −1

)
× 100

n

注意每個小括號都小於等於 1，而中括號的部份雖然很大，但也就定值 10099

99!
。所以寫

100n

n!
≤ 10099

99!
× 100

n

因為 lim
n→∞

100

n
= 0，所以 lim

n→∞
100n

n!
= 0。

原數列一般項
大於等於 0 雖
然很理所當然，
卻不能省略！

像這樣寫，就錯了！許多同學會這樣寫，但這並不是夾擠定理。
夾擠定理須將上下界都寫出來才可以！應該改成

0 ≤ 100n

n!
≤ 10099

99!
× 100

n

因為 lim
n→∞0 = 0 = lim

n→∞
100n

n!
，所以由夾擠定理，我們知道 lim

n→∞
100n

n! = 0。

例題 2.0.11

求極限 lim
n→∞

sin(n)

n
。

解
分子是有界的，介於 −1到 1之間。分⺟趨向無限大，因此一看就知道數列極限

值為 0。若要寫正式過程，可以寫

−1 ≤ sin(n) ≤ 1 ⇒− 1

n
≤ sin(n)

n
≤ 1

n

因為
lim

n→∞− 1

n
= 0 = lim

n→∞
1

n

所以由夾擠定理，我們知道
lim

n→∞
sin(n)

n
= 0

例題 2.0.12
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求極限 lim
n→∞

1p
n2 +1

+ 1p
n2 +2

+·· ·+ 1p
n2 +n

。

解
如果將每一項都改成最小的那一項，便是下界；每一項都改成最大的那一項，便

是上界。所以寫
1p

n2 +n
+·· ·+ 1p

n2 +n
≤ 1p

n2 +1
+·· ·+ 1p

n2 +n
≤ 1p

n2 +1
+·· ·+ 1p

n2 +1

而

lim
n→∞

1p
n2 +n

+·· ·+ 1p
n2 +n

= lim
n→∞

np
n2 +n

= 1

lim
n→∞

1p
n2 +1

+·· ·+ 1p
n2 +1

= lim
n→∞

np
n2 +1

= 1

所以由夾擠定理，我們知道

lim
n→∞

1p
n2 +1

+ 1p
n2 +2

+·· ·+ 1p
n2 +n

= 1

例題 2.0.13

note
初學者對於這題的常見誤解是：這每一項都趨近於 0嘛！那麼許多 0加起來也是 0！
在收斂極限式的基本性質當中，寫的是兩個收斂的數列相加後的極限，會等於各自
極限值相加。雖然我們可以以此類推至三個、四個、五個收斂的數列相加，但不能
隨意「類推」到無限多項相加！因為你不知道這無限多個無窮小，會不會逐漸累積
成一個可觀的數。
例如譬如說 lim 1

n +·· ·+ 1
n，有 n 個 1

n，很明顯加起來是 1，所以 lim1 = 1。如果是
lim 1

n +·· ·+ 1
n，有 n2 個 1

n，加起來是 n，所以 limn =∞。而如果是 lim 1
n2 +·· ·+ 1

n2，
有 n 個 1

n2，加起來是 1
n，所以 lim 1

n = 0。所以我們的結論是：光由「無窮多項無窮
小」這件事，我們看不出什麼。
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第 3 章
連續函數與函數的極限

Riemann

只有在微積分發明之後，物理學才成為
一門科學。只有在認識到自然現象是連
續的之後，構造抽象模型的努力才取得
了成功。
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函數的連續性在數學上是很重要的課題，它會影響到許多性質、定理的成立，因此也
是非常有必要討論的。然而函數怎麼樣叫做連續呢？且讓我們先做點直觀上的討論。

圖 (a)看起來就連續不斷。至於圖 (b)出現一個斷點，它在 x = 2時是無定義的。所以
在 x = 2時不連續，在其它地方連續。圖 (c)中在 x = 0及 x = 2處是有定義的，但很明顯
發生斷裂，也是不連續。至於圖 (d)在靠近 x = 0時不斷來回震盪，所以也是不連續。

(a)

2

(b)

2

(c)

2

(d)

圖 3.1: 連續與否的幾種情況

看起來，連續與否似乎是能夠很直觀地去判斷的。但是學習數學，直觀雖說重要，卻
不可過度依賴。數學上常常會有與直觀相悖的事實出現，或者是直觀無法完全說明的事。
例如上圖(d)或許也有人覺得看起來很連續呀，但是我覺得並不連續，那你覺得誰才是對
的？或是像

y =
{

1 , x ∈�
0 , x ∈�\�

有人說它處處都有斷開，所以處處不連續。也有人說因為有理數是稠密的，所以畫出圖
來後，那些 y = 1應該是看起來很連續的。無理數也是稠密的，所以那些 y = 0應該也都
很連續呀！如果你知道他說錯了，你要怎麼反駁他呢？甚至，這些還是考慮函數圖形的情
況，沒給你圖，你能幫我判斷 f (x) =

∞∑
n=0

0.78n cos(3nπx)是否連續嗎？
事實上，在微積分剛發展時，由於大多時候處理的都是連續函數，所以數學家們似是

不曾想過，也沒必要去在意這個問題。直到十八世紀時，開始在物理問題上出現一些不連
續函數，迫使數學家們在微積分的應用上必須面對函數可能不連續的問題。為了不訴諸
直觀、造成爭議的發生，數學家們逐漸在數學中使用形式化的定義取代口語的定義。雖然
形式化的定義會讓同學覺得好像很難讀，但其好處是可以幫助我們精確地下判斷。

從對於圖組 3.1幾種情況的觀察中，我們對於連續下這樣的結論：如果函數 y = f (x)

在 x = a 處連續，那麼首先必須函數值 f (a)是有定義的，再來是在 x = a 的附近，函數值
的趨勢必須是越來越靠近 (a, f (a))這個點。以上若不成立，就是不連續。如果以這個當作
判斷法則，就可以正確地區分出連續與否。然而，這就牽涉到了函數極限的概念。
定義 3.0.1 函數的極限
如果函數 y = f (x)在 x = a 附近有定義，並且隨著 x 越來越靠近、無限地靠近 a 時，
函數值 f (x)隨之越來越靠近、無限地靠近某個值 L，則稱 L為函數在 x 趨近到 a時
的極限。符號上可以記作：當 x → a， f (x) → L。或者是使用 lim符號：

lim
x→a

f (x) = L

有了極限的概念以後，現在可以正式對連續下定義。
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第 3章 連續函數與函數的極限

定義 3.0.2 連續的定義
函數 y = f (x)在 x = a 處連續，若且唯若

lim
x→a

f (x) = f (a)

而如果函數 y = f (x)在區間 I 上的每個點都連續，則稱 f (x)在區間 I 上連續。如果
函數 y = f (x)在整個實數 �上連續，則稱 f (x)處處連續（continuous everywhere）。

別小看這一條式子，表面看似一條，其實是三個條件要成立：
1. 函數值 f (a)有定義
2. 極限 lim

x→a
f (x)存在

3. 上述兩者相等
當然嘛，你要說 A = B，先決條件 A和 B 要先存在，才談得上相等與否。而既然連續的條
件是三者成立，那麼只要其中一個不成立，便是不連續了。例如圖(b)中的 x = 2處是函數
值不存在；圖(c)中的 x = 0處函數值存在但極限不存在；圖(c)的 x = 2處則是函數值與極
限都存在，但兩者不相等；至於圖(d)的 x = 0處，那也是極限不存在。
目前對於連續的定義，算是大概有點概念了，但是現在要先花時間探討函數的極限。

待我們對於求函數極限更為熟習之後，才有辦法進行關於函數連續以及其它課題的探討。

求極限 lim
x→2

1

解 常數函數 y = 1是處處連續的，所以

lim
x→2

1 = 1
2

例題 3.0.1

求極限 lim
x→2

x2

解
畫出拋物線 y = x2，因為拋物線處處連續，在
x = 2處也連續，所以

lim
x→2

x2 = 4
2

(2, 4)

例題 3.0.2

目前你可能還不服氣：「你跟我說連續函數要用極限來定義，現在求極限又說因為連
續所以知道極限值！」以下介紹如何更解析地（analytically）求極限值。不過在此之前，還
須再介紹多點關於連續函數。

一旦認識連續的定義 lim
x→a

f (x) = f (a)，那麼做極限時只要判定函數是連續的，就可以
直接代入，非常方便！哪些函數是連續的呢？基本常見的函數差不多都是連續的：

1. 冪函數 xa a 可以是任意實數
2. 三⻆函數 sin(x)和 cos(x)

http://CalcGospel.in 17
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3. 指數函數 ax

4. 對數函數 loga x

再配合以下這些基本性質：
性質 3.0.1 連續函數的基本性質
若 f (x)與 g (x)皆在 x = a 處連續，c 為一常數，則以下函數也在 x = a 處連續：
1. f (x)± g (x) 2. c · f (x) 3. f (x) · g (x)

4.
f (x)

g (x)
g (a), 0 5. f (g (x))

有了以上這些基本性質，我們就認識了更多連續函數！

求極限 lim
x→1

x4 −5x3 +2

解
因為 y = x4, y = x3 與 y = 2皆是處處連續的，所以將他們作線性組合後所得之

y = x4 −5x3 +2也是處處連續的。因此

lim
x→1

x4 −5x3 +2 = 1−5+2 =−2

例題 3.0.3

求極限 lim
x→π

3

tan(x)

解
y = sin(x)與 y = cos(x)皆是處處連續的，相除後所得之 y = tan(x) = sin(x)

cos(x)
在分⺟

cos(x)不為 0處（x , 2k+1
2 π）都是連續的。因此

lim
x→π

3

tan(x) = tan
(π

3

)= p
3

例題 3.0.4

求極限 lim
x→1

x2 −1

x −1

解
y = x2 −1與 y = x −1皆是處處連續的，相除後所得之 y = x2 −1

x −1
在分⺟ x −1不為

0處…咦？題目正是問 x → 1，會使分⺟為 0之處，所以現在沒辦法直接代入得到極
限值。這種情況，只好對函數作些處理：

y = x2 −1

x −1
因式分解

= (x +1)����(x −1)

���x −1
如果 x −1, 0，就可以消去

=x +1

例題 3.0.5
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我們得到結論，原來的函數其實就是

y =
{

x +1 , x , 1

無定義 , x = 1

所以
lim
x→1

x2 −1

x −1
= lim

x→1
x +1 = 2

2

1

note

函數 y = x2 −1

x −1
與函數 y = x +1並不相等，前者在 x = 1處無定義，後者在整個 �上

都有定義。當我們寫 lim
x→1

x2 −1

x −1
= lim

x→1
x +1，並不是函數相等的意思，而是極限相等。

因為我們是在處理 x → 1時的極限，就是在看：當 x 從不是 1的地方越來越靠近 1

時，函數值 y 是否隨之趨近到一個定值。而函數 y = x2 −1

x −1
在 x 不是 1時，其取值又

完全等於函數 y = x +1，那麼 lim
x→1

x2 −1

x −1
就會等於 lim

x→1
x +1了。

求極限 lim
x→3

x2 +14x −51

x3 −5x2 +4x +6

解
lim
x→3

x2 +14x −51

x3 −5x2 +4x +6
= lim

x→3

XXXX(x −3)(x +17)
XXXX(x −3)(x2 −2x −2)

= lim
x→3

(x +17)

(x2 −2x −2)
= (3+17)

(32 −2 ·3−2)
= 20

例題 3.0.6

note
不必擔心因式分解的問題，一個多項式代 x = 3得到 0，表示一定有 (x−3)這個因式，
這是高一所學的因式定理。已知有因式 (x −3)了，剩下再做除法便可出來。

求極限 lim
x→0

p
4+x −2

x

解

做極限遇到
根號相減的
不定式，通
常使用反有
理化。

lim
x→0

p
4+x −2

x
= lim

x→0

(p
4+x −2

)(p
4+x +2

)
x

(p
4+x +2

) = lim
x→0

4+x −4

x
(p

4+x +2
)

= lim
x→0

Zx

Zx
(p

4+x +2
) = lim

x→0

1p
4+x +2

= 1p
4+0+2

= 1

4

例題 3.0.7
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求極限 lim
x→2

x +5

(x −2)2

解
分⺟趨近 0，會無止盡地小下去。然而分子不是同時趨近 0，而是趨近 7。這種情

況是函數值會無止盡地變大，所以寫

lim
x→2

x +5

(x −2)2
=∞

例題 3.0.8

note
∞並不是一個數，它只是一個用以示意的符號。極限為無限大，意指函數值會無止
盡地變大，不趨向一個定值，所以是極限不存在的一種情況。

求極限 lim
x→2

[x]

解
高斯函數 y = [x] ⻑相如右圖，當 x 趨近到 2 時，
函數值是否會趨向一個定值呢？仔細一瞧，當 x

由 2的左邊趨近到 2時，函數值是趨向 1；當 x由
2的右邊趨近到 2時，函數值卻是趨向 2。這說明
了，當 x 由 2的附近趨近到 2時，函數值並不趨
向一個定值，所以此題是極限不存在。

例題 3.0.9

由上一題的討論，我們可以引進單側極限的概念，在解極限問題時是很好用的。
定義 3.0.3 單側極限
如果函數 y = f (x)在 x = a 的右側附近有定義，並且隨著 x 由 a 的右側無限地靠近
a時，函數值 f (x)隨之無限地靠近某個值 L，則稱 L為函數在 x 趨近到 a時的右極
限。符號上可以記作：當 x → a+， f (x) → L。或者是使用 lim符號：

lim
x→a+ f (x) = L

類似地可定義左極限，符號上記作

lim
x→a− f (x) = L

認識了單側極限，便可以介紹下面這個有用的性質。
性質 3.0.2
若函數 f (x)在 x = a 的兩側附近有定義。則

lim
x→a

f (x) = L 若且唯若 lim
x→a− f (x) = lim

x→a+ f (x) = L
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若 f (x) =
{

x , x ≤ 1

−(x −2)2 +2 , x > 1
，求極限 lim

x→1
f (x)。

解
這個分段定義函數如右圖，當 x 由 1的左邊趨
近 2時，函數值是趨向 1；當 x由 1的右邊趨近
2時，函數值也是趨向 1。用剛剛介紹的性質來
寫就是：因為

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

x = 1

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

[− (x −2)2 +2
]= 1

左右極限皆存在，並且兩者相等，所以 lim
x→1

f (x) = 1。

例題 3.0.10

若 f (x) =
{ −x , x ≤ 0

sin

(
1

x

)
, x > 0

，求極限 lim
x→0

f (x)。

解
這個分段定義函數如右圖，因為當 x 由 0的
右邊趨近 0時，函數值是不斷來回振盪，並
不趨向一個定值的。所以右極限 lim

x→0+
f (x)不

存在，從而極限 lim
x→0

f (x)不存在。

例題 3.0.11

note
f (x)在 x = a 左右由不同表達式來表示時，將 lim

x→a
f (x)拆為左右極限。

求極限 lim
x→1

2x +6

x −1
。

解
乍看之下這題會想回答 lim

x→1

2x +6

x −1
=∞，但是考慮左右極限

lim
x→1+

2x +6

x −1
=∞ lim

x→1−
2x +6

x −1
=−∞

兩者分別趨向正無窮大與負無窮大，不是一起趨向正無窮大，所以這題要回答極限不
存在比較好。

例題 3.0.12

note
趨向無限大是一種極限不存在，但極限不存在不一定是趨向無限大。
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在數列的極限中我們學過夾擠定理，而函數的極限同樣有夾擠定理。

定理 3.0.1 夾擠定理
如果在 x = a 的附近（可以不包含 x = a 本身）滿足 g (x) ≤ f (x) ≤ h(x)，且

lim
x→a

g (x) = lim
x→a

h(x) = L

則有
lim
x→a

f (x) = L

求極限 lim
x→0

x2 sin
( 1

x

)。
解
那個 sin(

1

x
)看起來不太好處理，所以試圖找上下界來使用夾擠定理。首先因為

−1 ≤ sin
( 1

x

)≤ 1

所以
−x2 ≤ x2 sin

( 1

x

)≤ x2

而顯然
lim
x→0

−x2 = 0 = lim
x→0

x2

所以由夾擠定理，我們知道
lim
x→0

x2 sin
( 1

x

)= 0

例題 3.0.13

note
那個麻煩的 sin

( 1

x

)，助我們想到夾擠定理。直接處理原極限式是不可行的，但估個
上下界以後，上下界並不含 sin

( 1

x

)，便容易處理了。

求極限 lim
x→0

x sin
( 1

x

)。
解
仿照上題，因為

−1 ≤ sin
( 1

x

)≤ 1

所以
−|x| ≤ x sin

( 1

x

)≤ |x|

例題 3.0.14
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這裡要注意的是必須
加絕對值，因為 x 會
正負兩側趨向 0 。

而顯然
lim
x→0

−|x| = 0 = lim
x→0

|x|

所以由夾擠定理，我們知道
lim
x→0

x sin
( 1

x

)= 0

y = |x|

y = −|x|

(a) y = x sin
( 1

x
)

y = x
2

y = −x
2

(b) y = x2 sin
( 1

x
)

圖 3.2: 夾擠
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第 4 章
微分學

伏爾泰

微積分是精確的計算和度量某種無從想
象其存在的東西的藝術。
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寫給高中生的微積分簡介 4.1. 微分的定義

4.1 微分的定義
在一條曲線 y = f (x)上取 A、B 兩點，並且拉出線段 AB，這條線便叫割線。如果想求

割線的斜率，這是很容易的。只須拉出水平變化 ∆x和鉛直變化 ∆y，再相除後得到m = ∆y

∆x

A

B

A

B

∆y

∆x

如果是切線呢？有沒有辦法求出它的斜率？如下圖是以 A點為切點的切線：

A

像這種問題，是有其具體意義的，並非只是數學家單純想要在幾何問題上求知。在牛
頓發展微分學的時候，他主要是想解決運動學上的問題。如果你把以上的圖想成是 s − t

圖，也就是說，圖中的函數代表著位置函數。橫軸改看成 t 軸，代表時間 t（time）；縱軸
改看成 s 軸，代表物體的位置。那麼，A點代表在某個時間，物體在某一個位置；B 點代
表另一個時間，物體在另一個位置。當我們拉出割線，並求出斜率 m = ∆s

∆t
。用位置變化

（位移）除以時間變化，求出來的東西就是平均速度。
舉個比喻，你從嘉義開車到台南 1，速度時快時慢。而如果你直接把開車的起點和終

點拉出距離，再除以開車時間，求出來的就是平均速度。平均速度只不過是平均而言，並
不代表每個當下都是這個速度。當你開車時一邊注意儀表板，就會看到每個當下的瞬時
速度。

那如果沒有儀表板怎麼辦呢？如何從 s − t 圖中看出瞬時速度呢？就是求切線斜率！
s − t 圖中的割線斜率代表平均速度；切線斜率代表瞬時速度。
如果再講得更一般一點，這是變化率的問題！平均斜率 m = ∆y

∆x
，這是 y 方向的變化

除以 x 方向的變化。這就是一種變化率，y 對 x 的變化率。平均而言，x 每增加 1單位，
y 會增加 m 單位。至於切線斜率，就是在那一瞬間的 y 對 x 變化率。而就運動學上來說，
所謂速度其實就是位置對時間的變化率，位置變化除以時間變化。你也可以套在人口成
⻑的模型上，假設人口函數 P (t )，那麼你在圖上拉割線斜率，就是人口對時間的變化率，
也就是人口增⻑率。

介紹完求切線斜率的動機，我們來看看切線斜率究竟要如何求出。如果我們在 A 和
B 之間，多標幾個點，並且也都與 A拉割線。可以看出，越靠近 A的點，拉出來的割線越
接近切線。

1 我們假設一路上都是直線開的，以避免探討速度的方向性問題。
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A

B

C

D

我們觀察到：如果讓動點 P 越來越靠近 A點，它拉到 A點
的割線就會越來越接近以 A為切點的切線。於是我們寫：

lim
P→A

∆y

∆x

這樣寫的意思是，看動點 P 趨近到 A時，割線斜率 ∆y

∆x
會趨近

到何值。這樣子求出來的極限，便是切線斜率了！
微分學，就是起源於求切線斜率。這個在 A點的切線斜率，正式地說，我們稱之為：

函數 y = f (x)在 A點的導數（derivative）。

(a, f(a))

(x, f(x))

A

P

f(x)− f(a)

x− a

光是看符號，是沒辦法實際動手求出導數的，現
在來給你導數的定義。首先設 A 點的 x 座標為 a，至
於 y 座標，就寫 f (a) 2。至於動點 P，就設為 (x, f (x))。
這兩個點都設完座標以後，便可寫下

∆y

∆x
= f (x)− f (a)

x −a

這是割線斜率。接著照我們剛剛所說的，使動點 P 趨
近到 A點

lim
x→a

f (x)− f (a)

x −a

這樣求出來的極限值，就會是切線斜率了！
定義 4.1.1 導數的定義
函數 f (x)在 x = a 處的切線斜率，稱為 f (x)在 x = a 處的導數。其定義為

lim
x→a

f (x)− f (a)

x −a

求 y = x2 在 x = 3處的導數。

解
套用導數的定義

lim
x→a

f (x)− f (a)

x −a

寫下
lim
x→3

x2 −32

x −3

y = f (x) = x2，而 f (3)就是把 3代進去得到 32。接著因式分解，再上下約分便有

lim
x→3

(x +3)(x −3)

x −3
= lim

x→3
(x +3) = 6

所以 y = x2 在 x = 3處的導數就是 6。換句話說，y = x2 在 x = 3處的切線斜率為 6。

例題 4.1.1

2y = f (x)，將 x = a 代入。
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(a, f(a))

(a+ h, f(a+ h))

A

P

f(a+ h)− f(a)

h

導數的定義，也有另一種形式。只要我們對動
點 P 的表示方式稍作修改，由 x 改為 a +h，這個 h

其實就是 ∆x 的意思。
此種情況之下，導數的定義

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

h→0

f (a +h)− f (a)

h

定義 4.1.2 導數的定義
函數 f (x)在 x = a 處的切線斜率，稱為 f (x)在 x = a 處的導數。其定義為

lim
x→a

f (x)− f (a)

x −a
= lim

h→0

f (a +h)− f (a)

h

為什麼要多寫另外一種形式？這是因為針對不同的 y = f (x)，我們可以選擇會讓我們
比較好做的形式。

求 y = x2 +2在 x =−1、x = 2、x = 3處的導數。

解
在 x =−1處

lim
h→0

[
(−1+h)2 +2

]− [
(−1)2 +2

]
h

= lim
h→0

h2 −2h

h
= lim

h→0
h −2 =−2

在 x = 2處

lim
h→0

[
(2+h)2 +2

]− [
22 +2

]
h

= lim
h→0

h2 +4h

h
= lim

h→0
h +4 = 4

在 x = 3處

lim
h→0

[
(3+h)2 +2

]− [
32 +2

]
h

= lim
h→0

h2 +6h

h
= lim

h→0
h +6 = 6

例題 4.1.2

在上一題中，我們將不同處的導數都一一寫出。可以發現，計算過程的重複性實在太
高了，寫起來有點累。其實如果我們將導數定義中的 a，暫且改寫成 x，做出來的東西再
去代 −1,2,3，便會省事得多。

lim
h→0

f ( a +h)− f ( a )

h
lim
h→0

f ( x +h)− f ( x )

h

拿上一題來實際操作一次。y = x2 +2，寫下

lim
h→0

f (x +h)− f (x)

h
= lim

h→0

[
(x +h)2 +2

]− [
x2 +2

]
h

= lim
h→0

h2 +2xh

h
= lim

h→0
h +2x = 2x

接著再分別代入 x =−1,2,3，便可以得到 −2,4,6。這樣做是不是省事多了呢？
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我們先將函數 y = x2 +2套在 lim
h→0

f (x +h)− f (x)

h
做出另一個函數 y = 2x，接著再代點。

我們稱 y = 2x 這個函數為 y = x2 +2的導函數 ( derived function )，其意義就好像「切線斜
率函數」。想知道函數 y = x2 +2在 x = a 處的切線斜率？那就將 x = a 代入「切線斜率函
數」！至於 y = x2 +2，我們可以說它是 y = 2x 的原函數 ( primitive function )，或是稱之為
反導函數 ( antiderivative )。將原函數 y = x2 +2求導，得到導函數 y = 2x。
同學常常搞不清楚導數和導函數有什麼分別。導數是一個數值，意義是切線斜率；導

函數是一個函數，意義上來說可稱之「切線斜率函數」。如果我們想求函數 y = x2 +2在
x = 2處的切線斜率，那就是求函數 y = x2 +2在 x = 2處的導數。我們可以先求出它的導
函數 y = 2x，再代入 x = 2，得到 4，便得到我們要的導數。不過，有時還是會將「導函數」
簡稱為「導數」，或許這種簡稱方式是害初學者搞混的原因吧！

至於求出導函數這個動作，則叫求導（differientiate），我們也常稱之為「微分」。不
過，「微分」這個詞，在中文口語中實在有點用途太廣：求導這個動作，我們可以說是微
分，將 y = x2 +2微分後得到導函數 y = 2x；我們也會將導函數說是微分，y = x2 +2的微
分是 y = 2x；還會把導數說是微分，y = x2 +2在 x = 2處的微分是 4；甚至，還有另一個
概念，英文叫 differential，中文也叫微分！這個概念容後介紹。由於中文不分詞性，當你
說「微分」的時候，我們須藉由上下文，來得知你意指為何。

接下來介紹符號。符號的使用在數學發展上扮演著非常重要的⻆色。好的符號可以
讓我們更方便、更容易地去表達、理解、進行操作。舉個例子來說吧，下圖是元代數學家
李治，在其著作《測圓海鏡》中進行幾何的解題。大約清末⺠初以後，數學就全面西化，
不再使用古代數學的表示法了，是否覺得慶幸我們不必學習這種面貌的數學呢？

圖 4.1: 李治《測圓海鏡》
在微積分的發展歷史上，雖然因牛頓的名氣比較大，導致許多不了解的人偏向歸功

於牛頓而非萊布尼茲。但是論到微積分上所用的符號，萊布尼茲所使用的符號卻遠優於
牛頓的符號，相當好用。在十七世紀末，牛頓與萊布尼茲分別發表微積分的想法時，當時
英國由於對於牛頓的盲目崇拜，使他們有好一段時間堅持使用牛頓的符號，這竟使得英
國數學落後歐洲大陸一大截。等到十九世紀初英國人才開始醒過來，引入萊布尼茲符號。

y = f (x)，它的導函數，牛頓記為 ẏ，在 y 的上面標一點。然而這樣的表示法，在我們
現代的數學較少使用！後來十八世紀的法國數學家拉格朗日 ( Lag¢ange )，他使用的符號是
f ′(x)，在右上加一撇。這一撇也可以加在 y 的右上，記為 y ′。至於萊布尼茲，他是將無窮
小的 ∆x 記為 dx、無窮小的 ∆y 記為 dy。這是取拉丁文中的「差」differentia第一個字⺟
d。而 d對應到希臘文，是 δ，δ的大寫是 ∆。∆x 和 dx 都是表達 x 的差，其間區別是後
者是無窮小的差。而切線斜率，就是先寫出割線斜率 ∆y

∆x
，再讓 ∆x 趨近到 0，從而 ∆y 也
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會同時趨近到 0。於是就寫成 dy

dx
！我們可以這樣想：

lim
∆x→0

∆y

∆x
= dy

dx

你看這樣的符號，是否能幫助提醒你切線斜率是拿割線斜率取極限呢？往後我們還會繼
續看到萊布尼茲符號的好處！

定義 4.1.3 導函數的定義
函數 y = f (x)的導函數 f ′(x)，也可記為 y ′或 dy

dx
。其定義為

f ′(x) = lim
h→0

f (x +h)− f (x)

h

若 y = x3 +x2，求 y ′。

解
lim
h→0

[
(x +h)3 + (x +h)2

]− [
x3 +x2

]
h

= lim
h→0

3x2h +3xh2 +h3 +2xh +h2

h

= lim
h→0

3x2 +3xh +h2 +2x +h = 3x2 +2x

y = x3 +x2 的導函數 y ′ = 3x2 +2x。

例題 4.1.3

已知 f ′(0) =−1，求極限 lim
h→0

f (3h)− f (−2h)

h
。

解

此題不適用羅必
達法則，參考本
文 9.3.2

由導數定義， f ′(0) = lim
h→0

f (h)− f (0)

h
= −1。即使 h 前面有係

數，也只要變數代換就處理掉了： lim
h→0

f (k·h)− f (0)
k·h = lim

y→0

f (y)− f (0)

y
=−1。所以將眼前問

題拆解成

lim
h→0

f (3h)− f (−2h)

h
= lim

h→0

(
f (3h)− f (0)

)
−

(
f (−2h)− f (0)

)
h

= lim
h→0

f (3h)− f (0)

h
− lim

h→0

f (−2h)− f (0)

h

對齊係數 =3 · lim
h→0

f (3h)− f (0)

3h
+2 ·

(
f (−2h)− f (0)

)
−2h

=3 · f ′(0)+2 · f ′(0) =−5

例題 4.1.4
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4.2 微分的基本性質
微分是用極限來定義的，所以目前為此，凡是我們想要做微分，就動手求極限問題。

如果極限存在，做出來的結果就是導數或者導函數。

1

2

y

−1 1 2

x

0

圖 4.2: y = |x|

但是有一個問題，極限不見得都存在呀，極限如果不存在怎
麼辦呢？不須想破頭另譬它徑，如果該極限是不存在的，我們就
說它不可導，也就是說曲線在該點沒有切線斜率可言。
一開始探討切線斜率時，我們傾向把曲線想得很平滑，就覺

得好像一定會有切線，用割線逼近切線好像一定是行得通的。事
實上曲線千千萬萬種，絕大部份的曲線都⻑得很奇怪，以致於沒
有切線是很常見的。你聽了也不用太驚恐，雖然現實世界有各種
奇奇怪怪的函數，但會放在微積分課程中的，已經相對來說最簡
單、最好處理的。例如 y = |x|，這條曲線在 x = 0處，是沒有切線可言的。

定義 4.2.1 導數的定義
函數 f (x)在 x = a處的切線斜率，稱為 f (x)在 x = a處的導數。符號上可記 f ′(a)或
dy

dx

∣∣∣∣
x=a
。其定義為

f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)

x −a
= lim

h→0

f (a +h)− f (a)

h

並稱函數 f (x)在 x = a 處可微（或可導）。但此極限若不存在，則稱函數 f (x)在
x = a 處不可微（或不可導）。

回到 y = |x|的例子，我們要怎麼確定它在 x = 0處沒有切線呢？就是把這個極限做一
次，極限不存在就是不可導啦！雖然看圖是還蠻明顯的，但是數學常常發生事實與直觀相
悖的情況，我們在處理數學問題的時候不可以過度仰賴直觀。而且，有時圖只要複雜一
點點，可能每個人的直觀就不盡相同。甚至，題目只給你函數而沒給你圖，你還要去自己
畫嗎？不可能吧！莫說你不見得會畫，你如果會畫，不正是對它有一定的了解才畫得出來
嗎？3換句話說，如果你不知道它可不可以微分，那你如何把它畫得像可微或不可微的特
性呢？最保險的作法是，我們一律套用定義來檢查，以確知究竟可導與否。

函數 y = |x|在 x = 0處是否可導？

解
首先將 y = |x|套入導數的定義，得到

lim
h→0

∣∣h∣∣−|0|
h

由此題可見，確實可以
用做極限的方式來論
證函數不可導。

為了拆絕對值，分別考慮左右極限。右極限

lim
h→0

h −0

h
= 1

例題 4.2.1

3在大一微積分課程中將學到，利用求極限、微分等等諸多手法，來協助手繪函數圖。所以，若非函數本
身太簡單，用畫圖來判斷可微與否，是很詭異的。
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左極限
lim
h→0

−h −0

h
=−1

左右極限的值並不相等，所以此極限不存在，也就是函數 y = |x|在 x = 0處不可導。

定理 4.2.1 可導必連續
如果函數 f (x)在 x = a 處可導，則它在 x = a 處連續。

證
函數 f (x)在 x = a 處可導，則有 f ′(a) = lim

x→a

f (x)− f (a)

x −a
存在。於是

lim
x→a

f (x) = lim
x→a

[
f (x)− f (a)+ f (a)

]
= lim

x→a

[ f (x)− f (a)

x −a
· (x −a)

]+ f (a)

= lim
x→a

f (x)− f (a)

x −a
· lim

x→a
(x −a)+ f (a) = f ′(a) ·0+ f (a) = f (a)

極限值 等於函數值，所以 f (x)在 x = a 連續。

note
若 f ′(a) = lim

x→a

f (x)− f (a)
x−a 不存在，則 lim

x→a

[ f (x)− f (a)
x−a · (x −a)

]= lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a · lim

x→a
(x −a)不

成立。可導之所以保證連續，關鍵就在於這個等式。反過來說，連續不一定可導，前
述之 y = |x|即為一例。

函數 f (x) =
{

1 , x < 0

x , x ≥ 0
， f (x)在 x = 0處是否可導？

解
f (x)在 x = 0處不連續，所以不可導。

例題 4.2.2

在數學上，我們喜歡化繁為簡。對於比較難的問題，先從最基本情況討論起，接著逐步構
造出一些基本性質，慢慢地搭築起困難問題與簡單問題之間的橋樑，以便用已知解決未知。
目前為止，我們用求極限的方式來判定是否可導、可導的話導數為何值，或導函數為何。
所以，現在將探討一些基本性質與簡單的函數求導。學習了這些以後，求導將會更省力！
性質 4.2.1 微分的基本性質
若函數 f (x)、g (x)可導，c、d 為實數。則

1.
(
c · f (x)

)′ = c · f ′(x)

2.
(

f (x)± g (x)
)′ = f ′(x)± g ′(x)

3. 積法則 product rule
(

f (x) · g (x)
)′ = f ′(x) · g (x)+ f (x) · g ′(x)
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4. 倒數法則 reciprocal rule
( 1

f (x)

)′ =− f ′(x)

f 2(x)

5. 商法則 quotient rule
(

f (x)

g (x)

)′
= f ′(x)g (x)− f (x)g ′(x)

g 2(x)

證

1.
(
c · f (x)

)′ = lim
h→0

c · f (x +h)− c · f (x)

h
= c · lim

h→0

f (x +h)− f (x)

h
= c · f ′(x)

note
導數是用極限定的，極限內 c 可以拉到外面，導數內 c 也可拉到外面。

2.
(

f (x)± g (x)
)′ = lim

h→0

f (x +h)± g (x +h)− (
f (x)± g (x)

)
h

= lim
h→0

f (x +h)− f (x)

h
± lim

h→0

g (x +h)− g (x)

h
= f ′(x)± g ′(x)

note
導數是用極限定的，極限內加減可以提到極限外，導數內加減也可提到外面。

3.
(

f (x) · g (x)
)′ = lim

h→0

f (x +h) · g (x +h)− f (x) · g (x)

h

= lim
h→0

f (x +h) · g (x +h)− f (x) · g (x +h)+ f (x) · g (x +h) − f (x) · g (x)

h

= lim
h→0

f (x +h) · g (x +h)− f (x) · g (x +h)

h
+ lim

h→0

f (x) · g (x +h)− f (x) · g (x)

h

= lim
h→0

f (x +h)− f (x)

h
· g (x +h)+ f (x) · lim

h→0

g (x +h)− g (x)

h

= lim
h→0

f (x +h)− f (x)

h
· lim

h→0
g (x +h)+ f (x) · g ′(x)

= f ′(x) · g (x)+ f (x) · g ′(x)

note
1. 使用無中生有法，自己一加一減，目的是為了如下一行所示，湊出導數定義
的極限式。
2. g (x)可導，所以連續，因此極限值等於函數值，才會有 lim g (x +h) = g (x)。
這個認知很重要，千萬不要養成做極限就亂代入的壞習慣！

4.
( 1

f (x)

)′ = lim
h→0

1

f (x +h)
− 1

f (x)

h
= lim

h→0

f (x)− f (x +h)

f (x +h) f (x)

h
= lim

h→0

f (x)− f (x +h)

h

f (x +h) f (x)
=− f ′(x)

f 2(x)

5. 數學上常常在做，用已知解決未知。現在已經證明完積法則還有倒數法則，對於
商法則就不再費力套入極限慢慢搞。相減其實是一種相加（加負號）；相除其實是
一種相乘（乘其倒數）。所以寫 ( f (x)

g (x)

)′ = (
f (x) · 1

g (x)

)′ = f ′(x) ·( 1

g (x)

)+ f (x) ·(− g ′(x)

g 2(x)

)再
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通分即可得 f ′(x)g (x)− f (x)g ′(x)

g 2(x)
。

note
無中生有法以及用已知解決未知的精神，請學習起來。

性質 4.2.2 常數函數的導函數為 0

若 f (x)為常數函數，即 f (x) = c，則導函數 f ′(x) = 0。

這個性質用想的也知道。導數是瞬時變化率，函數值既不變，變化率當然是 0！要用
導數定義去驗證亦不困難：

證
f ′(x) = lim

h→0

f (x +h)− f (x)

h
= lim

h→0

c − c

h
= lim

h→0

0

h
= 0

性質 4.2.3
若函數 f (x) = x，則導函數 f ′(x) = 1。

證
f ′(x) = lim

h→0

f (x +h)− f (x)

h
= lim

h→0

(x +h)−x

h
= lim

h→0

h

h
= lim

h→0
1 = 1

直線 y = ax +b的斜率為 a。任意取其中一點作切線，則所謂切線就是直線 y = ax +b

自己，所以切線斜率就是 a。依我們目前所介紹的性質，可以將這件事用微分寫出來

(ax +b)′ = (ax)′+ b′︸       ︷︷       ︸
( f +g )′= f ′+g ′

= ax ′︸︷︷︸
(c f )′=c f ′

+0 = a · 1︸︷︷︸
x ′=1

= a

性質 4.2.4
若函數 f (x) = x2，則導函數 f ′(x) = 2x。

證
f ′(x) = lim

h→0

f (x +h)− f (x)

h
= lim

h→0

(x +h)2 −x2

h

= lim
h→0

2xh +h2

h
= lim

h→0
2x +h = 2x
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函數 y = 3x2 −5x +9，求其導函數 y ′。

解
y ′ = (3x2 −5x +9)′ = (3x2)′− (5x)+9

=3(x2)′−5x ′+0 = 3 ·2x −5 ·1 = 6x −5

例題 4.2.3

微分的基本性質是這麼好用，使我們只要事先討論過 y = x2, y = x, y = c 分別的求導
公式，就可以快速地求任意二次式的導函數，而不必慢慢地套導數定義、求極限。以下探
討一般正整數次方的情況。
性質 4.2.5
若函數 f (x) = xn ,n = 0,1,2, · · ·，則導函數 f ′(x) = nxn−1。

證

亦可使用二項
式定理來展開
(x +h)n

f ′(x) = lim
h→0

f (x +h)− f (x)

h
= lim

h→0

(x +h)n −xn

h

= lim
h→0

(
(((((((x +h)−x

)(
(x +h)n−1 + (x +h)n−2x +·· ·+xn−1

)
��h

= lim
h→0

(
(x +h)n−1 + (x +h)n−2x +·· ·+xn−1)

= xn−1 +xn−1 +·· ·+xn−1︸                          ︷︷                          ︸
一共 n 個

= nxn−1

note
這裡的關鍵是 an−bn = (a−b)(an−1+an−2b+an−3b2+·· ·+bn−1)。設定 a = x+h, b = x，
就能得到第二行。以下還會不斷地利用到此式，不再一一提醒，請用心體會。

如此一來，不管幾次多項式，都有求導公式了！

函數 y = 2x5 −8x3 +4x2 −πx +6，求其導函數 y ′。

解
y ′ = (2x5)′− (8x3)′+ (4x2)′− (πx)′+6′ = 10x4 −24x2 +8x −π

熟練時可直接寫結果，不必寫出中間的式子。

例題 4.2.4

我們現在有求導公式可套用，可立即作出 (
x5

)′ = 5x4。如果將它拆成 x5 = x2 · x3，可
使用積法則，寫 (

x2 · x3)′ = (x2)′ · x3 +x2 · (x3)′ = 2x4 +3x4 = 5x4

或是寫成 (
x5)′ = (

x7

x2

)′
= 7x6 ·x2 −x7 · (2x)

(x2)2
= 5x4

http://CalcGospel.in 35



寫給高中生的微積分簡介 4.2. 微分的基本性質

無論什麼方式，結果必然相同。而我真正要表達的是，雖然這例子看起來，用別的方式來
寫，是把問題複雜化了，但我們有時要求導時，可先將式子作一番整理，以簡化之後的微
分運算。具體例子，請看以下演示。

函數 y = x +3

x +1
，求其導函數 y ′。

解
先寫

x +3

x +1
= 1+ 2

x +1

這樣可以稍簡化後面的微分運算。因為前項是常數，微分是 0；後項的分子是常數，
所以後項只須套用倒數法則，算起來會比使用商法則來得簡略些：(

1+ 2

x +1

)′ = −2

(x +1)2

例題 4.2.5

函數 y = x2 +3x −1

x +1
，求其導函數 y ′。

解 (x2 +3x −1

x +1

)′ =( (x +1)(x +2)−3

x +1

)′
=

(
x +2− 3

x +1

)′
= 1+ 3

(x +1)2

x +2

x +1
)

x2 +3x −1

−x2 −x

2x −1

−2x −2

−3

例題 4.2.6

目前我們會做 x 的非負整數次方的導函數，那如果是其它次方呢？讓我們來寫寫看。
性質 4.2.6

若函數 y = 1

x
，則導函數 y ′ =− 1

x2。

證

y ′ = lim
h→0

1

x +h
− 1

x

h
= lim

h→0

x − (x +h)

(x +h)x

h

= lim
h→0

−��h

��h(x +h)x
=− lim

h→0

1

(x +h)x
=− 1

x2

性質 4.2.7

若函數 y = 1

x2，則導函數 y ′ =− 2

x3。
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證

y ′ = lim
h→0

1

(x +h)2 −
1

x2

h
= lim

h→0

x2 − (x +h)2

x2(x +h)2

h

= lim
h→0

−2x�h −h �2

x2(x +h)2

��h
= lim

h→0

−2x

x2(x +h)2
= −2

x3

目前看來，當 n =−1,−2時，似乎也能滿足 (
xn

)′ = nxn−1的規律。是否其它負整數次
方也都符合呢？做做看就知道了。
性質 4.2.8
若函數 y = x−n , n ∈�，則導函數 y ′ =−nx−n−1。

證

y ′ = lim
h→0

1

(x +h)n − 1

xn

h
= lim

h→0

xn − (x +h)n

xn(x +h)n

h

= lim
h→0

−��h(xn−1 +xn−2(x +h)+·· ·+ (x +h)n−1)

��hxn(x +h)n
= nxn−1

x2n
= nx−n−1

至此，凡是 x 的整數次方，都有
(
xn

)′ = nxn−1。且讓我們再進一步想，如果次方的部
分不是整數，會不會也成立呢？是的話就太方便了！首先探討有理數次方，第一步先討論
y = p

x 暖暖身。

性質 4.2.9

若函數 y = p
x = x

1
2，則導函數 y ′ = 1

2
p

x
= 1

2
x− 1

2。

證

y ′ = lim
h→0

p
x +h − p

x

h
= lim

h→0

(p
x +h − p

x
)(p

x +h + p
x

)
h
(p

x +h + p
x

)
= lim

h→0

��h

��h
(p

x +h + p
x

) = 1

2
p

x

性質 4.2.10

若函數 y = x
1
m , m ∈�，則導函數 y ′ = 1

m
x

1
m −1。
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證

y ′ = lim
h→0

(x +h)
1
m −x

1
m

h

= lim
h→0

(
(x +h)

1
m −x

1
m

)(
(x +h)

m−1
m + (x +h)

m−2
m x +·· ·+x

m−1
m

)
h

(
(x +h)

m−1
m + (x +h)

m−2
m x +·· ·+x

m−1
m

)
= lim

h→0

(((((((x +h)−x

��h
(
(x +h)

m−1
m + (x +h)

m−2
m x +·· ·+x

m−1
m

)
= lim

h→0

1(
(x +h)

m−1
m + (x +h)

m−2
m x +·· ·+x

m−1
m

)
= 1

mx
m−1

m

= 1

m
x

1
m −1

目前為止，雖然隨著函數⻑相越來越複雜，套用導數定義的過程也隨之越繁。但可以
觀察出，求極限時所用之技巧大同小異。目前對於求導公式 (

xn
)′ = nxn−1，我們已經辛苦

地做出：當次方是整數及正整數的倒數，都是成立的。實際上，次方為任何實數，此規則
都成立。但是現在就此打住，如果要繼續往下做，過程是越加繁雜。

性質 4.2.11 冪函數的求導公式
若函數 y = xn , n ∈�，則導函數 y ′ = nxn−1。

其實，以上並非純粹進行推導，否則數學歸納法可以更快推出。之所以這樣花費許
多篇幅，一方面是作為求極限練習，另外也是為了要強調：所謂求導公式，是我們事先由
導數定義推出來的。許多同學學了一點皮毛，覺得：微分很簡單嘛！不就次方往下掉、次
方減 1嗎？其實那只適用冪函數 xn 的形式：底數是變數，次方是固定的數。若非此形式，
例如指對數、三⻆函數，便不適用！許多修習大一微積分的同學將 (

xx
)′寫成 x ·xx−1，這

便是亂套求導公式！除此之外，例如分段定義函數，我們在交界處必須用導數定義，不能
直接套用求導公式！所以，導數定義是學習微積分本來就必須掌握的技能，並不是我強迫
你在進行無趣的理論推導！以下例子，使用導數定義來求導，可大大簡化計算過程。

函數 f (x) = x

(x +1)(x +2) · · · (x +2021)
，求 f ′(0)。

解
若是先求導函數再代值，套用商法則，那就恐怖了。應該直接使用導數定義

f ′(0) = lim
h→0

f (0+h)− f (0)

h

= lim
h→0

Sh
(h +1)(h +2) · · · (h +2021)

−0

SSh

= 1

1×2×·· ·×2021
= 1

2021!

例題 4.2.7
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4.3 高階導數
微分是一種瞬時變化率的概念。例如在物理的運動學中，考慮位置的變化率，就是速

度。而如果進一步考慮速度的變化率，就是加速度。這也就是說，我們有求出「導函數的
導函數」的實際需求。如果 S(t )是一個位置函數，則其導函數 v(t ) = S′(t )就是速度函數。
而速度函數的導函數 a(t ) = v ′(t )，即是加速度函數。
定義 4.3.1 二階導函數
若 g (x)為 f (x)的導函數，即 f ′(x) = g (x)，且 h(x)為 g (x)的導函數，即 g ′(x) = h(x)，
則稱 h(x)為 f (x)的二階導函數。符號上記作 h(x) =

(
f ′(x)

)′ = f ′′(x)，或者 d2 y

dx2。

初學者對於二階導函數的萊布尼茲記號 d2 y

dx2 較易感到困惑。在一階導函數的記號
dy

dx
中，我們可以視之為 d

dx
y。就是說，有一個運算子 ( operator ) 作用在 y 上面，這

是一個微分運算子 ( differential operator )。例如要對 x4 − 5x2 + 2x + 3 求導，可以寫成
(x4 −5x2 +2x +3)′ = 4x3 −10x +2，也可寫成 d

dx
(x4 −5x2 +2x +3) = 4x3 −10x +2。二階導函

數就是對一階導函數再求導的結果，所以是 d

dx

( dy

dx

)
= d2 y

dx2。

以此類推，又可以繼續寫更高階的導函數，符號整理如下：

一階導函數 y ′ f ′(x)
dy

dx

d

dx
[ f (x)] Dx y Dx f (x)

二階導函數 y ′′ f ′′(x)
d2 y

dx2

d2

dx2 [ f (x)] D2
x y D2

x f (x)

三階導函數 y ′′′ f ′′′(x)
d3 y

dx3

d3

dx3 [ f (x)] D3
x y D3

x f (x)

四階導函數 y (4) f (4)(x)
d4 y

dx4

d4

dx4 [ f (x)] D4
x y D4

x f (x)

...

n 階導函數 y (n) f (n)(x)
dn y

dxn

dn

dxn [ f (x)] Dn
x y Dn

x f (x)

函數 y = f (x) = x5 −3x4 +2x3 −7x2 +x +π，求 f (x)的三階導函數。

解
f ′(x) = dy

dx
= 5x4 −12x3 +6x2 −14x +1

f ′′(x) = d2 y

dx2
= 20x3 −36x2 +12x −14

f ′′′(x) = d3 y

dx3
= 60x2 −72x +12

例題 4.3.1
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第 5 章
微分的應用

伽利略

這本龐大的書 (我指的是宇宙)中寫了自
然哲學，它一直敞開在我們的眼前，但
不首先學會理解它的語言，並識別它書
寫所用的字符，是不能讀懂它的，它是
用數學的語言寫的。
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5.1 求切線與法線

欲寫出直線方程式，只要我們得知其斜率與其中所過一點，便可以寫出來。我們既然
已經學過微分求切線斜率，那麼只要再搭配一個點，就可以寫出切線方程，於是也能順便
求出法線方程式。

性質 5.1.1
若函數 f (x)在 x = a 處可導，點 P

(
a, f (a)

)為其圖形上一點，則以 P 點為切點的切
線方程式為

y − f (a) = f ′(a)(x −a)

若 f ′(a), 0，則法線方程式為

y − f (a) =− 1

f ′(a)
(x −a)

若 f ′(a) = 0，則法線方程式為
x = a

note
1. 在 x = a 處可導，表示 f ′(a)存在，即曲線在 P 點有非鉛直的切線，其切線斜
率為 f ′(a)。

2. 互相垂直的兩條斜直線，兩者斜率互相倒數並差負號。因此只要 f ′(a)不為 0，
法線斜率就是 − 1

f ′(a)
。而若 f ′(a) = 0，即 y = f (x)在 x = a 處有水平切線，則

法線為鉛直線。

函數 f (x) = p
x，求其圖形在 (4,2)處的切線及法線方程式。

解
先求導函數 f ′(x) = 1

2
p

x
，代入

x = 4得到 f ′(4) = 1

4
，因此切線

方程式為

y −2 = 1

4
(x −4)

法線方程式為

y −2 =−4(x −4)

y =
√

x

y − 2 = 1

4
(x− 4)

y − 2 = −4(x− 4)

(4, 2)

例題 5.1.1
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自拋物線 y = x2 −2x +2外一點 A(−1,1)作切線，求切線方程式。

解
函數 f (x) = x2 −2x +2，設切點 P (t , t 2 −2t +2)，

則在 P 點處切線斜率 f ′(t ) = 2t −2、切線方程式 y − (t 2 −2t +2) = (2t −2)(x − t )。
因 A在此切線上，代入 A(−1,1) ⇒ 1− (t 2 −2t +2) = (2t −2)(−1− t ) ⇒ t = 1 or −3

故切線方程式為 y −1 = 0 or y −17 =−8(x +3)。

例題 5.1.2

note
A(−1,1)並不在拋物線上，所以不可將 −1代入 f ′(x)。

求 y = x3 −3x 與 y = x3 −3x +32之公切線方程式。

解
兩個函數的導函數皆為 y ′ = 3x2 −3

設兩切點 (x1, y1), (x2, y2)分別在 y = x3 −3x 與 y = x3 −3x +32，即{
y1 = x3

1 −3x1

y2

因兩點在同一切線上，故

y ′(x1) = y ′(x2)

⇒ 3x2
1 −3 =3x2

2 −3 ⇒ x2 =−x1

⇒ y2 =x3
2 −3x2 +32

= − x3
1 +3x1 +32 x2 =−x1

= − y1 +32 y1 = x3
1 −3x1

得到此關係後，代回斜率表示法
y1 − y2

x1 −x2
=3x2

1 −3

⇒ 2y1 −32

2x1
= x3

1 −3x1 −16

x1
= 3x2

1 −3

⇒ 2x3
1 = −16 ⇒ x1 =−2 ⇒ y1 =−2

故所求為 y +2 = 9(x +2)。

例題 5.1.3

鉛直切線，也可以藉由求導來找出，方式如下。
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性質 5.1.2 鉛直切線
若函數 f (x)在 x = a 處連續，且滿足

lim
x→a

∣∣ f ′(x)
∣∣=∞

則其圖形在 (
a, f (a)

)有鉛直切線 x = a 。

找出函數 f (x) = p
x 圖形的鉛直切線。

解

由導函數 f ′(x) = 1

2
p

x
，可看出 lim

x→0

∣∣ f ′(x)
∣∣= lim

x→0

∣∣∣∣∣ 1

2
p

x

∣∣∣∣∣=∞，故鉛直切線為 x = 0。

這是唯一的鉛直切線，因為若 x0 > 0，則 lim
x→x0

1

2
p

x
= 1

2
p

x0
都是有限的值。

例題 5.1.4

5.2 函數的單調性
微分學雖來自切線斜率問題，但它並不只是單純用在求切線上。其中一個直接的應

用就是分析函數的單調性，也就是遞增或遞減。
定理 5.2.1 函數的單調性
若函數 f (x)在 [a,b]上連續，且在 (a,b)恆有 f ′(x) > 0，則 f (x)在 [a,b]上嚴格遞增。

這件事還挺直觀的，導數即瞬時變化率，如果在一個區間上導數恆正，就是變化率始
終是正的，其趨勢是一直在增加，便為嚴格遞增。

嚴格證明須
用到大學才
學的定理，故
這裡使用直
觀說明。

然而，開區間 (a,b)上 f ′(x) > 0，為什麼不是只能保證 f (x)在 (a,b)上嚴格遞增，而
是保證在更大一點點的區間 [a,b]上嚴格遞增呢？舉 y = x3 為例，其導函數 y ′ = 3x2 在
x , 0處皆正，但它在整個實數上都是嚴格遞增的，無須去掉 x = 0這一點。粗略地解釋當
中緣由，變化率只有在 x = 0為 0，就是說它幾乎一直在增加，只是那麼一瞬之間變化率
為 0。例如我們可以取 x = 0和 x = 0.001來看，y = x3 雖在 x = 0導數為 0，但在 x = 0和
x = 0.001之間，它還是爬升了，因此在 x = 0.001處的函數值，還是比較大。

函數 f (x) = 3x4 −4x3 −12x2 +5在哪些區間嚴格遞增？在哪些區間嚴格遞
減？

解

例題 5.2.1
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導函數 f ′(x) = 12x3 −12x2 −24x = 12x(x +1)(x −2)

故 f (x)在 [2,∞)及 [−1,0]嚴格遞增，
在 [0,2]及 (−∞,−1]嚴格遞減。 −1 0 2

+−+−

證明函數 f (x) = x5 +2x3 +x 無正根。

解
在 x = 0處， f (0) = 0。導函數 f ′(x) = 5x4 +6x2 +1 > 0恆成立，

故 f (x)在 [0,∞)為嚴格遞增，則對於正數 k，必有 f (k) > f (0) = 0，因此無正根。

例題 5.2.2

5.3 函數的凹凸性
為了更深刻了解函數的特性，除了分析函數的遞增遞減

外，還可進一步分析凹凸性。
比方說 y = x3，它處處皆是遞增，但在 x > 0處與 x < 0

處⻑得就是不太一樣。若是作幾條切線來觀察，雖然切線斜
率總是正的，但在左半邊的切線斜率越來越小；右半邊的切
線斜率越來越大。關於右半邊的圖形特徵，我們可以用 y = x2

來進行類比，右半邊就像 y = x2 一樣是往上凹的；至於左半
邊，它就像 y =−x2一樣往下凹。因此，我們可以由切線斜率
的遞增遞減來定義凹凸性。 圖 5.1: 函數的凹凸性

定義 5.3.1 凹凸性
若可微函數 f (x)滿足 f ′(x)在區間 (a,b)上遞增，則 f (x)在 (a,b)為凸 (convex)，或
稱為凹向上 (concave up)；若滿足 f ′(x)在區間 (a,b)上遞減，則 f (x)在 (a,b)為凹
(concave)，或稱為凹向下 (concave down)。

我們已學過利用導數的正負號來看遞增遞減，所以定義又可寫成：

定義 5.3.2 凹凸性
若二次可微函數 f (x)在區間 (a,b)上恆有 f ′′(x) ≥ 0，則 f (x)在 (a,b)為凸，或稱為
凹向上；若在區間 (a,b)上恆有 f ′′(x) ≤ 0，則 f (x)在 (a,b)為凹，或稱為凹向下。

研究這些，就是為了幫助我們了解函數圖形的特性，讓我們對於函數有比較深刻的
了解。我們又想知道函數的凹凸性在何處發生改變，於是有了反曲點的概念。

定義 5.3.3 反曲點
若函數 f (x)在 x = a 處連續，且在 x = a 的兩側凹凸性不同，則稱 (a, f (a))為反曲
點，又稱為拐點。

以上面 y = x3的例子來說，x = 0左右兩側的凹向性不同，所以 (0,0)就是 y = x3的反
曲點。
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除了分析二階導函數 f ′′(x)的正負區間外，大家也常先找二階導數為 0處，這的確好
用，但是這裡要糾正一下常見誤解。

性質 5.3.1
若 (a, f (a))為函數 f (x)圖形的反曲點，則必有 f ′′(a) = 0或 f ′′(a)不存在。

(a, f (a)) 為函數 f (x) 圖形的反曲點，那麼在 x = a 的左右兩側的二階導數異號。
若 f ′′(x)在 x = a 處連續，則必有 f ′′(a) = 0。但 f ′′(x)並不見得連續，所以也有可能 f ′′(a)

不存在。我們來看看一個簡單的具體例子：

f (x) =
{

x2 , x ≥ 0

−x2 , x < 0

則

f ′(x) =
{

2x , x ≥ 0

−2x , x < 0
f ′′(x) =


2 , x ≥ 0

−2 , x < 0�
, x = 0

f ′′(x)在 x = 0處是跳躍間斷點，其左右兩側的二階導數分別正與負，然而在 x = 0處本身
卻不存在二階導數。另外還有個更簡單的例子：y = x

1
3，這個留給你自己檢驗！

note
高中教材往往是說：反曲點處的二階導數必為 0。這樣說也不能算錯，因為高中談
的是多項式函數的微積分，而多項式函數必可微分無限多次，所以不必講二次導數
不存在的情況。但為了避免你觀念根深蒂固，帶入大學去，這裡還是要強調這一點。

note
反曲點與二階導數為 0，兩者是既不充分，也不必要。換句話說，反曲點並不必然
二階導數為 0，這點如前所示；二階導數為 0之處，亦不見得是反曲點，這可以舉
y = x4 為例，明顯 y ′′(0) = 0，但左右兩側都是凸，(0,0)並不是反曲點！

5.4 函數的極值
微分學一個相當重要的應用就是求極值，這在物理學、經濟學、工程、生物學及藥學

等等都有相關應用。比方說造一個固定容量的罐頭，我會想知道如何控制半徑與高最節
省材料；經濟學上有收益函數，我會想知道如何使利潤極大；物理的光學中，光折射走的
是所花時間最少的路徑。諸如以上問題，都是學過微積分的同學可以表演的場合。
定義 5.4.1 函數的最值
若 k 為函數 f (x)定義域中的某一點，並且對函數定義域中任意一點 x，恆滿足

f (k) ≥ f (x)
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5.4. 函數的極值 第 5章 微分的應用

則稱函數 f (x)在 x = k 處取得最大值 f (k)。類似地，t 為 f (x)定義域中的某一點，
並且對函數定義域中任意一點 x，恆滿足

f (t ) ≤ f (x)

則稱函數 f (x)在 x = t 處取得最小值 f (t )。

實用上，許多對象都是連續函數，又經常有個範圍限制。若範圍是個閉區間，連續函
數有個很方便的定理讓我們知道一定有最大最小值：
定理 5.4.1 Weierst¢ass最值存在定理
如果函數 y = f (x)在閉區間 [a,b]上連續，則函數 f (x)在此區間上存在最大值與最
小值。

閉區間這個前提是重要的，例如 f (x) = x 在開區間 (0,1)上並沒有最大最小值；函數
要連續也是重要的，例如 f (x) = 1

x
在 [−1,1]上沒有最大最小值，這就是因為 f (x) = 1

x
並

沒有在 [−1,1]上連續。

1−1

y =
1

x

1−1

note
在介紹函數的連續性時，曾提到連續性是重要的課題，函數的連續性會影響到許多
性質與定理的成立與否，這裡便是一例。

定義 5.4.2 函數的極值
若 k 為函數 f (x)定義域中的某一點，並且對函數定義域中 x = k 附近 任意一點 x，
恆滿足

f (k) ≥ f (x)

則稱函數 f (x)在 x = k 處取得極大值 f (k)。類似地，t 為 f (x)定義域中的某一點，
並且對函數定義域中 x = t 附近任意一點 x，恆滿足

f (t ) ≤ f (x)

則稱函數 f (x)在 x = t 處取得極小值 f (t )。

目前我們區分了最值與極值。最大值，又可稱為絕對極大值 ( absolute maximum )，
它是全域最大的函數值；極大值，又可稱為局部極大值 ( local maximum )或相對極大值 (
relative maximum )，它僅是其附近來說較大的，但可能不是在全域中最大。
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定理 5.4.2 費馬極值定理
a 為函數 f (x)定義域中的內點，若函數 f (x)在 x = a 處取得極值，並且在 x = a 處
可導，則必有 f ′(a) = 0。

note
1. 對於定義域的內點 a，若是 f ′(a)正或負，表示函數在 x = a處嚴格遞增或嚴格
遞減，那就不會是極值。

2. 請注意敘述邏輯，不可反過來說，若 f ′(a) = 0則在該處取得極值。例如下圖
左，函數 f (x) = x3， f ′(0) = 0，但 x = 0處並非極值。

3. 說 f ′(a) = 0，那是在 f (x)於 x = a處可導的前提下，也有可能該點是不可導的。
例如 f (x) = |x|，在 x = 0處有極小值，但 f ′(0)不存在。

4. 若 a 不是內點，而是邊界，便不成立。如下圖右，邊界 x =−1及 x = 1處。

1−1 1−1

有了費馬極值定理，我們可以找出存在極值的「嫌疑犯」：導數為 0處、不可導處、邊
界，其中前兩者稱為臨界點 (critical point)。但這些只是嫌疑犯，不見得就是極值，我們還
須要進一步檢定到底是不是極值。檢定的方法有三個，分別是一階檢定法、二階檢定法以
及代點檢定法。其中前兩個方法是正確的，而第三種是錯誤的。錯的我講來幹嘛？我不是
無聊，是提醒你避免此種常犯錯誤，很多人代 x = a 的左右邊各一個點，都比 f (a)還小，
就說 f (a)是極大值。a 附近的點有無限多個，你代有限個點不能說明什麼。

5.4.1 一階檢定法
若是函數 f (x)在 x = a左方嚴格遞增、在 x = a右方嚴格遞減，那麼顯然 f (x)在 x = a

處取得極大值；若 f (x)在 x = a左方嚴格遞減、在 x = a右方嚴格遞增，那麼顯然 f (x)在
x = a 處取得極小值。而我們又學過利用導數的正負號來研究遞增遞減，因此我們可以透
過分析 f ′(x)在 x = a 附近的正負，來確定是否極值、是極大還是極小。

定理 5.4.3
設 c 為區間 I 的內點，函數 f 在區間 I 上連續且在 I 上 c 的附近可導（ f 在 c 本身
可以不可導），則

1. 若在 c 的左側有 f ′(x) < 0，在 c 的右側有 f ′(x) > 0，則 f (c)是 f (x)在 I 上的
相對極小值。

2. 若在 c 的左側有 f ′(x) > 0，在 c 的右側有 f ′(x) < 0，則 f (c)是 f (x)在 I 上的
相對極大值。

3. 若 f ′(x)在 c 的兩側同號，則 f (c)既不是極大值也不是極小值。
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求函數 f (x) = x3 −3x2 +1在 [−2,3]上的最大最小值。

解
端點的函數值為 f (−2) =−19及 f (3) = 1

導函數 f ′(x) = 3x2 −6x = 3x(x −2)

故在 x = 0處有極大值 f (0) = 1

x = 2處有極小值 f (2) =−3

因 f (−2) < f (2)，最小值為 f (−2) =−19，最大值為 f (0) =
f (3) = 1。

0 2

+−+

例題 5.4.1

求函數 f (x) = |x|的極大極小值。

解
注意

f (x) = |x| =
{

x , x ≥ 0

−x , x < 0
⇒ f ′(x) =

{1 , x > 0�
, x = 0

−1 , x < 0

故 f (x)在 x = 0處有極小值 f (0) = 0。

例題 5.4.2

5.4.2 二階檢定法
對於一階導數為 0處，若該點位於曲線凹向下的部分，則該點為極大；若位於凹向下

部分，該點為極小。如下圖所示。

而我們又學過以二階導數的正負號來判定凹凸性，於是就有了土尖原理：
定理 5.4.4 土尖原理
二次可導函數 f (x)滿足 f ′(k) = 0，則

1. 若 f ′′(k)為+，則 f (x)在 x = k 處有極小值
2. 若 f ′′(k)為−，則 f (x)在 x = k 處有極大值

其中−、+形成一土字，小、大形成一尖字。

但是在二階導數為 0 處，是暫時沒有結論的。下圖有三個例子，他們都有 f ′(0) =
f ′′(0) = 0，但非極值、極小值、極大值都有可能。
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f(x) = x3

f(x) = x4

f(x) = −x4

於是二階檢定法的流程可整理如下：

求極值流程

f ′(k) = 0

f ′′(k) > 0 極小值

f ′′(k) < 0 極大值

f ′′(k) = 0 ？

f ′(k)不存在

[a,b]端點 a、b

勿以為一階
導數、二階導
數皆為 0 處
是反曲點。

求函數 f (x) = x3 −3x2 +1在 [−2,3]上的最大最小值。

解
端點的函數值為 f (−2) =−19及 f (3) = 1

導函數 f ′(x) = 3x2 −6x = 3x(x −2)、二階導函數 f ′′(x) = 6x −6 = 6(x −1)

解 f ′(x) = 0得 f ′(0) = f ′(2) = 0，代入二階導函數得 f ′′(0) < 0、 f ′′(2) > 0。
故在 x = 0處有極大值 f (0) = 1、x = 2處有極小值 f (2) =−3

由於 f (−2) < f (2)，故最小值為 f (−2) =−19、最大值為 f (0) = f (3) = 1。

例題 5.4.3

求函數 f (x) = x3 −x5 極大極小值。

解
f ′(x) =3x2 −5x4 = x2(3−5x2)
f ′′(x) =6x −20x3 = 2x

(
3−10x2) 奇函數

解 f ′(x) = 0得 x = 0,±
√

3
5，代入 f ′′(x)得

f ′′(−√
3
5

)=−2
√

3
5 · (3−6) > 0, f ′′(0) = 0, f ′′(−√

3
5

) = − f ′′(√
3
5

)> 0

故在 x =−
√

3
5 處有極小值 f

(−√
3
5

)=− 6
25

√
3
5；

而 x =
√

3
5 處有極大值 f

(−√
3
5

) =− f
(√

3
5

)= 6
25

√
3
5；x = 0處無法判定。

例題 5.4.4
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第 6 章
積分的定義與性質

清代數學家華蘅芳

論各種算學，不外乎加減乘除。余作《學
算筆談》，從算學之至淺者起，由漸而深。
至第十卷而論微分，第十一卷而論積分，
已達今日算學中極深之事矣。微積之外
或能更有他種算學深妙干此，亦未可知
也。當今之世尚未能有其書，須俟後之
算學家創之，非余之所及見矣。
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6.1 積分的定義
積分學源自於求面積的問題，我們已經學過許多求面積的問題。⻑方形、平行四邊

形、梯形、三⻆形以及其它多邊形等等，這些都是由直線段所圍成的，算是比較容易計算。
但是如果由曲線所圍，就沒這麼簡單了。

現在有一個在區間 [a,b]上的函數，我們要討論它在 [a,b]區
間上的曲線下面積。為了簡化討論，我們先假定此函數在 [a,b]

上非負，接著再討論更複雜的情況。現在我們不知道怎麼算，但
還是一樣，試圖藉由已知來突破未知。首先將它切成四個子區間，
然後每個子區間中都畫個⻑方形，每個子區間中都取函數最大值
為⻑方形的高。這樣算出來的東西，我們稱之為上和，符號記為
Un，n是切出的子區間數。上和會比欲求的曲線下面積多出一點。

a b

圖 6.1:

如果在剛剛的過程中，改取函數最小值為⻑方形的高。這樣算出來的東西，我們稱之為
下和，符號記為 Ln。下和會比欲求的曲線下面積少一點。

a b

(a)上和U4

a b

(b)下和 L4

圖 6.2: 上下和 n = 4

如果計算上下和時，切成更多子區間，比方說現在切成七個子區間，那麼上下和與實
際面積之間的誤差就會更小。

a b

(a)上和U7

a b

(b)下和 L7

圖 6.3: 上下和 n = 7

更進一步，切成十六個子區間，那麼上下和與實際面積之間的誤差就會更小。隨著這
流程這樣越切越細，上下和與實際面積就越來越接近。
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a b

(a)上和U16

a b

(b)下和 L16

圖 6.4: 上下和 n = 16

如果 f (x)在 [a,b]上有正有負，還是可以套用一樣流程，只是在 f (x) < 0的範圍，算
出來的「矩形面積」會是負的，這因為我們拿 f (x)函數值當高。

a b

(a)上和U16

a b

(b)下和 L16

圖 6.5: 上下和
所以，我們須將曲線下面積定為有號面積 ( signed area )。

定義 6.1.1 有號面積
若函數 f (x)在區間 I1 上為正、在區間 I2 上為負，則 f (x)在 I1 上的曲線下面積為
正、在 I2 上的曲線下面積為負。

a b

+ +

−

定義 6.1.2
若 f (x)在閉區間 [a,b]上有定義，f (x)在 [a,b]的曲線下面積為 A，在 [a,b]取出分
割點：a = x0 < x1 < ·· · < xn−1 < xn = b，將 [a,b]分割成等寬的 n 個子區間，每個子
區間寬度為 ∆xi = xi − xi−1 = b −a

n
。若 f (x)在第 i 個子區間中的最大值發生在 xi

⋆、
最小值發生在 xi⋆，則上和Un 與下和 Ln 定義為

Un =
n∑

i=1
f (xi

⋆ )∆x =
n∑

i=1
f (xi

⋆ )
(b −a

n

)
Ln =

n∑
i=1

f (xi⋆ )∆x =
n∑

i=1
f (xi⋆ )

(b −a

n

)
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我們學過夾擠定理，現在既然 Ln ≤ A ≤Un 必然成立，那麼只要上下和有相同極限，
就可以推出曲線下面積。在十七世紀微積分尚在發展的階段，數學家們將曲線想得太美
好，以為上下和一定會有相同極限，後來才發現其實有許多函數，它們的上下和並不會有
相同極限，才意識到函數可積性 ( integrability )的問題。所幸在高中我們還不用討論這種
問題，即使在大一微積分課程對此也著墨不多，我們不必耗費太多功夫研讀可積性問題。
定義 6.1.3
若上和Un 與下和 Ln 有相同的極限 L，則根據夾擠定理，曲線下面積 A也會等於 L。
此時稱函數 f (x)在 [a,b]上可積 ( integrable )，並將此曲線下面積表為

A =
∫ b

a
f (x) dx

萊布尼茲將拉丁文中的⻑ s（「和」的拉丁文 summa第一個字⺟），作為積分的符號∫
。而隨著 n →∞，子區間寬度 ∆x → 0，便將其寫成 dx 。

lim
n→∞

n∑
i=1

f (x⋆
i ) ∆xi

⇓
∫ b

a
f (x) dx

所謂的積分，其實就是連續的加。離散的加法是 ∑；連續的加法是 ∫
。微積分的創造，是

一種離散到連續的飛躍。自此，若離散情況欲類推至連續情況，就經常與微積分有關。比
方說幾個質點求質心，使用 ∑；整個物體求質心，使用 ∫

。定力或是一次函數變力作功，
求⻑方形或梯形面積；更複雜的變力作功，使用

∫
求曲線下面積。在一個均勻向量場 (重

力場、磁場等等)中移動，直接作向量內積 (重力或磁力與位移內積)；若是向量場並不均
勻，譬如說磁場中各處的磁力不盡相同，那就用到更困難的向量積分。

離散 連續
數列 函數

xk x

∆xk dx

Σ
∫

∆F (xk )

∆xk

dF (x)

dx

求曲線 y = x2 與 x = 0、x = 1及 x 軸所圍區域面積。

範圍是 x = 0到 x = 1，全⻑ 1−0 = 1，每個子區間寬度為 ∆x = 1−0

n
= 1

n
。由於函數

f (x) = x2 在區間 [0,1]上遞增，求上和時每個子區間都是取最右端的點、求下和時每

例題 6.1.1
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個子區間都是取最右端的點。於是

上和Un = 1

n
·
[( 1

n

)2 + ( 2

n

)2 +·· ·+ (n

n

)2
]

= 1

n3
· (12 +22 · · ·+n2)= 1

n3
· n(n +1)(2n +1)

6

下和Ln = 1

n
·
[( 0

n

)2 + ( 1

n

)2 +·· ·+ (n

n

)2
]

= 1

n3
· (02 +12 · · ·+n2)= 1

n3
· (n −1)n(2n −1)

6

於是就有
lim

n→∞Un = 2

6
= 1

3
= lim

n→∞Ln

便知所求面積為 1

3
。

做積分有四道流程：切割、取樣、求和、取極限。由上題中看來似乎有些麻煩，其實
這題已經是非常非常簡潔了！畢竟它只有單項。要是面對更多項，甚至是負數次方、指對
數、三⻆函數，這些做起來可就是大麻煩了！幸好，牛頓、萊布尼茲提出微積分基本定理，
讓我們在許多時候處理積分問題不必這麼麻煩。

6.2 積分的性質
由於積分是在求面積，我們可以利用一些直觀上對面積的理解，列出積分的性質1。

當我們熟悉這些性質，也對之後做積分問題大有幫助。

性質 6.2.1 積分的性質
若實數 a,b,c 滿足 a < b < c，函數 f (x), g (x)皆在區間 [a,b]可積，k 為一實數。則

1.
∫ a

a
f (x) dx = 0

2.
∫ b

a
f (x) dx +

∫ c

b
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx

3.
∫ a

b
f (x) dx =−

∫ b

a
f (x) dx

4.
∫ b

a
f (x)± g (x) dx =

∫ b

a
f (x) dx ±

∫ b

a
g (x) dx

5.
∫ b

a
k · f (x) dx = k

∫ b

a
f (x) dx

6. 若 f (x) ≥ g (x)在 (a,b)上恆成立，則
∫ b

a
f (x) dx ≥

∫ b

a
g (x) dx

7. 若 f (x) ≥ 0在 (a,b)上恆成立，則
∫ b

a
f (x) dx ≥ 0

1當然也可以進行數學上的證明，但這裡不下此麻煩的功夫。
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1. 從 x = a 到 x = a 的曲線下面積，寬度是 0，所以面積也是 0。

a

惠施曾云：「無厚，不可積也，其大千里。」其謂此歟！
2. 兩段積分再相加，等於一口氣整段積分。

a cb

3. 利用 2.∫ b

a
f (x) dx +

∫ a

b
f (x) dx =

∫ a

a
f (x) dx = 0 ⇒

∫ a

b
f (x) dx =−

∫ b

a
f (x) dx

4. 先加減再積分等於先積分再加減

y = f(x)

y = g(x)

y = f(x) + g(x)

a b

5. 先某倍再積分等於先積分再某倍

y = f(x)

y = 0.4 · f(x)

a b

6. 較大的函數，曲線下面積較大

y = f(x)

y = g(x)

a b

7. 恆非負的函數積分也非負，在上一個性質取 g (x) = 0就知了。
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別輕看這些看起來很簡單好懂的基本性質，他們很有用的。假設知道
∫ b

a
xm dx =

bm+1−am+1

m+1 ，雖然是單項的，但有了上面性質，那麼任意多項式都能套用了！

求積分
∫ 3

1
x2 −x +1 dx。

解 ∫ 3

1
x2 −x +1 dx =

∫ 3

1
x2 dx −

∫ 3

1
x dx +

∫ 3

1
1 dx

= 33 −13

3
− 32 −12

2
+ 31 −11

1

= 26

3
−4+2 = 17

3

例題 6.2.1

另一例如下題這個估值。

證明 1 ≤
∫ 1

0

x4 +1p
x5 +1

dx < 6

5
。

解

x4 +1p
x5 +1

<x4 +1 原式分⺟比 1大

⇒
∫ 1

0

x4 +1p
x5 +1

dx <
∫ 1

0
x4 +1 dx =

∫ 1

0
x4 dx +

∫ 1

0
1 dx = 15 −10

5
+1 = 6

5

另一個方向，若能說明 x4 +1p
x5 +1

≥ 1在 [0,1]上恆成立，便有 1 ≤
∫ 1

0

x4 +1p
x5 +1

dx。所以

x4 +1p
x5 +1

≥ 1 ⇔ x4 +1 ≥
√

x5 +1 ⇔ (
x4 +1

)2 ≥ x5 +1

⇔x8 +2x4 +1 ≥ x5 +1 ⇔ x8 +2x4 ≥ x5

由於 x4 ≥ x5 在 [0,1] 上恆成立，故 x8 + 2x4 ≥ x4 ≥ x5 在 [0,1] 上恆成立，便可推得
x4 +1p

x5 +1
≥ 1在 [0,1]上恆成立，故 1 ≤

∫ 1

0

x4 +1p
x5 +1

dx。

例題 6.2.2

在上一題中，你不可能手算出其精確積分值。但是我們透過簡單估計上下界，就知道
積分值在 1到 1.2之間。雖然還是不知道精確值，起碼有個範圍。

性質 6.2.2 奇偶性
若函數 f 在 [−a, a]上為可積的奇函數，函數 g 在 [−a, a]上為可積的偶函數。則有

1.
∫ a

−a
f (x) dx = 0

2.
∫ a

−a
g (x) dx = 2

∫ a

0
g (x) dx
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這是由於奇函數與偶函數的對稱性，使我們知道
∫ 0

−a
f (x) dx = −

∫ a

0
f (x) dx，及∫ 0

−a
g (x) dx =

∫ a

0
g (x) dx，於是便有上述結果。

求積分
∫ 1

−1
13x3 +3x2 −7x +1+ sin(x) dx。

解
首先將被積分函數拆為 f (x) = 13x3 −7x + sin(x)及 g (x) = 3x2 +1，其中 f (x)是奇

函數、g (x)是偶函數。故所求為∫ 1

−1
f (x)+ g (x) dx =

∫ 1

−1
f (x) dx +

∫ 1

−1
g (x) dx

=0+2
∫ 1

0
g (x) dx

=2
∫ 1

0
3x2 +1 dx

=2
[
x3 +x

]1
0 = 4

例題 6.2.3
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第 7 章
微積分基本定理

Devlin

微積分是連續運動和變化模式的研究。17
世紀牛頓和萊布尼茲發明了微積分，為
科學家提供了描述連續運動的一種數學
上的精確方法。
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7.1 微積分基本定理第一部分
微分學探討切線斜率，而積分學求面積，看起來是兩回事。然而在微分與積分正被數

學家們不斷研究的過程中，某些敏銳的數學家，例如牛頓的老師 Issac Bar¢ow，已經隱約察
覺此二者之間似乎有互逆的關係。後來牛頓與萊布尼茲，不但都系統性地發展微分與積
分，並且也提出了二者之間的互逆關係，由此奠定了微積分學的重要基石。

在一開始討論積分的時候，我們要進行分割、取樣、求和、取極限的步驟，有時候還
要搭配和差化積公式、有時候要改變分割方式，或者改變取樣方式。如此耗費工夫又難
寫，等你做完一題積分，秦始皇都已經把萬里⻑城蓋好了。然而當我們看出積分與微分的
互逆性以後，我們便可以將積分問題的大麻煩（分割、取值、求和、取極限），變為小麻
煩（求出反導函數再代值）。仍可能很不好做，但已經簡化不少。

微積分基本定理分為兩個部分，為了討論第一個部分，我們先來認識一種函數：

F ( x ) =
∫ x

a
f (t ) dt

可之稱為變限函數，照字面看是「變數放在積分上限」的意思。將函數寫成這德性，就
是說現在有一個新函數 F，姑且稱之為面積函數，它是由 f 的曲線下面積定的。為了不致
變數混淆，先把 x 軸改稱 t 軸，接著畫 y = f (t )。我們現在對 f 做積分，起點是固定的 a，
終點則是會變動的 x。x 的改變導致曲線下面積改變，這就是 F (x) =

∫ x

a
f (t ) dt 的意義。

y

t

y = f (t )

a x

圖 7.1: 變限函數
以下再用一个比喻，來助你理解這個函數的意義，以及微積分基本定理的意思。
假設你早上九點開始唸書。唸書效率總是有高有低的， f (t )就是你的唸書效率函數。

唸書效率乘以唸書時間，就是唸書成果。但因為現在唸書效率函數是曲線，不是固定的，
所以沒辦法直接乘，而是唸書效率函數這條曲線下的面積。如果你讀到下午三點，那麼你
的唸書成果就是

F (15) =
∫ 15

9
f (t ) dt

f (t )從 t = 9到 t = 15之間的曲線下面積。如果你讀到晚上九點，那麼你的唸書成果就是

F (21) =
∫ 21

9
f (t ) dt

f (t )從 t = 9到 t = 15之間的曲線下面積。一般來說，F (x)就是你從早上九點，也就是
t = 9，唸書唸到 t = x 的時候，這期間所累積的唸書成果。
假設現在你已經很累了，正在考慮要不要去睡覺。你心想，如果現在多唸一小段時

間，所造成的唸書成果變化率還蠻大的話，那就先撐著。如果很小，那還是先休息好了。
多唸一小段時間，所造成的唸書成果變化率，這不就是將 F (x)微分嗎？也就是說，如

果現在是晚上十點，那麼此時多唸一小段時間，所造成的唸書成果變化率，就是 F ′(22)。
在 t = x 時多唸一小段時間，所造成的唸書成果變化率，就是 F ′(x)。
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可是話說回來，什麼叫做「多唸一小段時間所造成的唸書成果變化率」呢？說穿了不
就是唸書效率嗎？也就是說，F ′(22)根本就是 f (22)；F ′(x)根本就是 f (x)。如果你能理解
我在說什麼，這其實就是微積分基本定理的第一部份了！
定理 7.1.1 微積分基本定理第一部分
若 f 在 [a,b]上連續，則 F (x) =

∫ x

a
f (t ) dt 在 [a,b]上連續且在 (a,b)上可導：

F ′(x) = d

dx

∫ x

a
f (t ) dt = f (x), ∀x ∈ (a,b)

求以下函數的導函數：

(1)
∫ x

1
sin(t 2) dt (2)

∫ x

0
t 4 −3t +3 dt

(3)
∫ x

0
sin(cos(t )) dt (4)

∫ x

1

√
t 3 − t 2 +55 dt

解
全都太容易了！要對 F (x)求導，只須將 x 直接代入 f (t )之中即可：

(1) sin(x2) (2) x4 −3x +3

(3) sin(cos(x)) (4)
p

x3 −x2 +55

例題 7.1.1

d

dx

∫ 1

x
sin(t 2) dt

解
現在變數⻑在積分下限，怎麼辦呢？很簡單，只要利用積分的性質

d

dx

∫ 1

x
sin(t 2) dt = d

dx

(
−

∫ x

1
sin(t 2) dt

)
=−sin(x2)

例題 7.1.2

7.2 微積分基本定理第二部份
我們平常更常用到的，是微積分基本定理的第二部分。
定理 7.2.1 微積分基本定理第二部分
若函數 f 在 [a,b]上連續，且函數 F 在 [a,b]上是 f (x)的反導函數之一。亦即

F ′(x) = f (x), x 在 [a,b]上

那麼 ∫ b

a
f (x) dx = F (x)

∣∣∣b

a
= F (b)−F (a)
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有了微積分基本定理第二部份以後，我們不必每次積分都在做分割、取值、求和、取
極限。只要想辦法找出被積分函數的反導函數之一後，再代入上下限並相減即可。所謂
「之一」意思是，x2 +7的導函數是 2x，x2 −89的導函數也是 2x。基本上對於任何常數 C，

x2 +C 的導函數都是 2x。所以 2x 的反導函數有無窮多個，都是 x2 +C。寫哪一個都可以，
反正相減就減掉了。通常是不寫，不寫其實就是取 C = 0的意思。

∫ 3

1
x2 dx

解
由於 x3

3
的導函數即是 x2，這就是說 x2 的反導函數之一是 x3

3
。所以

∫ 3

1
x2 dx = x3

3

∣∣∣∣3

1
= 33

3
− 13

3
= 26

3

例題 7.2.1

一般而言，冪函數 xn 的導函數為 nxn−1，反過來說，nxn−1 的反導函數為 xn 。
性質 7.2.1

對於 n ,−1，xn 的反導函數為 xn+1

n +1
+C 。

反導函數的用處，就是利用微積分基本定理第二部分來求出積分。

性質 7.2.2
對於 n ,−1， ∫ b

a
xn dx = xn+1

n +1

∣∣∣∣b

a
= bn+1 −an+1

n +1

note
1

x
的反導函數須大學才學到，故高中尚無法處理

∫
1

x
dx 。

微積分基本定理的第一部份
d

dx

∫ x

a
f (t ) dt = f (x)

就好像是說，如果先將函數 f 做積分，之後再微分，就會回到 f。至於微積分基本定理的
第二部份 ∫ b

a
F ′(x) dx = F (b)−F (a)

則好像是說，如果先將函數 F (x)微分，之後再積分，就會回到 F。我們將此二部份合起
來看，就變成了：

微分與積分是互逆的操作！！！
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Albert Einstein

上帝才不在乎我們的數學困難，他老練
地用積分在行事。
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8.1 曲線間所圍面積

−2 0 1

+−+−

圖 8.1:

積分可求出有號面積，那麼若要求區域所圍面積，可分
析 f (x) 的正負區間，遇到負的就用減的。例如若要求由曲線
y = x3 + x2 −2x 與 x 軸圍成區域的面積，作出函數圖如右，得知
在 −2到 0這範圍是正的、0到 1是負的。故所求為∫ 0

−2
x3 +x2 −2x dx −

∫ 1

0
x3 +x2 −2x dx

=
(1

4
x4 + 1

3
x3 −x2

)∣∣∣∣0

−2
−

(1

4
x4 + 1

3
x3 −x2

)∣∣∣∣1

0

=0− (
4− 8

3
−4

)− (1

4
+ 1

3
−1

)+0 = 8

3
+ 5

12
= 37

12

這樣便成功地求出曲線與 x 軸所圍區域面積。現在回頭審視剛剛的做法，我們一開始畫
出函數圖形，藉此判斷正負區間，然而有些同學卻卡在不知道如何畫函數圖。做問題的時
候，要明確哪些是主要目的、哪些是次要目的，哪些是藉以達成目的的手段。在這裡，畫
出函數圖根本不是我們的目的，我們所需要的資訊不過是函數的正負區間，畫圖只是用
來判斷正負的一種手段。要判斷正負並不一定就要畫出圖來，如果不會畫，就不要畫了！

−2 0 1

+−+−

以本例來說，其實只要分析

x3 +x2 −2x = x
(
x2 +x −2

)= x(x +2)(x −1)

按照高一所學，簡單分析出正負區間如右圖就好。
用更簡潔的手法來說，曲線 y = f (x)與 x 軸所圍面積和曲線 y = ∣∣ f (x)

∣∣與 x 軸所圍面
積根本就是一樣的！那我就可以這樣說：
性質 8.1.1 曲線與 x 軸所圍面積
曲線 y = f (x)與 x 軸、x = a、x = b所圍面積為∫ b

a

∣∣ f (x)
∣∣ dx

若 f (x) = 0的最小最大實根分別為 α,β，則曲線 y = f (x)與 x 軸所圍面積為∫ β

α

∣∣ f (x)
∣∣ dx

y = f(x)

−2 0 1

+−+−

(a)

y = |f(x)|

−2 0 1

++++

(b)

圖 8.2:
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求函數 x3 +x2 −2x 與 x 軸圍成區域面積。
解

f (x) = x3 +x2 −2x = x(x −1)(x +2)
−2 0 1

+−+−

故所求為 ∫ 1

−2

∣∣ f (x)
∣∣ dx =

∫ 0

−2
x3 +x2 −2x dx −

∫ 1

0
x3 +x2 −2x dx

=
(

1

4
x4 + 1

3
x3 −x2

)∣∣∣∣∣
0

−2

−
(

1

4
x4 + 1

3
x3 −x2

)∣∣∣∣∣
1

0

=0−
(
4− 8

3
−4

)
−

(
1

4
+ 1

3
−1

)
+0

= 8

3
+ 5

12
= 37

12

例題 8.1.1

note
這個函數圖形如下：

−2 0 1

+−+−

但在解題過程中是不需要畫出來的，我們需要的資訊只不過是函數取值的正負區間。

將曲線 y = f (x)與 x 軸所圍面積表為
∫ b

a

∣∣ f (x)
∣∣ dx，並不只是為了表達起來比較簡潔

而已。現在，我們可以輕易地推廣到兩曲線所圍區域面積。
性質 8.1.2 兩曲線所圍區域面積
曲線 y = f (x)與 y = g (x)、x = a、x = b所圍面積為∫ b

a

∣∣ f (x)− g (x)
∣∣ dx

若 f (x) = g (x)的最小最大實根分別為 α,β，則曲線 y = f (x)與 y = g (x)所圍面積為∫ β

α

∣∣ f (x)− g (x)
∣∣ dx

可見，曲線 y = f (x)與 x 軸所圍面積只不過是 g (x) = 0的特殊情況罷了。

求曲線 y = x(x −2)2 與曲線 y = 2x(x −2)圍成區域面積。例題 8.1.2

http://CalcGospel.in 65



寫給高中生的微積分簡介 8.1. 曲線間所圍面積

解

20 4

+−+−

設 f (x) = x(x −2)2, g (x) = 2x(x −2)

⇒ f (x)− g (x) = x(x −2)2 −2x(x −2) = x(x −2)(x −4)

於是可分析出正負區間如右，並知 f (x) = g (x)的最小最大
實根分別為 0,4。故所求為∫ 4

0

∣∣ f (x)
∣∣ dx =

∫ 2

0
x3 −6x2 +8x dx −

∫ 4

2
x3 −6x2 +8x dx

=(1

4
x4 −2x3 +4x2)∣∣∣∣2

0
− (1

4
x4 −2x3 +4x2)∣∣∣∣4

2

=8

20 4

許多同學會先嘗試作出兩曲線圖形如右圖，於是容易會有疑問，
要如何正確作出此圖，以便列出∫ 2

0
x(x −2)2 −2x(x −2) dx +

∫ 4

2
2x(x −2)−x(x −2)2 dx

要回答此疑問亦不困難，整個問題點其實就在於，在 (0,2)區間與
(2,4)區間，分別是 f (x)和 g (x)誰比較大。只要分別代個易算的內
點，例如代 x = 1, x = 3到兩個函數，就能判定誰比較大了。然而使
用上面所列解法，就根本不須要煩惱作圖問題了。但是請勿誤解我的意思，這裡並不是在
說我提供的方法必然比畫圖簡便，而是說畫圖只是可用來判斷 f (x)− g (x)正負的手段之
一，不要本末倒置，卡在不會畫圖。以下題為例，若以畫圖來判斷也很快。

求出曲線 y = x +2與曲線 y = x2、y 軸、x = 1所圍區域面積。

解
設 f (x) = x +2, g (x) = x2，則 f (x)− g (x) = x +2− x2 =−(x −2)(x +1)。可知在 [0,1]

區間， f (x)− g (x)是正的。所以∫ 1

0

∣∣ f (x)− g (x)
∣∣ dx =

∫ 1

0
x +2−x2 dx

=
[

x2

2
+2x − x3

3

]1

0
= 1

2
+2− 1

3
= 13

6

例題 8.1.3

在上一題中，若是選擇畫圖也很容易。y = x2 是我們熟悉的拋物線，y = x +2是個斜
率為正、y 截距為 2的直線。因此很容易畫出並判斷在區間 [0,1]直線在拋物線上方，便
能正確列式。

有時候題目是換個方向，改求曲線與 y 軸所圍區域面積，而此時曲線是由 x = g (y)所
確定。例如曲線 x = y2 +1與 y 軸、y =−1、y = 2所圍面積。這與前面的問題，就只是直
接 x, y 互換而已，所以我們將 x = g (y)，對 y 積分，列出∫ 2

−1
y2 +1 dy =

[ y3

3
+ y

]2

−1
=

[8

3
+2

]
−

[
− 1

3
−1

]
= 6
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8.2 求體積
一開始介紹積分時，都說它用來求曲線下面積。但積分的用途其實很廣，並不是只能

來拿求面積問題，有許多問題是一點一點地積累起來的，都可以用積分來表示。《荀子·大
略》：「夫盡小者大，積微成著，. . .」意思是說，微小的事物，經過⻑期積累，也會變得顯
著。後來清朝學者李善蘭，於 1859年翻譯中國第一本微積分教科書時，據此1 而使用了
「微分」、「積分」等詞。像是求曲線弧⻑，ds 便是「微」，微小的弧⻑。做積分∫ b

a
ds

這便是積微成著：將許多微小的弧⻑積出一段曲線的弧⻑。
同理也可以用來求體積。我們先回想求面積的狀況，若要求曲線下的面積，我們之前

的作法是，切割成許多子區間，然後用許多⻑方形的面積和去做近似面積。接著又取極
限，讓每個⻑方形的寬度趨近到零。對此，我們可以用口語粗略地說，我們將一條一條線
去積出了面積。積分式子便是 ∫ b

a
f (x) dx

而其中 f (x)其實是一段⻑度，是曲線 y = f (x)到 x 軸的距離，在此我姑且改寫成

A =
∫ b

a
L(x) dx

藉以強調我們將一條一條線的「線⻑函數」L(x)，積出了面積來。
那麼同樣道理，一個三維的物體，我們也可以先切割成許多「盤子」，將這些薄盤的

體積加總起來，得到近似的體積。
接著再取極限，讓每個盤子的厚度趨近到零。我們可以粗略地說，我們用一個一個

面，積出了體積。積分式子寫起來⻑這樣

V =
∫ b

a
A(x) dx

因此，若我們能夠分析出一個物體的「截面積函數」A(x)，便可以將體積給積出來了。截
面積函數 A(x)是代表，在 x = 3處，我們用一個垂直於 x 軸的平面與該物體相交，截出一
個面，其面積就是 A(3)。

舉一個具體的例子，我們知道錐體的體積公式，是 Ah

3
，其中 A 是底面積而 h 是高。

所以圓錐的體積便是 πr 2h

3
，那麼底圓半徑為 2而高為 4的圓錐，體積便是 4π

3
，現在我們

試圖用積分來驗證它。
首先將圓錐的頂點設為原點，並且讓 x 軸垂直底面。如果我們用一個個圓盤的體積

來加總，便會有近似的體積。接著再取極限後，圓盤們的厚度趨近到零，變成是用一片一
片的圓，它們面積積出圓錐體積。所以我們要設法寫出截面積函數 A(x)，這截面積函數
是我們用垂直於 x 軸的平面與圓錐相交，看看當 x 是某值時，所相應截出的截圓面積會
是多少。而圓面積是 r 2π，所以我們可以先求截圓半徑函數 r (x)：不同的 x 值所對應的截
圓半徑，於是 A(x) = r 2(x)π。
我們由側面往圓錐看過去，看起來是直⻆三⻆形，兩股邊分別為圓錐的底面半徑 2及

高 4。按照錐體體積公式，體積為 1

3
·22π ·4 = 16π

3

1其實這只是猜測，李善蘭用詞的真正來源沒人能確定。
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r(x)
x

4

2

如右圖所分析，r (x)與 x 和圓錐側面，形成較小的
直⻆三⻆形。由於相似關係，我們可以列式

r (x)

x
= 2

4

再經過移項處理以後，便可得到 r (x) = 1

2
x，於是截面積

函數 A(x) = 1

4
x2π。我們便可列出積分式∫ 4

0

1

4
πx2 dx

這樣便可以積出 16π

3
來。

請導出球體積公式。
解

R

r(x)

x

設球心為原點，半徑為 R。垂直 x 軸的平面所截的截
面也是圓，因此仍然先求 r (x)。根據畢氏定理，我們可知

r 2(x) = R2 −x2

所以 A(x) = r 2(x)π= (
R2 −x2

)
π。於是∫ R

−R

(
R2 −x2)π dx =π

∫ R

−R
R2 dx −π

∫ R

−R
x2 dx

=2πR3 − 2πR3

3
= 4πR3

3

例題 8.2.1

金字塔高 h，底面是邊⻑ a 的正方形。求此金字塔體積。

解
設頂端為原點，面垂直 x 軸。垂直 x 軸的任意平面，會與金字塔截出正方形。因

此寫 A(x) = L2(x)，L(x)是所截出的正方形邊⻑。

L(x)

a

x

h

若從側面看過去，一樣看起來是三⻆形。於是與前面的例子類似，利用相似關係列出
L(x)

x
= a

h

例題 8.2.2
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所以可得到 L(x) = ax

h
，於是 A(x) = a2x2

h2 。接著便可列出積分式∫ h

0

a2x2

h2
dx = a2x3

3h2

∣∣∣h

0
= a2h

3

若一物體的底面是在 x − y 平面上的單位圓，垂直 x 軸的平面與此物體的
截面皆為斜邊在底面的等腰直⻆三⻆形，求此物體體積。

解
這敘述看來頗為怪異，這個物體事實上是⻑這樣

不過不知道它⻑相其實也沒關係，光靠題目敘述就已經有足夠資訊，知道該如何列式
了。在某個 x 值處，平面與物體的底面所截⻑度，設為 L(x)。該處與物體的截面是等
腰直⻆三⻆形，所以截面積函數 A(x) = L2(x)

4
。至於 L(x)也不難求出，先寫出單位圓

是 y =±
p

1−x2，馬上就知道 L(x) = 2
p

1−x2。所以列出積分式∫ 1

−1

4(1−x2)

4
dx =

∫ 1

−1
1−x2 dx = 4

3

例題 8.2.3
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請選出正確的選項。

(1) lim
n→∞

( 9

10

)n = 0 (2) lim
n→∞

(
− 3

4

)n = 0

(3) lim
n→∞

5n −3n

6n +7n = 0 (4) lim
n→∞

n(n +1)(2n +1)

6n3 = 1

3

(5) lim
n→∞

(p
n +1− p

n
)= 1

103數乙
解

(1)(2) ⃝ 因 |r | < 1,故 lim
n→∞r n = 0

(3) ⃝ 上下同除以 7n ⇒ lim
n→∞

( 5
7

)n − ( 3
7

)n( 6
7

)n +1
= 0

(4) ⃝ 上下同除以 n3 ⇒ lim
n→∞

1 · (1+ 1
n

)(
2+ 1

n

)
6

= 2

6
= 1

3

(5) � 上下同乘以 p
n +1+ p

n ⇒ lim
n→∞

(n +1)−np
n +1+ p

n
= 0

例題 9.0.1

當 n 為正整數時，令 x = an , y = bn , z = cn 為三元一次聯立方程式
x + y + z = 0

x +2y +3z = 0

−2nx +ny +3z = 8n

之唯一解，則 lim
n→∞an = 。

99數甲
解 1


1 1 1 0

1 2 3 0

−2n n 3 8n

 R2−R1−−−−−−→
R3+2nR1


1 1 1 0

0 1 2 0

0 3n 3+2n 8n

 R3−3nR2−−−−−−→
R1−R2


1 0 −1 0

0 1 2 0

0 0 3−4n 8n


可解出 x = z = 8n

3−4n
，故所求為 lim

n→∞
8n

3−4n
=−2。

解 2

由前兩式
{

x + y + z = 0

x +2y +3z = 0
⇒ x : y : z = 1 : −2 : 1

⇒設 x = z = t , y =−2y ,代入第三式得 −2nt −2nt +3t = 8n

⇒ t = 8n

3−4n
= x 。

例題 9.0.2
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解 3

由克拉馬公式

lim
n→∞an = lim

m→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

0 2 3

8n n 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 3

−2n n 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= lim
n→∞

8n

3−4n
=−2

解 4

所求為三平面交點之 x 坐標取 n →∞ 後的極限，等同於先對於第三個平面取
n →∞後得到極限平面，拿來與前兩平面求交點。即：

lim
n→∞(an ,bn ,cn)

= lim
n→∞E1 ∩E2 ∩E3,n

=E1 ∩E2 ∩
(

lim
n→∞E3,n

)

故先將第三個平面整理成 E3,n : 2x − y − 3

n
z =−8，則 lim

n→∞E3,n = E3 : 2x − y =−8。接著
再解 E1,E2 及 E3 三平面交點之 x 坐標，可得 −2。
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設 a,b為實數，f (x)為 5次實係數多項式且其最高次項係數為 a。若 f (x)

滿足
∫ x

b
f (t )d t = 3

2

(
x2 +4x +5

)3 − 3

2
，則 a = ，b = 。

104數甲
解
note
鏈鎖律並不在課綱內，所以使用連鎖律求解不是一個合格的解答（學生可以寫，
老師不能這樣寫解答給學生）。

等號右邊展開後為（只看最高次項）3

2
x6 + ·· ·，接著等號兩邊同時求導，得到

f (x) = 9x5 +·· ·，故 a = 9。
原條件式等號兩邊代 x = b，得到

0 = 3

2

(
b2 +4b +5

)3 − 3

2
= 3

2

[(
b2 +4b +5

)3 −1
]

⇒(
b2 +4b +5

)3 = 1

⇒b2 +4b +5 = 1 ⇒ b =−2

例題 9.0.3

設 f (x)為實係數多項式函數，且 x f (x) = 3x4−2x3+x2+
∫ x

1
f (t ) dt 對 x ≥ 1

恆成立。試回答下列問題。
(1)試求 f (1)。
(2)試求 f ′(x)。
(3)試求 f (x)。
(4)試證明恰有一大於 1的實數 a 滿足

∫ a

0
f (x) dx = 1。

108數甲
解 1

(1)代 x = 1：

1 · f (1) =3−2+1+
������*

0∫ 1

1
f (t ) dt

⇒ f (1) =2

(2)等號兩邊同時對 x 求導：

���f (x)+x f ′(x) =12x3 −6x2 +2x +���f (x)

⇒ f ′(x) =12x2 −6x +2

(3)由 f ′(x) = 12x2−6x+2可得 f (x) = 4x3−3x2+2x+C ，再由 f (1) = 2可得 C =−1

，故 f (x) = 4x3 −3x2 +2x −1。

例題 9.0.4

74 http://CalcGospel.in



第 9章 歷屆大考題選解

(4) 1 代 x = 0：
0 · f (0) =

∫ 0

1
f (t ) dt

⇒
∫ 1

0
f (t ) dt =0

2 設 F (x) =
∫ x

0
f (t ) dt 。

由 1 可知 F (1) = 0

f (x)之領導係數為正，故 F (x)之領導係數亦為正，則 lim
x→∞ f (x) =∞。因此存在

比 1大的數 k 使得 F (k) = 1

當 x ≥ 1，
F ′(x) = f (x) =4x3 −3x2 +2x −1

=x2(4x −3)+ (2x −1)

≥12 · (4−3)+ (2−1) > 0

故 F (x)在 x ≥ 1為嚴格遞增，因此 F (x) = 1不存在第二個大於 1的實數解。

由以上討論，
∫ x

0
f (t ) dt = 1恰有一個大於 1的實數解，即為所欲證。

解 2

代 x = 0：
0 · f (0) =

∫ 0

1
f (t ) dt

⇒
∫ 1

0
f (t ) dt =0

設 F (x) =
∫ x

0
f (t ) dt 為連續函數，F (1) = 0。當 x ≥ 1，

f (x) =4x3 −3x2 +2x −1

=x2(4x −3)+ (2x −1)

≥12 · (4−3)+ (2−1) > 1

可知當 x ≥ 1 ，被積分函數 f (x) 恆正，F (x) =
∫ x

0
f (t ) dt 嚴格遞增； f (x) 恆大於 1 ，

lim
x→∞F (x) ≥ lim

x→∞

∫ x

1
1 dt =∞。故由連續函數的勘根定理知恰有一大於 1的實數 a滿足

F (a) = 1，即為所欲證。

note
題目要我們證明「恰有一個」，我們須就存在性（有）及唯一性（不會有第二個）分
別說明。
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設 f 為一實係數多項式函數。

(1) 設 〈an〉為一數列，其中 an = f (n)

n4 。若 lim
n→∞an = 5，試求 f 的次數與最

高次項係數。
(2) 若 lim

x→0

f (x)

x
= 3，試求 f 的函數圖形在 x = 2時的切線方程式。

(3) 若 f 滿足上面 (1)與 (2)的假設，且 f ′′(0) = 2，試求
∫ 1

−1
f (x) dx 之值。

解
(1)若 deg f (x) > 4，lim

n→∞
f (n)

n4 不存在；若 deg f (x) < 4，lim
n→∞

f (n)

n4 = 0。故 deg f (x) = 4，
設 f (x) = ax4 +bx3 + cx2 +d x +e，

5 = lim
n→∞

f (n)

n4

= lim
n→∞a + b

n
+ c

n2
+ d

n3
+ e

n4
= a

故 f 的最高次係數為 5。

(2)多項式函數為連續函數，故

f (0) = lim
x→0

f (x) = lim
x→0

f (x)

x
· x = 3 ·0 = 0

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)

x
= lim

x→0

f (x)

x
= 3

故 f 函數圖形在 x = 2時的切線方程式 y = 3x 。

(3)

f (x) =5x4 +bx3 + cx2 +d x +e

f ′(x) =20x3 +3bx2 +2cx +d

f ′′(x) =60x2 +6bx +2c

結合 (1)、(2)結論及 (3)的條件：

f (0) =0 ⇒ e = 0

f ′(0) =0 ⇒ d = 0

f ′′(0) =2 ⇒ c = 1

因奇函數在 [−1,1]上積分必為 0，∫ 1

−1
f (x) dx =

∫ 1

−1
5x4 +x2 dx =

(
x5 + x3

3

)∣∣∣∣1

−1

例題 9.0.5
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=
(
1+ 1

3

)
−

(
−1− 1

3

)
= 8

3

坐標平面上，x 坐標與 y 坐標皆為整數的點稱為「格子點」。設 n 為正整
數，已知在第一象限且滿足 x +2y ≤ 2n 的格子點 (x, y)的數目為 an 。則

lim
n→∞

an

n2 的值為下列哪一個選項？
(1) 0 (2) 1 (3) 4

3
(4) 2 (5) 4

104數乙
解 1

an =1+1+2+2+3+3+·· ·+ (n −1)+ (n −1)

=2 · (n −1)n

2
= n(n −1)

⇒ lim
n→∞

an

n2
= lim

n→∞
n(n −1)

n2
= 1

解 2

在 (0,0), (0,n), (2n,0), (2n,0) 圍成的⻑方形中，簡單估算其格子點數目大約為
n · (2n) = 2n2 個。除以 2以後得到 n2，不等於但很接近 an，誤差頂多是 n 的一次式。
換句話說，an = n2 +bn + c 。因此 lim

n→∞
an

n2 = lim
n→∞

n2

n2 = 1，故選 (2)。

例題 9.0.6
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進階題材

清代數學家李善蘭

由是，一切曲線、曲線所函面、曲面、曲
面所函體，昔之所謂無法者，今皆有法；
昔之視為至難者，今皆至易。嗚呼！算術
至此觀止矣，蔑以加矣。
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寫給高中生的微積分簡介 10.1. 三⻆函數的導函數

10.1 三角函數的導函數

前面探討了冪函數的導函數： d

dx
xn = nxn−1。現在來推導三⻆函數應該如何求導，要

用利用導數的定義來操作，首先要介紹一個重要極限。

求極限 lim
θ→0

sin(θ)

θ
。

解
在圖中，顯然三⻆形 OB A面積大於扇形 OBC 面積
大於三⻆形 OBC 面積。所以寫

1

2
·1 · sinθ ≤ 1

2
·12 ·θ ≤ 1

2
·1 · tanθ

作約分並同除以 sinθ，得到

1 ≤ θ

sinθ
≤ 1

cosθ
⇒ 1 ≥ sinθ

θ
≥ cosθ

θ

A

B

C

O cos θ

sin θ

tan θ

顯然
lim
θ→0

1 = 1 = lim
θ→0

cosθ

所以由夾擠定理，就有
lim
θ→0

sin(θ)

θ
= 1

例題 10.1.1

性質 10.1.1 三⻆函數的導函數
1. d

dx
sin(x) = cos(x) 2. d

dx
cos(x) =−sin(x)

3. d

dx
tan(x) = sec2(x) 4. d

dx
cot(x) =−csc2(x)

5. d

dx
sec(x) = tan(x)sec(x) 6. d

dx
csc(x) =−cot(x)csc(x)

證

1.

d

dx
sin(x) = lim

h→0

sin(x +h)− sin(x)

h

= lim
h→0

sin(x)cos(h)+ sin(h)cos(x)− sin(x)

h
和⻆公式

= lim
h→0

sin(h)

h
·cos(x)+ lim

h→0

cos(h)−1

h
· sin(x)

= lim
h→0

1 ·cos(x)+0 = cos(x)
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3.

d

dx
tan(x) = d

dx

sin(x)

cos(x)
=

(
sin(x)

)′ cos(x)− sin(x)
(

cos(x)
)′

cos2(x)
商法則

= cos(x) ·cos(x)− sin(x)
(− sin(x)

)
cos2(x)

= cos2(x)+ sin2(x)

cos2(x)
= 1

cos2(x)
= sec2(x)

已知某運動中物體的位置函數為 s(t ) = A sin(ωt )（A,ω為常數），求其加
速度函數並驗證

d2s

dt 2
+ω2s = 0

解
速度函數

v(t ) = ds

dt
= Aωcos(ωt )

加速度函數
a(t ) = d

dt
v(t ) = d2s

dt 2
=−Aω2 sin(ωt )

故
d2s

dt 2
+ω2s =−Aω2 sin(ωt )+ω2 A sin(ωt ) = 0

例題 10.1.2

10.2 連鎖規則
有些⻑得比較複雜一點的函數，譬如說 sin(x2)，該怎麼求它的導函數呢？這種函數

是合成函數，我們這裡就要專門討論處理它的方式：連鎖規則 ( chain rule )。
定理 10.2.1
若 y = f (u)及 u = g (x)皆是可導函數，則合成函數 y = f

(
g (x)

)也可導，並且
d

dx

[
f
(
g (x)

)]= f ′(g (x)
) · g ′(x)

其中 f ′(g (x))的意思是：將外層的 f 求導完之後，裡面要代 g (x)，而非 x。

d

dx
sin(x2)

錯解 1 !△
例題 10.2.1
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外層 cos求導後變成 sin，內層 x2 求導後是 2x，所以答案是 cos(x) · (2x
)。

錯解 2 !△
求導外層，內層照代 x2，得到 cos(x2)。

解
求導外層，內層照代 x2，內層 x2 求導後是 2x，所以答案是 cos(x2) · (2x

)。
連鎖規則可以看成是： f 先對 u 求導，接著 u 再對 x 求導。這樣看就很明顯 f ′裡面

該代 u，也就是 g (x)。若以萊布尼茲的記號，我們可以簡單地將連鎖規則視為
dy

dx
= dy

du
· du

dx

想像等號右邊是兩個分數相乘，將 du約分掉後得到等號左邊。這樣子想，連鎖規則就會
變得很好記了。當然這不是什麼嚴謹手法，但數學家已經幫我們做好嚴謹論證，早已確定
結果正確，所以我們大可放心地採用此種理解方式。

至於如果有三層函數合成在一起，像是 f
(
g (h(x))

)，又怎麼辦呢？做數學的時候，常
常都是化繁為簡、用已知解未知。我們先看 g (h(x))作是單單一個函數，先忘記它也是合
成函數，於是套連鎖規則

d

dx
f ( g (h(x)) ) = f ′( g (h(x)) ) · d

dx
g (h(x))

接著再就 g (h(x))本身去套連鎖規則
d

dx
g (h(x)) = g ′(h(x))h′(x)

再代回去，就成了
f ′(g (h(x)) · g ′(h(x)) ·h′(x)

若以萊布尼茲的符號，就是
dy

dx
= dy

dv
· dv

du
· du

dx

連鎖規則並沒有什麼難的，同學會發生的問題主要就是沒做熟。經常外層求導完了
忘了內層也要求導，或是忘了裡面要代 u = g (x)，代成 x。

y =
√

1+ tan(x2)，求 y ′

解
y = 1

2
√

1+ tan(x2)
· sec2(x2) · (2x)

例題 10.2.2

y = x2 sin2
(
2x2

)，求 y ′。

解
y ′ = 2x sin2 (

2x2)+x2
(
2sin

(
2x2) ·cos

(
2x2) · (4x

))
例題 10.2.3
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10.3 羅必達法則
10.3.1 羅必達法則的使用介紹

當我們遇到某些極限的問題，例如 lim
n→∞

7+ 1
n

2n ，只須觀察到分⺟趨近到無限大、分子趨
近到有限的數 7，便可知道整個數列是趨近到 0。但遇到某一類的問題，例如 lim

n→∞
n2 +3

n3 −5n

或是 lim
x→0

sin(x)

x
，我們並不能光是觀察分⺟與分子同時趨近到無限大 (∞

∞
)，或同時到零 (0

0

)，
藉以直接得知結果。舉一點例子來說，同樣是 0

0
，就有以下各種結果

lim
x→0

sin(x)+3x

x
= 4 lim

x→1

x −1

x3 −3x2 +3x −1
=∞

lim
x→0

cos(x)−1

x
= 0 lim

x→0

sin(x)

x sin( 1
x )
不存在

這一類的就叫不定式，光看形式是無法直接確認結果。考試中通常都會拿不定式考你，否
則就太過簡單了。在一開始學求極限時，我們通常用的手法是因式分解、反有理化或是夾
擠定理來解。但仍然會有許多題目較難應付，譬如說

lim
x→0

tan(x)− sin(x)

x3

就不是那麼容易1。現在便要介紹解決此種困境的一個利器，羅必達法則。
定理 10.3.1 羅必達法則
若 f (x)與 g (x)都在 a點的附近可導，不必包含 a點本身。且 lim

x→a
f (x) = lim

x→a
g (x) = 0

或是 lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g (x) =∞。則若

lim
x→a

f ′(x)

g ′(x)
= L

便可推論
lim
x→a

f (x)

g (x)
= L

其中 L可為 ±∞。

求極限 lim
x→0

sin(x)

x
。

解
確認 sin(x)

x
是不定式 ( 0

0

)，於是上下各自求導，得到 cos(x)

1
。因為

lim
x→0

cos(x)

1
= 1

例題 10.3.1

1事實上可以上下同乘以 cos(x)之後，利用半⻆公式及 lim
x→0

sin(x)
x = 1來解出。
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所以原極限
lim
x→0

sin(x)

x
= 1

請注意，上一題這樣寫，其實只是演示一次給你看而已。實際上如果在考試的時候，
是不可以這樣寫的！

這個方法需要將 sin(x)求導得到 cos(x)，但我們怎麼知道 sin(x)的導函數是 cos(x)

呢？就是必須使用導數的定義

lim
h→0

sin(x +h)− sin(x)

h

這樣作下去，過程中就必須使用到

lim
x→0

sin(x)

x
= 1

才有辦法得到結果是 cos(x)。這樣便形成了循環論證，我們必須先知道 lim
x→0

sin(x)

x
= 1，才能

知道 sin(x)導函數是 cos(x)。然後又用 sin(x)導函數是 cos(x)這件事來計算出 lim
x→0

sin(x)

x
= 1，

有如女兒把老媽生了出來。所以遇到這一題時，我們還是要乖乖地用夾擠的方法寫！
另一件須注意的事情是，請好好看清楚羅必達法則的敘述邏輯。是須先

lim
x→a

f ′(x)

g ′(x)
= L

才能推論到
lim
x→a

f (x)

g (x)
= L

而不是說這兩個必然會同時存在，我們不能反過來作推論。舉一例子，我們知道

lim
x→∞

x + sin(x)

x
= 1

它也是不定式沒錯，但上下各自求導以後得到

lim
x→∞

1+cos(x)

1

這個極限不存在！並非 1！所以原極限與上下求導後的極限，不可以說是相等，應該說後
者先存在以後，才保證前者也存在，並且兩者極限值相等。（或者同為正負無窮大）

因此，我建議在寫算式的時候，如果你使用了羅必達法則，不要純粹寫個等號，因為
原極限與上下求導以後的極限不見得相等。最好在等號上面寫個 L，表示你在這裡使用了
羅必達法則（L’Hôpital’s rule）。你只是因為上下求導以後有求出極限值，才使得你也知道
原極限值與之相等。另一個好處是，這樣寫也給閱卷者方便，知道你做了什麼事變成那
樣。要記住，給閱卷者方便就是給你自己方便！

求極限 lim
x→1

x2 −1

x −1
。

解
此題為不定式，因此

例題 10.3.2
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lim
x→1

x2 −1

x −1
L= lim

x→1

2x

1
= 2

1
= 2

求極限 lim
x→0

cot(x)− 1

x
。

解

lim
x→0

cot(x)− 1

x
= lim

x→0

cos(x)

sin(x)
− 1

x

= lim
x→0

x cos(x)− sin(x)

x sin(x)

L= lim
x→0

XXXXcos(x)−x sin(x)−XXXXcos(x)

sin(x)+x cos(x)

L= lim
x→0

−x cos(x)− sin(x)

cos(x)+cos(x)−x sin(x)
= 0

2
= 0

像這樣答案就出來了。不過平時練習，千萬要反復審視自己的作答，除了讓自己熟習
基本運算之外，也看看是否那邊有不必要的過程、可以如何簡化。以這題來說，也可
以不要做第二次羅必達，寫成

lim
x→0

− x sin(x)

sin(x)+x cos(x)
= lim

x→0
− sin(x)

sin(x)

x
+cos(x)

=− 0

1+1

例題 10.3.3

10.3.2 羅必達法則的誤用探討
羅必達法則雖是利器，但並不是萬用丹，並非什麼極限問題都能用羅必達解決。它甚

至是雙面刃，羅必達法則其實有許多應注意的點，以下便整理大家經常犯的錯，這些會害
你在考試被扣分！

1. 羅必達法則是分母與分子各自求導。

有些人會寫成整個式子求導

lim
x→a

f (x)

g (x)
L= lim

x→a

( f (x)

g (x)

)′
或是看到相乘時直接各自求導

lim
x→a

f (x)g (x)
L= lim

x→a
f ′(x)g ′(x)

這是根本沒看清楚羅必達法則，這樣的人居然還蠻多的。

2. 原極限須為不定式 0

0
或 ∞

∞。

例如 lim
x→0

sin(x)

3+5x
= 0並非不定式，上下求導以後 lim

x→0

cos(x)

5
= 1

5
。
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3. 須上求導後的極限存在（或為無窮大），才能保證原極限也存在並且相等（或同為
無窮大），而非兩者直接畫等號。

例如 lim
x→∞

x + sin(x)

x
= 1，上下求導以後 lim

x→∞
1+cos(x)

1
不存在。後者不存在，不能用來

推論原極限也不存在。

4. 須 f (x)與 g (x)都在 x = a 的附近（可不包含 x = a 本身）可導。

這點是非常顯然的，因為使用羅必達法則，就是要去求 lim
x→a

f ′(x)

g ′(x)
，這個極限看的是

f ′(x)

g ′(x)
在 x = a 附近的行為，既然如此，就必須 f ′(x)

g ′(x)
在 a 的附近有定義。

下面這題是常見的誤用：

已知 f ′(a) = 2，求 lim
h→0

f (a +h)− f (a −h)

2h
。

解

lim
h→0

f (a +h)− f (a −h)

2h
= 1

2
lim
h→0

[ f (a +h)− f (a)

h
+ f (a −h)− f (a)

−h

]
= f ′(a) = 2

錯解 !△
lim
h→0

f (a +h)− f (a −h)

2h
L= lim

h→0

f ′(a +h)+ f ′(a −h)

2
= f ′(a) = 2

例題 10.3.4

解出的答案是一樣的，那是錯在哪呢？

所犯的錯誤一：由題目提供條件只知 f (x)在 x = a 處可導，並不知道在 x = a 附近
是否可導，因此前提並不滿足，你根本不知道你寫出 lim

h→0

f ′(a +h)+ f ′(a −h)

2
是否合法。

所犯的錯誤二：假如無視錯誤一，還是上下求導了，會遇到第二個問題，那就
是做到 lim

h→0

f ′(a +h)+ f ′(a −h)

2
後應該如何繼續解下去。常見的謬誤是直接代 h = 0 得到

lim
h→0

f ′(a)+ f ′(a)

2
= f ′(a)。但做極限可以直接這樣代值嗎？除非你知道 f ′(x)在 x = a 是連續

的，然而題目沒有說。很多老師教你這種錯誤解法，除了讓你沒學好羅必達法則，可能導
致作答被扣分外，更要命的是強化了你「做極限就亂代值」的壞習慣！

若是將上一題的條件再弱化一點，沒告訴你 f ′(a) = 2，那就會更突顯出亂用羅必達法
則的錯誤，連最後答案都錯了！我們知道 f (x) = |x|在 x = 0處是不可導的，就是說 f ′(0)

不存在，然而 lim
h→0

f (0+h)− f (0−h)

2h
= lim

h→0

∣∣h∣∣− ∣∣−h
∣∣

2h
= 0！

或許你又會好奇，在 x = a 處可導卻不在其附近可導，這真的是有可能的嗎？那麼以
下便舉一具體例子：

設
f (x) =

{
x3 , x ∈�\�

0 , x ∈�
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以及
g (x) =

{
x2 , x ∈�\�

0 , x ∈�
然後驗證

f ′(0) = lim
h→0

f (h)− f (0)

h
= lim

h→0

f (h)

h

因為
−

∣∣∣x3
∣∣∣≤ f (x) ≤

∣∣∣x3
∣∣∣

所以

−

∣∣∣h3
∣∣∣

h
≤ f (h)

h
≤

∣∣∣h3
∣∣∣

h

而

lim
h→0

−

∣∣∣h3
∣∣∣

h
= 0 = lim

h→0
=

∣∣∣h3
∣∣∣

h

因此由夾擠定理我們知道
f ′(0) = lim

h→0

f (h)

h
= 0

然而在 x , 0處顯然 f (x)並不連續，不連續也就不可導，g (x)亦同。
如果把它們相除

f (x)

g (x)
=

{
x , x ∈�\�

0 , x ∈�\ {0}

則顯然極限
lim
x→0

f (x)

g (x)
= 0

但是假使無視前提去使用羅必達的話

lim
x→0

f (x)

g (x)
L= lim

x→0

f ′(x)

g ′(x)

由於 f ′(x)與 g ′(x)都只在 x = 0存在，而做極限 x → 0是從 x = 0的附近趨近到 0，這使得
lim
x→0

f ′(x)

g ′(x)
毫無意義！

羅必達法則雖是利器，卻是雙面刃，一個用得不好，就要傷了自己。若在選擇與填充，
問題還小。在要求過程的計算題，就會害人自曝其短了！
最後補充不是誤用，而是無法派上用場的例子：

lim
x→π

2

tan(x)

sec(x)
L= lim

x→π
2

sec(x)

tan(x)
L= lim

x→π
2

tan(x)

sec(x)

lim
x→∞

p
2x +1p
3x −1

L= lim
x→∞

2
p

3x −1

3
p

2x +1

L= lim
x→∞

p
2x +1p
3x −1

lim
x→0

x2 cos
( 1

x
)

tan(x)
L= lim

x→0

2x cos
( 1

x
)+ sin

( 1
x

)
sec2(x)

使用條件沒有問題，問題是沒有簡化式子。我們使用羅必達法則的目的就是要新的極限
比原來極限好處理，但是這個目的並不一定辦得到，可能沒有簡化，甚至變更複雜！
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10.4 凹凸性、反曲點定義問題
這裡探討些有關數學定義的事。
首先針對反曲點的定義，為什麼不說左右兩側凹凸性改變就好，還要加上連續性呢？

這件事若認真考察一下各個微積分教科書，還會發現不同作者使用的定義不甚相同。有
些作者是除了兩側凹凸性改變外，還要求該點有切線。這兩種定義是不等價的，例如下
圖，函數圖形在 x = 0兩側凹凸性不同，在原點連續但沒有切線。

y

x

圖 10.1: 連續，但無切線，凹凸性改變

其實很多數學定義是人為的，是我們有一些具體需要，選擇這樣子定，或是在許多不
同的定法中，去作討論、抉擇，選一個比較有好處、比較能和其它定義與性質相容的。例
如 0!為什麼定為 1？因為我可以滿足 1! = 1×0!，又可以滿足 C 5

0 = 5!

0!5!
= 1，還能相容排列

數：0個相異物排列一共 0! = 1種方法，實在是舒服！
另外一例如 00，此例在國內外的網路討論區都有熱烈的討論，許多人傾向讓它維持

無定義，因為由指數律 00 = 01

01 是無定義的。又有不少人認為定義 00 = 1好，例如 Donald
Knuth：1992‘Two Notes on Notation’Mathematical Association of America Volume5, pp
403 - 422. 2 列舉了他認為 00 應該是 1的理由。順帶一提，此文作者 Donald Knuth是計
算機界的大神級人物，本文寫作所用的 LATEX排版語言即是 Donald Knuth於 1977年設計
的。由於不同的定法各有其優缺點，所以 00 目前沒有一個公認的定義。

還有一例是負數的有理次方。高中數學教材會說有理次方的底數須為正數，所以像
是 (−8)

1
3 是沒有定義的。但是如果我們找一些計算機來嘗試，有些會顯示結果為 −2 3，有

些為顯示為 1+ p
3i 4，為什麼會這樣呢？其實這也同樣是依據每個人自己需求，認為如何

定法對他來說比較方便，就選擇那樣定。畢竟每個定法皆有其優缺點，於是數學家沒有去
統一定義。你會看到某些書在開頭先言明：本書規定 (−8)

1
3 =−2。這部分欲深入閱讀，可

參考 Dina Tirosh and Ruhama Even:1997‘To Define or Not to Define: The Case of (−8)
1
3’,

Educational Studies in Mathematics Volume 33, pp 321 - 330. 5

又有一例是統計中的四分位數。可參考建中繆友勇老師所寫的＜淺談百分位數＞，文
中探討了四分位數兩種定義的不同之處。在最後一頁中老師提到「統計教學是很輕鬆愉
快的，不要太斤斤計較細微數值的差距，或花費時間停留在追求絕對標準答案中。」

所以，關於反曲點，或許我們可以這樣理解：我們主要目的是想要分析函數的行為，
如果函數圖形雖在 x = a 左右改變凹凸性，但是在 x = a 處是斷開的，比方說 y = sec(x)，
那我特地說它是反曲點做什麼呢？並沒有增進我對函數的理解啊！如果增加連續性或是
須有切線的條件，會讓反曲點「有意思」一點！

接著我們討論凹凸性的定義。許多同學會有疑問，如果二階導數在開區間 (a,b)為正，
豈不是代表一階導函數 f ′(x)在閉區間 [a,b]上遞增，應該回答在 [a,b]是凹向上嗎？為什

2https://arxiv.org/abs/math/9205211
3例如在 Google輸入 (−8)∧(1/3)。
4例如在Wolfram alpha輸入 (−8)∧(1/3)，網址為 https://www.wolframalpha.com。
5https://link.springer.com/article/10.1023/A:1002916606955

88 http://CalcGospel.in



10.4. 凹凸性、反曲點定義問題 第 10章 進階題材

麼解答常常只寫在 (a,b)呢？其實大多的大一微積分教科書在這邊都是簡單講講，沒有作
深入探討的，就連我在前面所介紹的也同樣是模糊帶過。事實上這裡也通常也沒必要太
過講究，數學是實用性的東西，並不是一個純粹抽象思維遊戲，沒有必要繞在一些小細節
打轉。稱呼函數圖形在 (a,b)凹向上或是在 [a,b]是凹向上，差別大嗎？很多時候我們很
斤斤計較、咬文嚼字，是因為在數學史中，我們看到太多次訴諸直觀帶來的誤解，數學家
們在這事上吃虧多了，後來逐漸將數學搞得越來越形式化、講究嚴謹。但是眼前這個問
題，顯然是無關緊要的，並不會影響我們對函數的理解。

那麼，到底問題出在哪裡呢？以下就詳細列出凸函數的定義：
定義 10.4.1 凸函數的幾種常見定義
設 f (x)是在區間 I 上有定義的函數。
定義 1 對任意 x1, x2 ∈ I 皆有

f

(
x1 +x2

2

)
≤ f (x1)+ f (x2)

2

則 f (x)在區間 I 上是凸函數。
定義 2 對任意 x1, x2, . . . , xn ∈ I 皆有

f

(
x1 +x2 + . . .+xn

n

)
≤ f (x1)+ f (x2)+ . . .+ f (xn)

n

則 f (x)在區間 I 上是凸函數。
定義 3 對任意 x1, x2 ∈ I , t ∈ (0,1)皆有

f
(
t x1 + (1− t )x2

)≤ t f (x1)+ (1− t ) f (x2)

則 f (x)在區間 I 上是凸函數。
定義 4 對任意 x, x1, x2 ∈ I , x1 < x < x2 皆有

f (x)− f (x1)

x −x1
≤ f (x2)− f (x1)

x2 −x1
≤ f (x2)− f (x)

x2 −x

則 f (x)在區間 I 上是凸函數。
定義 5 對任意 x, x1, x2 ∈ I , x1 < x < x2 皆有∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 f (x1)

1 x f (x)

1 x2 f (x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣≥ 0

則 f (x)在區間 I 上是凸函數。
定義 6 若函數 f (x)在區間 I 上可導，且對於任意 x0 ∈ I 皆滿足

f (x) ≥ f ′(x0)(x −x0)+ f (x0)

即曲線 y = f (x)的切線恆在曲線下方，則 f (x)在區間 I 上是凸函數。
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定義 7 若函數 f (x)在區間 I 上可導，且導函數 f ′(x)單調遞增，則 f (x)在區間 I 上
是凸函數。

定義 8 若函數 f (x)在區間 I 上二次可導，且 f ′′(x) ≥ 0恆成立，則 f (x)在區間 I 上
是凸函數。

上述定義中若將 ≥改為 >，或 ≤改為 <，則為嚴格凸函數。

上面這些定義之間並不完全等價，其中定義 1與定義 2等價；定義 3與定義 4及定義
5等價；定義 6與定義 7等價。定義 1的條件較弱，f (x)是可以不在 I 上連續的，但是若
滿足定義 3則 f (x)必須在 I 上連續，因此定義 3到定義 5的條件是較強的。當 f (x)是連
續的時，定義 1到定義 5通通等價。而定義 6與定義 7條件更強，要求了 f (x)在 I 上一
次可導。當 f (x)可導時，定義 1到定義 7通通等價。定義 8的條件又更強，要求了 f (x)

在 I 上二次可導。當 f (x)二次可導時，定義 1到定義 8通通等價。
y

x

圖 10.2: 不連續的凸函數

y

x

圖 10.3: 不可導的凸函數

上述八個定義之間的等價關係示意如下：
(1) ⇔ (2) ⇐ (3) ⇔ (4) ⇔ (5) ⇐ (6) ⇔ (7) ⇐ (8)

因此，定義 1與定義 2的適用性較廣，符合的函數較多；而定義 6到定義 8條件太強，
其實不太好，但是操作簡便，因此也在大多微積分課程中出現；定義 3是最好的，最常在
書上6使用，因為它除了條件不會太強外，不連續的凸函數 7也是較少見的。其實，凹凸
性的重要性，近代多是在經濟學、機器學習等實用領域上體現，實用上是不太會碰到只滿
足定義 1而不滿足定義 3的函數。

總結以上討論，原來的凹凸性的區間問題，說穿了不過就是採用了不等價的定義去
看問題所致罷了。

10.5 利用積分定義解極限
數學就是那麼巧妙，我們使用 lim來定義定積分，有時候卻又可以利用定積分來解極

限！例如： ∫ 2

1
x5 dx = 26 −16

6
= 21

2

根據積分的定義寫等差分割、每個子區間取最右端：∫ 2

1
x5 dx = lim

n→∞

n∑
i=1

(
1+ 2−1

n
· i

)5(2−1

n

)
= 21

2

6不限於大一微積分的書。
7換句話說，只能符合定義 1或定義 2的函數。
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化簡一下為 ∫ 2

1
x5 dx = lim

n→∞
1

n6

n∑
i=1

(
n + i

)5 = 21

2

原本我們看到 lim
n→∞

1

n6

n∑
i=1

(
n + i

)5，很可能會束手無策。但現在根據定積分的定義，我知道

它就是
∫ 2

1
x5 dx，又知道這個積分的值是 21

2
，那我就知道原來那個極限值是 21

2
了！

說是這麼說，但我也是從
∫ 2

1
x5 dx 出發去按照積分定義寫，才寫出這個極限的。若是

一開始就看到 lim
n→∞

1

n6

n∑
i=1

(
n + i

)5，該如何認出它是
∫ 2

1
x5 dx 呢？分析如下：

lim
n→∞

1

n6

n∑
i=1

(
n + i

)5 = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

(n + i

n

)5

因為 ∆x = b −a

n
，我當然在外面留 1

n
，其餘的丟進∑內。另一方面來說，因∑內是 (∗∗∗)5，

那我丟個五次方進去也非常合理。現在看著那個 n + i

n
，當 i = 1，這是 n +1

n
，n →∞後它

趨近到 1；當 i = n，這是 n +n

n
= 2。這樣我就知道，如果我說那一整個 n + i

n
是變數 x，那

麼積分範圍是從 1到 2。有了範圍 1到 2，這樣每個子區間寬度就是 ∆x = 2−1

n
= 1

n
。又可

知 xi = x0 + i ·∆x = a + i

n
= 1+ i

n
。分析至此便明顯設 f (x) = x5，有

∫ 2

1
x5 dx = lim

n→∞

n∑
i=1

f (xi )∆x

= lim
n→∞

n∑
i=1

(
1+ i

n

)5 · 1

n
= lim

n→∞
1

n

n∑
i=1

(n + i

n

)5

求極限 lim
n→∞

17 +27 +·· ·+n7

n8 。

解

lim
n→∞

17 +27 +·· ·+n7

n8
= lim

n→∞
1

n8

n∑
i=1

i 7

= lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

( i

n

)7 外面保留 1
n

=
∫ 1

0
x7 dx

若將 i

n
看成 x，當 i = 1，x = 1

n
→ 0；當 i = n，x = n

n
= 1。所以被積分函數可看成 x7，

積分範圍 0到 1，於是所求為
∫ 1

0
x7 dx = 1

8
。

例題 10.5.1
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10.6 旋轉體體積
10.6.1 圓盤法
曲線 y = p

x 之下，0 ≤ x ≤ 1。若將這段區域繞著 x 軸作旋轉，便會得到一個立體，稱
之為旋轉體。因為是繞著 x 軸作旋轉，所以此時 x 軸是旋轉軸。若是我們拿刀以垂直旋
轉軸的方向切成許多圓盤，再將這許多圓盤加起來，便可近似旋轉體體積。隨著我將圓盤
的厚度越切越細（∆x → 0），便等於利用積分的想法積出旋轉體體積，這個方法便是圓盤
法（disk method）。

說穿了其實就是 V =
∫ b

a
A(x)d x 的某種特例：A(x) = r 2(x)π。所以圓盤法求旋轉體體

積，就是
V =π

∫ b

a
r 2(x) dx

其實之前介紹用積分求體積時，它便已經出現了。我們將 y = 2x 底下，0 ≤ x ≤ 2的區域，
繞著 x 軸作旋轉。得到一個高為 2，底面圓半徑 4的圓錐。我們將 y =

p
R2 −x2 底下，繞

著 x 軸作旋轉，得到球。所以當時在演示求體積時，其實已演示了圓盤法！
我們現在來看看曲線 y = p

x 之下，0 ≤ x ≤ 1，這區域繞 x 軸所成旋轉體。現在想找
出 r (x)，這很簡單，它就是曲線 y = p

x 到旋轉軸之間的距離。

所以，當旋轉軸就是 x 軸的時候，r (x)就是 f (x)，因此

V =π

∫ b

a
f 2(x) dx

但請不要死記此積分式，因為只要旋轉軸不是 x 軸，譬如說 y = f (x)繞著 y =−2作旋轉，
那麼 r (x)就是曲線 f (x)到旋轉軸 y =−2之間的距離 ∣∣ f (x)− (−2)

∣∣，則積分式應該是
V =π

∫ b

a
r 2(x) dx =π

∫ b

a

(
f (x)− (−2)

)2
dx

性質 10.6.1 圓盤法
在曲線 y = f (x)之下，x = a和 x = b之間的區域，繞著 y = c 作旋轉所形成的旋轉體
體積為

V =π

∫ b

a
r 2(x) dx =π

∫ b

a

(
f (x)− c

)2 dx
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求曲線 y = sec(x)下，0 ≤ x ≤ π

4
的區域，繞 x 軸旋轉的體積。

解
r (x)就是曲線到旋轉軸的距離，故

∫ π
4

0

r 2(x)︷    ︸︸    ︷
sec2(x) π︸         ︷︷         ︸

A(x)

dx = πtan(x)
∣∣∣π4
0
=π

例題 10.6.1

求曲線 x = 1− y2 與 y 軸所夾區域，繞 y 軸旋轉的體積。

解
現在是另一個方向轉，這樣也能用圓盤法，只要改成對 y 積分就

好了，其它原則皆相同。解 1− y2 = 0，得到 y =±1，得知此區域的範
圍是 −1 ≤ y ≤ 1。
圓盤法是與旋轉軸垂直地切，而現在旋轉軸是鉛直線 x = 0，所

以我們現在水平地切一條線段。由於是水平地切，便知道我們是要對
y 作積分。拉出曲線到旋轉軸之間的距離，這就是 r (y)。於是便可列
式

π

∫ 1

−1
r 2(y) dy =π

∫ 1

−1

(
1− y2)2 dy

=2π
∫ 1

0
y4 −2y2 +1 dy 偶函數

r(y)
y

圖 10.4: x = 1−
y2與 y 軸所夾
區域

=2π

[
y5

5
− 2y3

3
+ y

]1

0

= 26π

15

例題 10.6.2

接下來探討一個稍微複雜一點點的狀況，真的只有一點點。如果說不是由一條曲線
下的區域，而是由曲線 y = f (x)與 y = g (x)所圍成的區域，旋轉
成一個旋轉體。此時雖仍可用圓盤法的想法，但我們現在切出來
的，就變得不是圓盤，而是同心圓。

若同心圓外圈半徑R而內圈半徑 r，則同心圓面積為 (
R2−r 2

)
π，

因此 A(x) = (
R2(x)− r 2(x)

)
π。要找出 R(x)與 r (x)並不困難，只要

看兩條曲線誰距離旋轉軸較遠，它到旋轉軸距離即是 R(x)；較近
的那個，它到旋轉軸距離即是 r (x)。

這個方法，叫做 washer method。中文譯名則較雜亂，有叫圓
環法，有叫墊圈法，還有叫環圈法。但在此我就不特地給它起個
名字了，因為它基本上仍是圓盤法的想法，只不過切出來不是圓 圖 10.5:

盤而已，其實根本沒機會與前一個搞混，溝通上問題並不大，因此我仍以圓盤法稱之。

在 0 ≤ x ≤ π

4
，曲線 y = sec(x)之下曲線 y = tan(x)之上。繞 x 軸作旋轉以

後，求此旋轉體體積。

解

例題 10.6.3
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由於 sec(x) = 1

cos(x)
, tan(x) = sin(x)

cos(x)
，所以即使題目沒告訴我們誰在上誰在下，我

們也容易知道 a sec(x) ≥ tan(x)。所以就可以列式

∫ π
4

0

( R2(x)︷    ︸︸    ︷
sec2(x)−

r 2(x)︷     ︸︸     ︷
tan2(x)

)
π︸                       ︷︷                       ︸

A(x)

dx =
∫ π

4

0
1 dx = π

4

a不知道也沒關係，列反了只不過變負的，負的不對勁自己再換過來就好。

由曲線 y = p
x、x = 4及 x 軸所圍成的區域，分別繞 x 與 y 軸，各成一旋

轉體，請求出此二旋轉體之體積。

解
繞 x 軸轉：
則視為曲線 y = p

x 以下，0 ≤ x ≤ 4之間的區域。因此列式

π

∫ 4

0

(p
x

)2 dx =π

∫ 4

0
x dx =π

[ x2

2

]4

0
= 8π

繞 y 軸轉：
則視為曲線 x = y2以上，x = 4以下 a，0 ≤ y ≤ 2 b之間的區域。這樣的旋轉體，切

下去的截面會是同心圓。因此列式

π

∫ 2

0
42 − (y2)2 dy =π

∫ 2

0
16− y4 dy =π

[
16y − y5

5

]2

0
= 128

5
π

a此時已翻過來看，因此「上」是 x 較大的方向，也就是原本的右；「下」則是 x 較小的方向，也就
是原本的左。

b在曲線 y = p
x 上，x = 4時，對應的 y 值是 2。

例題 10.6.4

10.6.2 剝殼法
相較於圓盤法是與旋轉軸垂直地切，現在我們與旋轉軸平行地切。我們在未旋轉前

就先切，然後仔細觀察其中一個子區間，發現它在旋轉以後，會形成圓柱殼。接著取極限，
讓每個子區間的寬度趨近到零以後，圓柱殼就會變成圓柱面。
原本與旋轉軸垂直地切，可切出圓盤。現在我們改個方式，將旋轉體有如剝洋蔥般

地，以旋轉軸為中心由內往外剝，便剝出大小不一的圓柱面。
若一個圓柱的高是 h，圓半徑 r，則其側表面積是 2πr h，所以 A(x) = 2πr (x)h(x)。於

是
V =

∫ b

a
A(x) dx =

∫ b

a
2πr (x)h(x) dx

至於 r (x)及 h(x)該怎麼寫呢？我們將曲線 y = f (x)之下，a ≤ x ≤ b，這區域繞 y 軸旋轉。
旋轉之前在區域上，沿著與旋轉軸平行的方向切下去，然後觀察它隨著旋轉形成圓柱。

可以看出，曲線的高 f (x)便是圓柱的高 h(x)；而 x 距離旋轉軸便是圓半徑 r (x)。所
以此時 ∫ b

a
2πr (x)h(x) dx =

∫ b

a
2πx f (x) dx
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圖 10.6: 剝殼法

性質 10.6.2 剝殼法
在曲線 y = f (x)之下，曲線 y = g (x)之上，x = a和 x = b之間的區域，繞著 x = d 作
旋轉所形成的旋轉體。其體積為

V =2π
∫ b

a
r (x)h(x) dx

=2π
∫ b

a

∣∣x −d
∣∣ ∣∣ f (x)− g (x)

∣∣ dx

曲線 y = x2 與 y = 2x 所圍區域，繞 y 軸作旋轉，求此旋轉體體積。

解
先解 x2 = 2x，得到 x = 0 or 2，得知此區域的範圍是 0 ≤ x ≤ 2。簡單畫圖可知

y = 2x 在上，y = x2 在下。不畫圖也知道，在 0到 2中間隨便抓一個來代，譬如說抓
x = 1代代看，很容易就知道 y = 2x 在上，y = x2 在下。
同樣地，跟旋轉軸平行的方向是鉛直方向，因此在此區域上畫鉛直線切過它。可

以看出 h(x)就是
∣∣∣2x −x2

∣∣∣，因為兩曲線間並沒有交換大小關係，所以若不加絕對值
也沒問題。至於 r (x)就是 x 到旋轉軸的距離，而旋轉軸是 y 軸，即 x = 0，故可知
r (x) = |x −0| = x 。於是列式

2π
∫ 2

0
x(2x −x2) dx

=2π
∫ 2

0
2x2 −x3 dx

=2π

[
2x3

3
− x4

4

]2

0

=2π

[
16

3
−4

]
= 8π

3

例題 10.6.5
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10.7 後記：大一微積分學些什麼？
多數同學容易有個誤解，翻開大一微積分教科書目錄，好像不少都在高中學過，便掉

以輕心，結果期中考翻了船。特別是許多同學在高中補習班學了半調子的微積分，這和大
學課堂中的嚴謹、深刻是差很多的。
其實大一微積分的內容，相比高中微積分是大大地加深加廣了。首先，高中談的是多

項式函數的微積分，大學則再涉及三⻆函數、指對數等等，還有現行高中課綱已經刪除的
反三⻆函數。所以光是目錄名稱相似，其實也多了不少學習內容。以下再稍舉大學比高中
多學的主題，並沒有全面性地列出來，而且實際上授課老師不同的話課程內容也不盡相
同，畢竟大學不像國高中有教育部公定的課綱。
高中談極限一般只涉及有理函數、根式等等，大學則還有三⻆函數、指對數，使得解

極限的方法更多樣，甚至有一節為極限的嚴格定義，使用 ε-δ的形式化語言來對於極限下
定義，並要求同學利用此定義來作各種證明，其難懂的程度可謂微積分的開學殺手！

關於微分學的部分，高中只談微分的定義、性質，還有多項式的求導規則，應用方面
則有單調性、凹凸性等等。大學的微分學還涉及隱函數的微分、反函數的微分、對數微分
法等等高中沒教過的單元，也有對於參數式曲線或極坐標曲線求切線、極值等等，在應用
上也還有相關變率、牛頓求根法等等主題。

積分學方面，高中的積分定義是使用等差分割作上下和，大學的積分定義則是任意
分割、任意取樣求和，還涉及可積性的問題。高中求積分只針對最簡單的多項式，並沒有
特別學習積分技巧，頂多有某些老師偷教變數代換。大學則有專門一章探討積分技巧以
面對各種積分函數，包含分部積分、有理函數的積分、三⻆代換等等。另外也有個單元叫
做瑕積分，討論如何處理積分範圍或被積分函數涉及無限大的情況。

有些高中老師會偷教泰勒展開式，但往往同學只學到式子的定義而不了解其精神，應
用層面也不多8。大學則是要利用泰勒展開式來近似函數、估計函數值、用來簡便解決困
難的極限題 9，也要處理泰勒展開式的餘項。

除了高中會涉及到的單變數微分學與積分學外，大學微積分還會討論無窮級數的斂
散問題，學習好幾種判斷級數收錄發散的方法。接著學習多變數的微分學，在單變數微分
學討論過的諸如連鎖規則、隱函數微分、求極值等等，在多變數的版本變得複雜度更高。
多變數的積分學則是二重積分及三重積分，複雜度比單變數積分高了不少，常常要考慮
如何分析積分區域、如何填寫積分上下限，甚至有交換積分順序的問題。

除了以上這些，理工科系還會學到向量微積分，這在電磁學、流體力學等進階課程是
非常重要的基礎。而其難度在大一微積分來說是較高的，而且因為是學年最末才學到，往
往沒有足夠時間讀熟。

綜上所述，大一微積分的內容比高中所學多了不少，教授也會對學生答題的計算過
程較為要求，不能再像高中時隨便寫寫輕易過關。因此，雖然大一微積分不能算是高度困
難的學科 10，但也不宜因為高中學過一點點便掉以輕心。

8所用到的幾個地方都是高中數學本來就有其它方法解決的。
9許多時候比羅必達法則威力更強！
10微積分其實還是很困難的，但困難的部分都放在高等微積分及更進階的課程裡讓數學系去傷腦筋了，大
多人會碰到的微積分課程只會處理比較基本、簡單的。
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