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1. В в е д е н и е . Рассматривается задача о построении возможно более 
простой в том или ином смысле схемы Rn из функциональных элементов 
определение см., например, в (*)), которая по двоичным разрядам двух целых 
n-разрядных чисел М и N, 0 < М, N < 2", вычисляет все двоичные разряды 
их произведения MN. Сложность схемы Rn можно охарактеризовать двумя 
параметрами: числом элементов / (Rn) и глубиной схемы t (Rn), т. е. наи­
большим количеством элементов в схеме Ах, . . ., Ацц ) таких, что состоя­
ние каждого из них, кроме первого, непосредственно зависит от состояния 
предыдущего. Содержательно глубина — это время работы схемы, если 
время работы каждого элемента 1. Считается, что булевские функции, при­
писываемые элементами схемы, берутся из некоторого конечного базиса. 
Выбор такого базиса произволен, так как все оценки, приводимые ниже, 
даны с точностью до умножения на константу. 

Пусть / и т — две функции от одних и тех же переменных. Тот факт, что 
существует такая константа с, что I <^ст мы будем записывать следующим 
образом: I т. Пусть Sn — схема по п разрядам числа N4 0 ^ N < 2", 
дающая разряды числа N2. Тогда равенство 

MN = 7 4 [(М + N)2 — (М— N)2] 

указывает способ построения схемы Rn, дающей по разрядам М> N, где 
О <^ М9 N < 2п, разряды их произведения MN и такой, что 

HRn)<f(Sn), t(Rn)-^t(Sn). 

Поэтому мы будем строить схему Sn, дающую N2 по N. Слова «схема по чис­
лам Ai вычисляет (или дает) числа £/» здесь и в дальнейшем означают, что 
эта схема по двоичным разрядам чисел At реализует двоичные разряды чи­
сел В/. 

В работе (2) приведены две конструкции схем S\ и S *, Дающие N2 по JV, 
для которых соответственно 

t(S\)^\gn, 

В настоящей работе строится схема Sn, для которой 

где в — произвольная положительная константа. Точнее, при достаточно 
большом с (например, с — 25) 

/ (Sn) -< n c v ^ , t (Sn) -< c v ^ T 

2. О п и с а н и е с х е м ы . Пусть даны п двоичных разрядов числа N: 
/1—2 
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где со/ равно 0 или 1. Выберем два натуральных числа q и г так, чтобы 

Яг<п<1(г + 1 ) , 

и в случае п < q (г + 1) положим со„ = со л + 1 = . . . = (о^ ( г + 1 ) _ х = 0. 
Представим N в виде 

г q-l 

N = 2 а /2" , где а, = 2 * W ' . 
Каждое а/ — натуральное число, содержащее в двоичной записи q разрядов. 
Эти разряды . . . C O ^ + D ^ ! — разряды числа N или тождественные нули. 
Итак, каждому числу N мы сопоставили г + 1 чисел: а 0 . . . а г. Поставим 
теперь каждому числу N в соответствие многочлен степени г: 

г 

Р (х) = 2 а , * . 

Очевидно, iV = Р (2*), N2 = Р 2 (2*). 
Наша схема состоит из 4 частей \ п , Н Л 1 Ш„, IV n, порядок соединения 

которых таков: 
^ - 1 Я ^ 1 1 Я — 1 1 1 я -+lVn-*N*. 

Часть Ц по числам а 0 . . . аг, которые можно считать данными, вычисляет 
значения Р (х) при всех целых х в промежутке — г <^ х <^ г; обозначим эти 
2 r + 1 чисел через m _ r . . . m r , т. е. 

т / = Р (t) при — г < i <; г. 

Часть Пп возводит все mt в квадрат, получая при этом значения много­
члена Р2 (х) в тех же точках — г, . . ., г: 

m2 = P2(i) п р и — - / * < £ < г. 

Часть Ш п , зная значения многочлена Р 2 (я) степени 2г в 2г + 1 точках, 
по известным формулам вычисляет его коэффициенты. 

Часть IV„, зная коэффициенты Р2 (х), вычисляет его значение при 
х =2q. 

Итак, число N2 = Р2 (2я) получено. 
Метод построения схемы индуктивен в том смысле, что части Пп и 1 Н Л 

включают схемы Sk при некоторых k <^ п в качестве своих составных час­
тей. 

3. О ц е н к а с л о ж н о с т и с х е м ы . Эта оценка использует ре­
зультаты (доказательство которых см. (3)), сформулированные здесь в виде 
лемм 1 и 2. 

Л е м м а 1. Существует схема Та, ъ по а-разрядным числам Аъ . . ., Л*, 
ь 

вычисляющая сумму 2^/2*< 4 ), где все k (i) целые, такая, что 

f{Ta.b)<ab, t(Ta>b)^\ga +lgb. 

Л е м м а 2. Существует схема Uut b, по двум числам А и В, имеющим а 
ub разрядов соответственно, дающая их произведение АВ, такая, что 

f(Ua,b)<ab, t(Ua,b)-<\ga +lgb. 

Опишем подробно вычисления, которые производит каждая часть схе­
мы, и оценим сложности этих частей. Д л я упрощения оценок будем считать 
заранее, что при к < п оценка (1) верна и q4* У- г у- lg lg q. 
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Часть \ п : а) умножает -< г2 чисел с -< q разрядами на числа с -< г lg г 
разрядами; б) вычисляет -< г сумм по -< г слагаемых с -< q разрядами 
в каждом; отсюда / (1П) - < ? г 4 , / (1Л) lg q. 

Часть II r t возводит в квадрат г чисел с -< ^ разрядами; отсюда 
/ ( I I « ) - < r. /(S«), / (И я) -< t (Sq). 

Часть III„ решает систему линейных уравнений с постоянными -< г lg г -
разрядными коэффициентами, причем свободные члены т 2 имеют -< </ раз­
рядов, а решения — целые числа. Иными словами, она: а) вычисляет -< г 
линейных комбинаций от -< ^-разрядных чисел т 2 с ^< г2 lg г-разрядными 
коэффициентами; б) делит (нацело) эти линейные комбинации на определи­
тель системы; так как он постоянен, то это деление можно свети к умноже­
нию этих ~< ^-разрядных линейных комбинаций на число (приближенно 
обратное определителю) с таким же числом разрядов -< q\ отсюда 
filllnXqr* +r.f(S,)9t(llln)^\gq+t(Sq). 

Часть IV n в многочлен от х степени г с -< ^-разрядными коэффициен­
тами подставляет х = 2q; отсюда 

/ (IVrt) ^ qr, t (IV„) < lg q. 

Теперь оценим сложность схемы Sn. Очевидно, 

/ (Sn) = / {In) +f(Un)+f (HI,) + / (IV.), 

t(Sn)^t(ln) +t(lln) +t(llln) +t(Wn). 

Таким образом, приходим к формулам 

f(Sn)-<r.f(S,) + qr*9 

t (Sn) -< * (Sq) + lg q9 

где qr < n. 

Положив r = c^^i9 получаем при достаточно большом постоянном с 

f(Sn)^nc^, 

t(Sn)-<c^. 
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