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第 1章

曲線

日常では、曲線はまっすぐではない曲がった線、つまり直線ではない線を意味する語で

ある。しかしながら、数学では、曲線はその特別な場合として直線や線分を含む概念で

ある。

1.1 曲線の定義と例

■曲線の径数表示 I を区間として、連続写像 γ : I → R2 を曲線(curve) という。平面

R2 内の曲線であるから、平面曲線と呼ぶこともある。日常語の語感からいえば、写像 γ

の像を曲線と呼ぶのが自然かもしれないが、数学では、写像 γ 自身のことを曲線と呼ぶの

が慣用である。一般に、連続写像 γ : I → Rn を曲線(curve) という。正確には Rn 内の

曲線である。R2 内の曲線は平面曲線と呼ぶのに対し、R3 内の曲線は空間曲線と呼ばれ

る。さらに一般に Rn (n ≥ 3) 内の曲線を、空間曲線と呼ぶこともある。

γ の時刻 t による微分
.
γ を速度、γ の時刻 t による 2階微分

..
γ を加速度という。

■曲線の陰関数表示 原点を中心とする半径 1の円の方程式は、 x2 + y2 = 1 である。こ

れは方程式 x2 + y2 − 1 = 0 が定める曲線と言うことができる。このように、方程式を

使って曲線を表すことは、しばしば行われる。

{(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0}

の形で、曲線を表すやり方を、曲線の陰関数表示という。

■関数のグラフとしての曲線 f(x) を x を変数とする関数とし、そのグラフ y = f(x)

は曲線をあらわす。この曲線を径数表示すると

t 7→ (t, f(t))
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となる。陰関数表示をすると次のようになる。

{(x, y) : y − f(x) = 0}

例 1.1.1. 楕円の径数表示と定義方程式は次で与えられる。

θ 7→ (a cos θ, b sin θ),
x2

a2
+

y2

b2
= 1

楕円 (a = 2, b = 1)

-

6 双曲線 (a = 2, b = 1)

-

6

例 1.1.2. 双曲線の径数表示と定義方程式は次で与えられる。

θ 7→ (a cosh θ, b sinh θ),
x2

a2
− y2

b2
= 1

例 1.1.3. レムニスケート (lemniscate)は次の定義方程式で与えられる曲線である。

(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)

レムニスケート (a = 1)

-

6

シッソイド (a = 1)

-

6
ストロフォイド (a = 1)

-

6

例 1.1.4. シッソイド (cissoid) は次の定義方程式および径数表示で与えられる曲線で

ある。

x3 + (x− a)y2 = 0 x =
at2

1 + t2
y =

at3

1 + t2

例 1.1.5. ストロフォイド (strophoid)は次の定義方程式および径数表示で与えられる曲

線である。葉形線とも呼ばれる。

(x + a)x2 + (x− a)y2 = 0, x =
a(t2 − 1)
t2 + 1

y =
at(t2 − 1)

t2 + 1
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■擺線とその仲間 転がる円が描く軌跡を紹介しよう。

例 1.1.6. サイクロイド (cycloid,
はいせん

擺線) は次の径数表示で与えられる曲線である。半径 r

の円が x軸上滑ることなく転がるとき、この円上の定点が描く軌跡である。

θ 7→ r(−θ − sin θ, 1− cos θ)

サイクロイドは次の微分方程式の解でもある。

dy

dx
=

sin θ

1− cos θ

-

6

例 1.1.7. トロコイド (trochoid,
よはいせん

余擺線) は次の径数表示で与えられる曲線である。半径

r の円が x軸上滑ることなく転がるとき、動円の中心から距離 lr にある定点が描く軌跡

である。
θ 7→ r(θ − l sin θ, 1− l cos θ))

r = 1, l = 1
2

-

6

r = 1, l = 3
2

-

6

例 1.1.8. 半径 r の円が半径 kr の円周上滑ることなく転がるとき、動円上の定点が描く

軌跡をエピサイクロイド (epicycloid,
がいはいせん

外擺線) といい、次の径数表示で与えられる。

θ 7→ r(k + 1)
(

cos θ − cos(k + 1)θ
k + 1

, sin θ − sin(k + 1)θ
k + 1

)

k が有理数なら閉曲線で、これを既約分数 p/qの形に書いたとき p 個の尖点がある。k が

無理数なら閉曲線でない。
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k = 3, r = 1 k = 5/3, r = 1 k = 3, r = 1, l = 1
2 k = 5/3, r = 1, l = 3

2

例 1.1.9. エピトロコイド (epitrochoid,
がいよはいせん

外余擺線) は次の径数表示で与えられる曲線で

ある。半径 r の円が半径 kr の円周に外接しながら滑ることなく転がるとき、動円の中心

から距離 lr にある定点が描く軌跡である。

θ 7→ r(k + 1)
(

cos θ − l cos(k + 1)θ
k + 1

, sin θ − l sin(k + 1)θ
k + 1

)

例 1.1.10. 半径 rの円が半径 krの円周に内接しながら滑ることなく転がるとき、動円上

の定点が描く軌跡をハイポサイクロイド (hypocycloid,
ないはいせん

内擺線) といい、次の径数表示で

与えられる。

θ 7→ r(k − 1)
(

cos θ +
cos(k − 1)θ

k − 1
, sin θ − sin(k − 1)θ

k − 1

)

例 1.1.11 (星芒形 (asteroid)). ハイポサイクロイドで k = 4のときはアステロイド (星

芒形)と呼ばれ、次のような表示をもつ。

θ 7→ a(cos3 θ, sin3 θ), x
2
3 + y

2
3 = a

2
3

k = 4, r = 1 k = 5
2 , r = 1 k = 4, r = 1, l = 3

2 k = 5
2 , r = 1, l = 1

2

例 1.1.12. ハイポトロコイド (hypotrochoid,
ないよはいせん

内余擺線) は次の径数表示で与えられる曲

線である。半径 r の円が半径 kr の円周に内接しながら滑ることなく転がるとき、動円の

中心から距離 lr にある定点が描く軌跡である。

θ 7→ r(k − 1)
(

cos θ +
l cos(k − 1)θ

k − 1
, sin θ − l sin(k − 1)θ

k − 1

)

スピログラフという玩具を使うと、ハイポトロコイドの絵を描く事ができる。
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■グリセット ２つの曲線（または直線)C, D を考える．長さ一定の線分を用意し，その

上に描画点を固定、線分の一方の端を曲線 C に，もう一方の端を曲線D に乗るように線

分を動かした時に，描画点の動く曲線のことをグリセット (Glissette)という。

例 1.1.13 (ワット曲線). 長さ 2cの線分が、一方の端点が (a, 0) を中心とする半径 b の

円周上に他方の端点が (−a, 0) を中心とする半径 b の円周上にあるとき、線分の中点が描

く軌跡のことをワット曲線という。蒸気機関を発明したワットである。この曲線の極座標

による表示は、次で与えられる。

r2 = b2 − (a sin θ ±
√

c2 − a2 cos2 θ)2

Google 等で「Watt curve」をキーワードにして検索すると Watt 曲線の図を見つける事

ができる

■螺線 螺線 (spiral)*1の仲間を紹介する。

例 1.1.14 (代数螺線). r = aθk. k = 1 のときはアルキメデスの螺線、k = 1/2 のときは

放物螺線 (または Fermat螺線)、k = −1/2 のときはリチュース (Lituus), k = −1 のと

きは双曲螺線という。双曲螺線は y = a を漸近線にもつ。

アルキメデス螺線
放物螺線

リチュース

双曲螺線 対数螺線

y = eθ (0 ≤ θ ≤ π)

θ が大きくなると原点から急速に離れる。

*1
にし
螺とは巻貝のことで、

らせん
螺旋は巻貝の殻の線のように旋回した筋や、

ねじ
螺子の事を指す。広辞苑によると

らせん
螺線とは渦巻状の空間曲線のことであり、平面曲線は

うずまき
渦巻と呼んでいる。しかし、対数渦巻、アルキメ

デスの渦巻とは言わず、対数螺線、アルキメデスの螺線というのが慣用である。英語では渦巻状の平面曲
線は spiral 空間曲線は helix という。対数螺線は logarithmic spiral である。
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例 1.1.15 (対数螺線). r = abθ の形にかける螺線。アンモナイトや巻貝の形である。渦

巻銀河はしばしばこの形をしている。原点を通る直線と、接線の角度が一定 (φ)である螺

線でもある。φ を使った表示式は r = eθ cot φ となる。

1.2 弧長変数

1.2.1 弧長の定義

連続曲線 γ : [a, b] → R2 に対し、その弧長(arc length) を定義しよう。

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

なる数列の集合 {t0, t1, . . . , tn} を区間 [a, b] の分割といい ∆ で表す。

L(γ, ∆) =
n∑

i=1

d(γ(ti−1), γ(ti))

とおく。∆′ が ∆ の細分のとき、三角不等式より

L(γ, ∆) ≤ L(γ, ∆′)

である。S(γ) を近似和 L(γ, ∆) 全体のなす集合とする。S(γ) が上に有界のとき、γ は

長さを持つといい
L(γ) = supS(γ)

を、曲線 γ の長さ（弧長）という。

曲線 γ(t) (a ≤ t ≤ b) が長さを持てば γ を [a, t] に制限して得られる曲線も長さを持

つ。その長さを s(t) とする。

定理 1.2.1. C0 曲線 γ(t) (a ≤ t ≤ b) が (a, b) で C1 でならば γ は長さをもち、

ds

dt
=

∣∣∣dγ

dt

∣∣∣

証明. γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) と書く。区間 [t, t + h] での |γ′i| の最大値を Mi(t, h), 最小値

を mi(t, h) とおく。t = s0 < s1 < · · · < sm = t + h なる分割をとると平均値の定理より

γi(sj)− γi(sj−1) = γ′i(sj−1 + θi,j(sj − sj−1))(sj − sj−1) (0 < θi,j < 1)

なので

mi(t, h)2(sj − sj−1)2 ≤ (γi(sj)− γi(sj−1))2 ≤ Mi(t, h)2(sj − sj−1)2
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となり、
√

2X

i=1

mi(t, h)2 (sj − sj−1) ≤
√

2X

i=1

(γi(sj)− γi(sj−1))2 ≤
√

2X

i=1

Mi(t, h)2 (sj − sj−1)

を得る。j = 1, . . . , n に関する和をとると
√

2X

i=1

mi(t, h)2 h ≤
n∑

j=1

√
2X

i=1

(γi(sj)− γi(sj−1))2 ≤
√

2X

i=1

Mi(t, h)2 h

となり、[t, t + h] の細分をどんどん細かくした極限を取ると、次を得る。

√
m1(t, h)2 + m2(t, h)2 ≤ s(t + h)− s(t)

h
≤

√
M1(t, ε)2 + M2(t, ε)2

γ は (a, b) で C1 なので h → 0 のとき Mi(t, h), mi(t, h) → γ′i(t) となり、主張を得

る。

よって、C1 曲線 γ : [a, b] → R2 の弧長 l は、次で与えられる。

l = L(γ) =
∫ b

a

| .γ(t)|dt =
∫ b

a

√
.
x

2 +
.
y
2
dt

ds =
√

dx2 + dy2 =
√

.
x

2 +
.
y
2
dt を曲線の線素という。

例 1.2.2. サイクロイド x = a(θ − sin θ), y = a(1 − cos θ) (0 ≤ θ ≤ 2π) の弧長を求め

よ。
.
x = a(1− cos θ),

.
y = a sin θ より、

(ds

dθ

)2

=
(dx

dθ

)2

+
(dy

dθ

)2

= a2(1− cos θ)2 + a2 sin2 θ = 2a2(1− cos θ) = 4a2 sin2 θ

2

なので、求める弧長は

∫ 2π

0

ds

dθ
dθ = 2a

∫ 2π

0

sin
θ

2
dθ = 2a

[
−2 cos

θ

2

]2π

0
= 8a

例 1.2.3. 楕円 x2

a2 + y2

b2 = 1 (a > b > 0)の弧長は、径数表示 x = a cos θ, y = b sin θ を

用いると

s =4
∫ π/2

0

√
.
x

2 +
.
y
2
dθ

=4
∫ π/2

0

√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θdθ

=4
∫ π/2

0

√
a2 − (a2 − b2) cos2 θdθ
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=4a

∫ π/2

0

√
1− e2 cos2 θdθ e =

√
a2 − b2

a

この積分は楕円積分と呼ばれ初等関数で表せないことが知られている。

弧長を曲線の径数に取ることができる。以下それを説明する。

s(t) =
∫ t

a

| .γ(u)|du

とおくと、
ds

dt
= | .γ(t)| > 0

となる。よって、逆写像定理より、t を s の関数と見ることができる。t = t(s) と書くと、

曲線 γ(t) を s を径数として γ(t(s)) のように表すことができる。このように表したとき、

s を弧長変数という。弧長変数 s による微分を ′ で表す習慣がある。時間 tに関する微分

を . で表す。|γ′| = 1 となるのは明らかであろう。

径数づけをかえても、弧長を表す積分は変わらない。実際、曲線 γ(t) (a ≤ t ≤ b) を径

数の変換 t = t(u) (a = t(α), b = t(β))で移すととする。 dt/du > 0である。dγ
du = dγ

dt
dt
du

なので、 ∫ b

a

∣∣dγ

dt

∣∣dt =
∫ β

α

∣∣dγ

dt

∣∣ dt

du
du =

∫ β

α

∣∣dγ

du

∣∣du

が成り立つ。

定理 1.2.4. 曲線が極座標を用いて C1 関数 r = f(θ) (α ≤ θ ≤ β) で与えられていると

き、その弧の長さは次で与えられる。
∫ β

α

√
r2 + f ′(θ)2dθ

証明. 曲線を次のように径数表示する。

x = r cos θ = f(θ) cos θ, y = r sin θ = f(θ) sin θ

このとき

dx = dr cos θ − r sin θdθ

dy = dr sin θ + r cos θdθ

なので

ds =
√

dx2 + dy2 =
√

(dr cos θ − r sin θdθ)2 + (dr sin θ + r cos θdθ)2

=
√

dr2 + r2dθ2 =

√
r2 +

(dr

dθ

)2

dθ

となり、結果を得る。
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例 1.2.5. 対数螺線 r = aθ (θ1 ≤ θ ≤ θ2) の弧長 s を求めてみよう。

ds2 = r2 + r′2 = a2θ + a2θ(log a)2 = a2θ(1 + (log a)2)　より

s =
∫ θ2

θ1

aθ
√

1 + (log a)2dθ =

√
1 + (log a)2

log a
[aθ]θ2

θ1

=

√
1 + (log a)2

log a
[aθ2 − aθ1 ] =

√
1 + (log a)2

log a
(r2 − r1)

よって、弧の長さは端点の動径の長さの差に比例することがわかる。

演習 1.2.6. 次の曲線の弧長を求めよ。

r = a(1 + cos θ), r = aθ (0 ≤ θ ≤ 1)

解 8a, a
2 (
√

2 + log(1 +
√

2))

1.2.2 弧長の性質

曲線の端点間の距離は弧長を超えることはない。以下それを証明してみよう。

定理 1.2.7. 曲線 γ(t) (a ≤ t ≤ b) に対し、次が成り立つ。

|γ(b)− γ(a)| ≤
∫ b

a

| .γ(t)|dt

証明. u =
γ(b)− γ(a)
|γ(b)− γ(a)| と置く。

|γ(b)− γ(a)| = 〈γ(b)− γ(a), u〉 =
∫ b

a

〈 .
γ(t), u〉dt ≤

∫ b

a

| .γ(t)|dt

曲線の弧長を知るには、曲線のすべての方向への射影の長さを知ればよい。CTスキャ

ンの原理の最も簡単な場合である。

定理 1.2.8 (コーシーの積分公式). 長さ有限な曲線 γ : [a, b] → R2 に対し

γθ(t) = 〈γ(t), u〉u, u = (cos θ, sin θ)

とおくと、次が成り立つ。 ∫ 2π

0

L(γθ)dθ = 4L(γ)
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証明. まず、線分についてこの式を示す。長さ L の線分の線分から角度 θをなす方向への

射影の長さは L| cos θ| なので
∫ 2π

0

L| cos θ|dθ = 4L

となる。後は弧長の定義に戻れば、一般の曲線についても成立することがわかる。実際、

∫ 2π

0

L(γθ, ∆)dθ = 4L(γ, ∆)

であり、γ が長さ有限なので γθ も長さ有限であるから、

sup
{∫ 2π

0

L(γθ, ∆)dθ : ∆
}

= 4 sup{L(γ, ∆) : ∆}

なので、与式を得る。

γ は閉曲線のとき L(γθ) は γθ の像の線分としての長さの 2倍である。このとき次のよ

うに置く。

wmin =
1
2

min{L(γθ)}, wmax =
1
2

max{L(γθ)}.

定理 1.2.9. 閉曲線 γ(t)に対して、

πwmin ≤ L(γ) ≤ πwmax

証明. wmin ≤ 1
2L(γθ) ≤ wmax を区間 [0, 2π] で積分して

2πwmin ≤ 1
2

∫ 2π

0

L(γθ)dθ ≤ 2πwmax

定理 1.2.8より、主張を得る。

この定理の不等式で等号がひとつでも成り立てば L(γθ) は定数である。このような閉

曲線を定幅曲線という。各辺の長さが 1 の正 3 角形の各頂点を中心とする円の円弧の 1

部 (角度 π/3) をつかって残り 2頂点間に曲線を引く。こうして得られる図形をルーロー

(Reuleaux)の三角形という。これは定幅曲線である。ルーローの三角形は、幅を固定し

たとき、定幅曲線で最も小さい面積を持つものとして特徴付けられる。ルーローの三角形

の平行曲線を考えれば滑らかな定幅曲線の例が得られる。正多角形からも同様の構成がで

きるが省略する。
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1.3 曲率

1.3.1 曲率の定義と基本事項

.
γ(t) 6= 0 のとき γ(t) の単位接ベクトル(unit tangent vector) e を次で定める．

e =
dγ

ds
=

dt

ds

dγ

dt
=

dγ/dt

ds/dt
=

1
| .γ(t)|

dγ

dt

〈e, e〉 = 1 なので，この式を s で微分すると

2
〈de

ds
, e

〉
= 0

を得る．これは de
ds は 0 でなければ e と直交している事を表している．n を γ(t) での γ

の単位法ベクトル(unit normal vector) とすると

n =
(
−dy

ds
,
dx

ds

)

と書ける．(注意: n の選び方は n, −n の 2通りある．ここでは
∣∣∣∣
e
n

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

dx
ds

dy
ds

−dy
ds

dx
ds

∣∣∣∣ =
(dx

ds

)2

+
(dy

ds

)2

> 0

なるように n を選んでいる．) de
ds は e に直交するので，

de

ds
= κn

を満たす実数 κ が存在する．この κ を，曲線 γ の，点 γ(t) での 曲率(curvature) と

いう．

ベクトル e, n の組を枠 (frame) という。

例 1.3.1. サイクロイド γ(t) = (t − sin t, 1 − cos t) (0 ≤ t ≤ 2π) の単位接ベクトル e、

単位法ベクトル n、曲率 κ を求めてみよう．

γ′(t) = (1 − cos t, − sin t) = 2 sin t
2

(
sin t

2 , cos t
2

)
より、s を弧長変数とすると ds

dt =

2 sin t
2 であり、

e =
(
sin

t

2
, cos

t

2

)
, n =

(
− cos

t

2
, sin

t

2

)

がわかる。de
ds = κn を

de

ds
=

1
ds/dt

de

dt
=

1
2 sin t

2

(
cos

t

2
,− sin

t

2

)
= − 1

2 sin t
2

n

と比較すると、κ = − 1
2 sin t

2
がわかる。
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例 1.3.2. エピサイクロイド

t 7→ r(k + 1)
(

cos t− cos(k + 1)t
k + 1

, sin t− sin(k + 1)t
k + 1

)

についても、γ′(t) = 2kr sin (k−1)t
2

(
sin (k+1)t

2 , cos (k+1)t
2

)
なので、弧長変数 s は ds

dt =

2kr sin (k−1)t
2 を満たし

e =
(
sin

(k + 1)t
2

, cos
(k + 1)t

2

)
, n =

(
− cos

(k + 1)t
2

, sin
(k + 1)t

2

)

となる。

κ =
∣∣∣de

ds

∣∣∣ =
∣∣∣de

dt

∣∣∣
/∣∣∣ds

dt

∣∣∣ =
∣∣∣ k + 1

4kr sin (k−1)t
2

∣∣∣

定理 1.3.3 (曲率の幾何学的意味). 曲線の接ベクトル e が x 軸となす角を θ とすると，

κ =
dθ

ds

証明. e = (cos θ, sin θ), n = (− sin θ, cos θ) なので，

de

ds
=

dθ

ds

de

dθ
=

dθ

ds

d

dθ
(cos θ, sin θ) =

dθ

ds
(− sin θ, cos θ) =

dθ

ds
n

κ = 0 となる点をその曲線の変曲点(inflexion) 、κ′ = 0 となる点をその曲線の頂

点(vertex) という。

定理 1.3.4 (フレネの公式).

e′ = κn, n′ = −κe.

証明. e′ = κn は既出。n · n = 1 より、n′ · n = 0 n′ = ae と書くと e · n = 0 より

e′ · n + e · n′ = 0 書き換えて κ + a = 0 よって a = −κ.

曲率の意味を理解するために、s を弧長変数として s = 0 での γ(s)のテイラー展開を

見てみよう。

γ(s) = γ(0) + γ′(0)s +
1
2
γ′′(0)s2 + · · ·

γ′ = e, γ′′ = κn より

γ(s) = γ(0) + e(0)s +
1
2
κ(0)n(0)s2 + · · ·

簡単のため γ(0) = 0, e(0) = (1, 0), n(0) = (0, 1) とすると

γ(s) = (s + o(s2),
1
2
κ(0)s2 + o(s2))
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γ(s) の第一成分を t とすると、グラフ y = f(x)として表されることが出来、f(x) には

１次の項はない。特に

y =
1
2
κ0x

2 + 3次以上の項 (1.3.1)

弧長変数は簡単に求められないことが多いので、曲率を計算するには一般の径数による

表示が必要になる。

定理 1.3.5 (曲率の径数表示).

κ =
.
x

..
y − ..

x
.
y

(
.
x

2 +
.
y
2)

3
2

=
1

(
.
x

2 +
.
y
2)

3
2

det(
.
γ

..
γ)

証明.
.
γ(t) = ds

dt γ
′ = ds

dt e = | .γ(t)|e より

..
γ(t) =

( d

dt
|γ(t)|

)
e + | .γ(t)| .e =

( d

dt
|γ(t)|

)
e + | .γ(t)|ds

dt
e′

=
( d

dt
|γ(t)|

)
e + | .γ(t)|2κn

なので

κ =
〈..γ(t), n〉
| .γ(t)|2 =

〈(..
x,

..
y), (− .

y,
.
x)〉

| .γ(t)| 32 =
.
x

..
y − ..

x
.
y

(
.
x

2 +
.
y
2)

3
2

例 1.3.6. 楕円 γ(t) = (a cos t, b sin t) の曲率を求めてみよう。
.
γ(t) = (−a sin t, b cos t),

..
γ(t) = (−a cos t,−b sin t) より、

κ =
.
x

..
y − ..

x
.
y

(
.
x

2 +
.
y
2)

3
2

=
ab

(a2 sin2 t + b2 cos2 t)
3
2

例 1.3.7 (平行曲線). 弧長 s を 変数とする平面曲線 γ(s) を考える．d を定数として，

δ(s) = γ(s)+dN で表される曲線を，元の曲線 γ(s) の平行曲線 (parallel curve) という。

δ′(s) = γ′(s) + dN ′ = γ′(s)− dκT = (1− dκ)T

なので，平行曲線 δ(t) は dκ = 1 のとき特異点をもつ．平行曲線 δ(s)の単位接ベクトル

は T , 単位法ベクトルは N であることもわかる．よって δ(s) の曲率 κδ は

κδ =
〈δ′′(s), N〉
|δ′(s)|2 =

〈((1− dκ)T )′, N〉
(1− dκ)2

=
〈(1− dκ)T ′, N〉

(1− dκ)2
=

κ

1− dκ

となる．
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定理 1.3.8 (曲率の極座標表示). 極座標 x = r cos θ, y = r sin θ を用いて曲線が，

r = f(θ) で与えられたとき，その曲率 κ は次で与えられる．

κ =
f2 + 2f ′2 − ff ′′

(f2 + f ′2)3/2

証明. 極座標 x = r cos θ, y = r sin θ を用いて曲線が，r = f(θ) で与えられたとき，次の

ような曲線の径数表示が得られる。

x = f(θ) cos θ y = f(θ) sin θ

したがって

x′ =− f(θ) sin θ + f ′(θ) cos θ

y′ =f(θ) cos θ + f ′(θ) sin θ

x′′ =− f(θ) cos θ − 2f ′(θ) sin θ + f ′′(θ) cos θ

y′′ =− f(θ) sin θ + 2f ′(θ) cos θ + f ′′(θ) sin θ

を得る．x′2 + y′2 = f(θ)2 + f ′(θ)2 なので曲率の径数表示の公式に代入すれば結果を得

る。

定理 1.3.9 (陰関数による曲率の表示). 曲線 C が f(x, y) = 0 で与えられたとき，その

曲率 κ は次で与えられる。

κ = −f2
y fxx − 2fxfyfxy + f2

xfyy

(f2
x + f2

y )
3
2

=
1

(f2
x + f2

y )
3
2

∣∣∣∣∣∣

fxx fxy fx

fyx fyy fy

fx fy 0

∣∣∣∣∣∣

証明. 単位法ベクトル N と 単位接ベクトル T は次で与えられる．

N =
(fx, fy)

(f2
x + f2

y )1/2
, T =

(fy,−fx)
(f2

x + f2
y )1/2

よって，弧長変数 s による f(x, y) = 0 の径数表示 γ(s) = (x(s), y(s)) をとれば，

(x′(s), y′(s)) = γ′(s) = T = (fy,−fx)

(f2
x+f2

y )1/2 である．

∂T

∂x
=

(fxy,−fxx)
(f2

x + f2
y )

1
2
− (fy,−fx)

(fxfxx + fyfxy)(f2
x + f2

y )−
1
2

f2
x + f2

y

∂T

∂y
=

(fyy,−fxy)
(f2

x + f2
y )

1
2
− (fy,−fx)

(fxfxy + fyfyy)(f2
x + f2

y )−
1
2

f2
x + f2

y

より 〈∂T

∂x
,N

〉
=

fxfxy − fyfxx

f2
x + f2

y

〈∂T

∂y
,N

〉
=

fxfyy − fyfxy

f2
x + f2

y
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を得る．よって曲率 κ は次のように表される．

κ =
〈dT

ds
, N

〉
=

〈dx

ds

∂T

∂x
+

dy

ds

∂T

∂y
,N

〉

=x′(s)
〈∂T

∂x
,N

〉
+ y′(s)

〈∂T

∂y
,N

〉

=
fy

(f2
x + f2

y )
1
2

fxfxy − fyfxx

f2
x + f2

y

− fx

(f2
x + f2

y )
1
2

fxfyy − fyfxy

f2
x + f2

y

=− f2
y fxx − 2fxfyfxy + f2

xfyy

(f2
x + f2

y )
3
2

1.3.2 接触

径数表示された曲線 γ(t) と陰関数で定義された曲線 f(x, y) = 0 に対し合成関数

f◦γ(t) を考える。これは 2 つの曲線の接触を測っていると考えられるので接触関数と

呼ぶ。
f◦γ(t) = ck(t− t0)k + ck+1(t− t0)k+1 + ck+2(t− t0)k+2 + · · ·

のとき f(x, y) = 0 で定まる曲線と、曲線 γ(t) は t = t0 で、少なくとも k − 1 位の接

触をするという。特に ck 6= 0 のときは k − 1 位の接触*2をする（または k 点接触*3をす

る）という。ここでは説明しないが、k 位の接触するという概念は、径数表示や座標に依

存しない概念である。

■直線との接触 f(x, y) = 〈u, (x, y)〉 − c = ux + vy − c とおく。|u| = 1 とする。

f(x, y) = 0 は単位ベクトル u = (u, v) に直交する直線の方程式である。弧長変数で径数

表示された曲線 γ(s) に対し
f◦γ(s) = 〈u, γ〉 − c

を順次微分していって、γ(s) に k 位の接触をする直線の条件を調べてみよう。

(f◦γ)′ =〈u, γ′〉 = 〈u, e〉
(f◦γ)′′ =〈u, γ′′〉 = 〈u, κn〉
(f◦γ)′′′ =〈u, γ′′′〉 = 〈u, (κn)′〉 = 〈u, κ′n + κn′〉 = 〈u, κ′n− κ2e〉

なので、次を得る。

*2 1 位の接触が普通の接触である。2 つの曲線を (1.3.1) の形に表したとき k 次までの係数が同じならば、
少なくとも k 位の接触をする。

*3 2つの曲線の k 個の共有点が 1点に集まった接触という意味であろう。
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• (f◦γ)′(t0) = 0 ⇐⇒ u = n

• (f◦γ)′(t0) = (f◦γ)′′(t0) = 0 ⇐⇒ u = n, κ = 0

• (f◦γ)′(t0) = (f◦γ)′′(t0) = (f◦γ)′′′(t0) = 0 ⇐⇒ u = n, κ = 0, κ′ = 0

よって、次がわかった。

• 少なくとも 1位の接触をする直線は常に存在し、その法方向は n.

• 少なくとも 2位の接触をする直線が存在するための必要十分条件はその点が変曲点

であること。

• 少なくとも 3位の接触をする直線が存在するための必要十分条件はその点が変曲点

かつ頂点であること。

■円との接触 f(x, y) = 1
2 (〈u− (x, y),u− (x, y)〉 − r2) = 1

2

(
(x− u)2 + (y − v)2 − r2

)

とおく。f(x, y) = 0 は点 u = (u, v)を中心とする半径 r の円の方程式である。弧長変数

で径数表示された曲線 γ(s) に対し

f◦γ(s) =
1
2
(〈u− γ(s), u− γ(s)〉 − r2

)

を順次微分していって、γ(s) に k 位の接触をする円の条件を調べてみよう。

(f◦γ)′ =− 〈γ′,u− γ〉 = −〈e,u− γ〉
(f◦γ)′′ =− 〈γ′′, u− γ〉+ |γ′|2 = −〈κn,u− γ〉+ 1

(f◦γ)′′′ =− 〈γ′′′, u− γ〉+ 〈γ′, γ′′〉 = −〈(κn)′,u− γ〉+ 〈e, κn〉
=− 〈κ′n + κn′, u− γ〉 = −〈κ′n− κ2e,u− γ〉

(f◦γ)′′′′ =− 〈(κ′n− κ2e)′, u− γ〉 − 〈κ′n− κ2e, γ′〉
=− 〈κ′′n + κn′ − 2κκ′e− κ2e′,u− γ〉 − 〈κ′n− κ2e,e〉
=− 〈κ′′n− κ2e− 2κκ′e− κ3n,u− γ〉+ κ2

=− 〈(κ′′ − κ3)n− (κ2 − 2κκ′)e, u− γ〉+ κ2

となるので、次がわかる。

• (f◦γ)′(t0) = 0 ⇐⇒ ∃ρ u− γ = ρn

• (f◦γ)′(t0) = (f◦γ)′′(t0) = 0 ⇐⇒ u− γ = 1
κn

• (f◦γ)′(t0) = (f◦γ)′′(t0) = (f◦γ)′′′(t0) = 0 ⇐⇒ u− γ = 1
κn, κ′ = 0

• (f◦γ)′(t0) = (f◦γ)′′(t0) = (f◦γ)′′′(t0) = (f◦γ)(4)(t0) = 0 ⇐⇒ u − γ = 1
κn,

κ′ = 0, κ′′ = 0

よって、次がわかった。
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• 円が少なくとも 1位の接触をする必要十分条件は、その円の中心が接点での曲線の

法線上にあること。

• 円が少なくとも 2位の接触をする必要十分条件は、その円の中心 u が u = γ + 1
κn

となること。

• その円が少なくとも 3 位の接触をするための必要十分条件は、その点が頂点

(κ′ = 0)であること。

• その円がさらに少なくとも 4 位の接触をするための必要十分条件は、その点が

κ′ = κ′′ = 0 を満たすこと。

κ 6= 0のとき、γ(s0)+ 1
κ(s0)

n(s0)を中心する半径 1/κ(s0)の円は、点 γ(s0)で少なくとも

2位の接触をする（唯一つの）円である。この円のことを曲率円　 (circle of curvature),

1/κ を曲率半径(centre of curvature)という。

1.3.3 曲線論の基本定理

曲率は平面曲線を特徴づける。このことを主張するのが次の平面曲線の基本定理で

ある。

定理 1.3.10 (平面曲線の基本定理). 区間 [0, l]で定義された C∞ 関数 κ(s)(0 ≤ s ≤ l)に

対し、sを弧長変数とし、κ(s) を曲率とする平面曲線 γ(s)が存在する。さらに、このよ

うな平面曲線は、回転と平行移動で移りあうものを除いて唯一つである。

証明. まず存在を示す。θ(t) =
∫ t

0
κ(u)du として、

γ(s) =
∫ s

0

(cos θ(t), sin θ(t))dt

とおくと、
γ′(s) = (cos θ(s), sin θ(s))

となる。 |γ′| = 1. e = γ′, n = (− sin θ(s), cos θ(s)) に注意する。

γ′′(s) = θ′(s)(− sin θ(s), cos θ(s)) = κ(s)(− sin θ(s), cos θ(s)) = κn

となり、κ が曲率であることがわかる。

一意性の証明をしよう。2つの曲線 γ1(s), γ2(s) が同じ曲率 κ(s) を持つとしよう。こ

れらの曲線は回転と平行移動によって、出発点 (s = 0)と出発点での接ベクトルが一致す

るようにできる。すると、

γ1(0) = γ2(0), γ′1(0) = γ′2(0), n1(0) = n2(0)
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が成り立つ。この条件下で 2つの曲線が一致することを示す。

Ai = (γ′i(s) ni(s)) (i = 1, 2)

とおく。tAiAi = I で

A′i = (γ′′i n′i) = (κni − κei) = AiK K =
(

0 −κ
κ 0

)

となる。したがって

(A1
tA2)′ =A′1

tA2 + A1
tA′2 = A1K

tA2 + A1
t(A2K)

=A1K
tA2 + A1

tKtA2 = A1(K + tK)tA2 = 0

であり、 A1
tA2 は s に依存しない定数行列であることがわかる。A2(s)−1 = tA2(s),

A1(0) = A2(0) に注意すると

A1(s)A2(s)−1 = A1(s)tA2(s) = A1(0)tA2(0) = A1(0)A2(0)−1 = I

よって A1(s) = A2(s) となり、 γ′1(s) = γ′2(s) がわかった。γ1(0) = γ2(0) なので積分す

ることにより γ1(s) = γ2(s) がわかる。

1.4 伸開線と縮閉線

弧長 s を 変数とする平面曲線 γ(s) を考える．ε(s) = γ(s) + 1
κN で表される曲線を，

元の曲線 γ(s) の縮閉線 (evolute)，γ(s) を ε(s) の伸開線 (involute) という．縮閉線は

伸開線の曲率中心の軌跡である。

ε′(s) = γ′(s) +
( 1

κ

)
N +

1
κ

N ′ = T +
( 1

κ

)′
N +

1
κ

(−κT ) =
( 1

κ

)′
N

なので，縮閉線の接線方向は伸開線の法線方向である．また，曲率半径 ρ = 1
κ が縮閉線

ε(s) の弧長（と定数だけ異なる媒介）変数となる．なぜなら，

dε

dρ
=

ε′(s)
ρ′

=
ρ′N
ρ′

= N

となるからである．縮閉線の曲率は −κ3/κ′ で与えられる。なぜなら N , −T が縮閉線の

正規直交枠で、

dN

dρ
=

dN/ds

dρ/ds
=
−κT

dρ/ds
=

κ
d
ds (1/κ)

(−T ) =
κ

−κ′/κ2
(−T ) = −κ3

κ′
(−T )

となるからである。
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例 1.4.1. 放物線 4py = x2 (p は正の定数)の曲率 κは、径数表示 (x, y) = (t, t2

4p ) を用

いると，κ = 4

p(4+ t2

p2 )3/2
となる。縮閉線の軌跡は次で表せる．

(x, y) =
(
− t3

4p2
, 2p +

3t2

4p

)

これから t を消去して，27px2 = 4(y − 2p)3 を得る．

例 1.4.2. サイクロイド x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t) (a は正の定数) の曲率は

κ = − 1
2a
√

2−2 cos t
= 1

4a| sin t
2 |
である。縮閉線の軌跡は次で表され，再びサイクロイドで

ある．
(x, y) = (a(t + sin t),−a(1− cos t))

例 1.4.3. 楕円 x2

a2 + y2

b2 = 1 (a, b は正の定数) の曲率は径数表示 (a cos t, b sin t) を用い

て κ = ab
(a2 sin2 t+b2 cos2 t)3/2 となる。縮閉線の軌跡は

(x, y) =

(
a2 − b2

a
cos3 t,

b2 − a2

b
sin3 t

)

となり，これから t を消去すると ( a
a2−b2 x)2/3 + ( b

b2−a2 y)2/3 = 1.

p = 1 のとき

-

6

a = 1 のとき

-

6

a = 2, b = 1 のとき

-

6

サイクロイドの伸開線は自分自身と合同な曲線である。エピサイクロイド、ハイポサイク

ロイドの伸開線は自分自身を 1
1+2r 倍した相似な曲線である。

曲率が増加関数または減少関数のときは、次の定理が知られている。曲率が減少関数な

らば、s を −s に換えれば増加関数となるので、κ(s) が増加関数として述べておけば十分

である。

定理 1.4.4 (Kneser). 曲率 κ(s) が増加関数ならば、次の不等式が成り立つ。

s0 < s1 ならば |ε(s1)− ε(s0)|+ ρ(s1) < ρ(s0)

よって、s = s0 での曲率円はその内部に s = s1 での曲率円を含む。特に、この曲線は複

接線をもたず、自己交点も持たない。
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証明. 曲率 κ(s) が増加関数なので、ρ(s) = 1/κ(s) は減少関数であり、次を得る
∫ s1

s0

|ε′(s)|ds =
∫ s1

s0

|ρ′(s)N |ds = −
∫ s1

s0

ρ′(s)ds = ρ(s0)− ρ(s1)

曲率が増加関数なので、縮閉線は線分を含まず

|ε(s1)− ε(s0)| < [ε(s0) から ε(s1)までの縮閉線の長さ] =
∫ s1

s0

|ε′(s)|ds

が成立し、求めたい不等式を得た。この不等式から s = s0 での曲率円が s = s1 での曲

率円を含む事も従う。

s = s0, s1 (s0 < s1)で接する複接線があったとする。接線は接点で曲率円と接するの

で、複接線はこの点での２つの曲率円と接しなければならず、一方の曲率円が他方を含む

ので矛盾。また、自己交点を γ(s0) = γ(s1) とすると三角不等式より

|ε(s1)− ε(s0)|+ ρ(s0) ≥ ρ(s1)

となり、定理の不等式に矛盾する。

κ = πs となる曲線の例とその曲率円たち

系 1.4.5. 前定理の仮定の下、曲線の各曲率円上定数になる C1 関数は定数に限る。

証明. 各曲率円上定数となる C1 関数を f とすると曲率円の径数表示 α(t) に対し

d

dt
f(α(t)) = df(α(t)) · α′(t) = 0.
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曲線 γ(s) に対し α(t0) = γ(s0) となる曲率円の径数表示 α(t)と t0 をとると、α′(t0) は

γ′(s0) の定数倍なので、その定数を c とすると

d

ds
f(γ(s))|s=s0 = df(γ(s0)) · γ′(s0) = df(α(t0)) · cα′(t0) = 0

となり、f は曲線上定数であることがわかる。よって f は考えている領域で定数でなけれ

ばならない。

1.5 包絡線

曲線の 1径数族があったとき、この曲線族のどの曲線にも接するような曲線をこの曲線

族の包絡線(envelope) という。

定理 1.5.1. u をパラメーターとする曲線族 f(x, y, u) = 0 を考える．関数 f(x, y, u) が

C2 級で，

∣∣∣∣∣
fx fy

fux fuy

∣∣∣∣∣ = 0 となるのは高々孤立点とする。このとき，連立方程式

f(x, y, u) = 0, fu(x, y, u) = 0

の解は，孤立点でなければ，曲線族の包絡線か，または特異点の軌跡を表す．

証明. C1 曲線 (x(t), y(t), u(t)) を

f(x(t), y(t), u(t)) ≡ 0

なるようにとると，これを t で微分して

fx(x, y, u)
dx

dt
+ fy(x, y, u)

dy

dt
+ fu(x, y, u)

du

dt
≡ 0

どんな小区間に制限しても du
dt 6≡ 0 と仮定する．

fu(x(t), y(t), u(t)) = 0

⇐⇒
〈
(fx, fy)(x(t), y(t)),

(dx

dt
,
dy

dt

)〉
= 0

⇐⇒





(x(t), y(t))は包絡線 (すなわち (∂f
∂x , ∂f

∂y ), (dx
dt , dy

dt )は零でなく互いに直交)
(x(t), y(t))は特異点の軌跡 (すなわち (∂f

∂x , ∂f
∂y )(x(t), y(t)) ≡ 0)

(x(t), y(t))は 1点 (すなわち (dx
dt , dy

dt ) ≡ 0)

ある小区間で du
dt ≡ 0 ならば u(t) = u0 で，曲線弧 (x(t), y(t)) は 曲線 f(x, y, u0) = 0

内にある．よって f(x(t), y(t), u0) ≡ 0. これを t で微分して，

fx(x(t), y(t), u0)x′ + fy(x(t), y(t), u0)y′ ≡ 0
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を得る．fu(x(t), y(t), u0) ≡ 0 と仮定すれば

fux(x(t), y(t), u0)x′ + fuy(x(t), y(t), u0)y′ ≡ 0

となる．(x′, y′) 6= (0, 0) ならば，
∣∣∣∣
fx fy

fux fuy

∣∣∣∣ (x(t), y(t)) = 0

となり，仮定に矛盾する．よって (x′, y′) 6≡ 0 であるから fu(x(t), y(t), u0) 6≡ 0 がわか

る.

例 1.5.2. 直線族 x cos θ + y sin θ = f(θ) を考える，これとこれを微分した

−x sin θ + y cos θ = f ′(θ)

を連立させて解くと次を得る。
{

x = f(θ) cos θ − f ′(θ) sin θ

y = f(θ) sin θ + f ′(θ) cos θ

これが曲線を表せば，それは元の直線族の包絡線である．直線には特異点はないので特異

点の軌跡はないことに注意しよう。

これより {
dx = −(f(θ) + f ′′(θ)) sin θdθ

dy = (f(θ) + f ′′(θ)) cos θdθ

が得られ，包絡線の線素 ds は次の様になる．

ds =
√

dx2 + dy2 = |f(θ) + f ′′(θ)|dθ

注意：パラメタ－表示された曲線族 x = x(t, u), y = y(t, u) の包絡線の方程式は次の

式を解いて得られる． ∣∣∣∣
∂x
∂t

∂x
∂u

∂y
∂t

∂y
∂u

∣∣∣∣ = 0

定理 1.5.3. 曲線 y = f(x) の法線族は縮閉線を包絡線にもつ．

証明. 法線族は次の式で与えられる．

y − f(a) = − 1
f ′(a)

(x− a)

この式を a で微分すると

−f ′(a) =
f ′′(a)
f ′(a)2

(x− a) +
1

f ′(a)
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よって x− a = − f ′(a)
f ′′(a) (1 + f ′(a)2) したがって，包絡線の方程式は

(
x

y

)
−

(
a

f(a)

)
=(x− a)

(
1

− 1
f ′(a)

)
= − f ′(a)

f ′′(a)
(1 + f ′(a)2)

(
1

− 1
f ′(a)

)

=
1 + f ′(a)2

f ′′(a)

(−f ′(a)
1

)
=

(1 + f ′(a)2)3/2

f ′′(a)
N =

1
κ

N

となる。ただし N は曲線の単位法ベクトルで N = 1
(1+f ′(a))1/2

(−f ′(a)
1

)
である。よって

(x, y) の軌跡は縮閉線である。

例 1.5.4. 放物線 y = x2 の法線群の包絡線を求めてみよう。法線群の方程式は

y = − 1
2a

(x− a) + a2

である。これを書き直すと

2ay − 2a3 + x− a = 0　なので，これを aで微分すると　 2y − 6a2 − 1 = 0

この 2式より a を消去すると 2(2y − 1)3 = 27x2. これが包絡線の方程式．

-

6

-

6

例 1.5.5. 直線が x軸 y 軸から切り取る切片 a, b の積が一定 (k2)となる直線群の包絡線

を求めてみる。直線群の方程式は

x

a
+

y

b
= 1 ab = k2 なので

x

a
+

ay

k2
= 1

となり、k2x + a2y− k2a = 0 この左辺を a で微分したものを 0とおくと，2ay− k2 = 0.

これより a = k2

2y を得る．これを最初の式に代入して

2xy

k2
+

1
2

= 1 整理して xy =
k2

4

例 1.5.6. 直線が x軸 y 軸から切り取る切片 a, b の和が一定 (2k)となる直線群の包絡線

を求めてみよう。直線群の方程式は

x

a
+

y

b
= 1 a + b = 2k なので

x

a
+

y

2k − a
= 1
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より (2k − a)x + ay − a(2k − a) = 0. この左辺を a で微分したものを 0 とおくと，

−x + y− 2k + 2a = 0 となる．これより a = 1
2 (x− y) + k なので 2k− a = 1

2 (y− x) + k

となりこれらを最初の式に代入すると，

2x

x− y + 2k
+

2y

y − x + 2k
= 1

を得る．分母を払うと

2x(y − x + 2k) + 2y(x− y + 2k) = (x− y + 2k)(y − x + 2k)

を得る。

−2(x− y)2 + 4k(x + y) = 4k2 − (x− y)2 よって 4k(x + y) = 4k2 + (x− y)2

(x− y + 2k)2 = 8kx. したがって

x− y + 2k = 2
√

2kx であり y = x− 2
√

2kx + 2k となり

y = (
√

2k −√x)2 から
√

x +
√

y =
√

2k

を得る。これが包絡線の方程式。

-

6
6

-

例 1.5.7. 点 P が円 r = 2a sin θ 上を動くとき，OP を直径とする円群の包絡線を求めて

みよう。極座標で表された 2点 (r, θ), (r1, α) の距離は
√

(r cos θ − r1 cos α)2 + (r sin θ − r1 sin α)2 =
√

r2 + r1
2 − 2rr1 cos(θ − α)

であることに注意する．よって中心が極座標で (r1, α) 半径が r1 = a sin α の円の族の方

程式は
r1

2 + r2 − 2rr1 cos(θ − α) = r1
2

なので整理すると，

r − 2r1 cos(θ − α) = r − 2a sin α cos(θ − α) = r − 2a(sin θ + sin(θ − 2α)) = 0
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となり、円群の方程式を得る。これを α で微分すると 2 cos(θ−2α) = 0 よって θ−2α =

(2n + 1)π
2 (n ∈ Z). α = 1

2 (θ − (2n + 1)π
2 ) を円群の方程式に代入して得られる心臓形

r = a(1 + sin θ) が包絡線である．

例 1.5.8. 平行光線が半円の内側で反射するとき，反射光線の包絡線を求めよ．

-

6

-

6

θ

θ
θ

2θ

入射光線 y = sin θ の反射光線の方程式は y = tan 2θ(x − cos θ) + sin θ．よって，

x sin 2θ − y cos 2θ − sin θ = 0. これを θ で微分したものを 0とおくと，

x cos 2θ + y sin 2θ − 1
2

cos θ = 0

これらより θ を消去すると
{

x = cos θ(3−2 cos2 θ)
2 = 1

4 (3 cos θ − cos 3θ),
y = sin3 θ = 1

4 (3 sin θ − sin 3θ)

これが包絡線を表す．

1.6 閉曲線

終点と始点が一致する曲線を閉曲線(closed curve) という。曲線 γ(s) (0 ≤ s ≤ l) が

Cr 閉曲線であるとは

lim
s→0+0

γ(n)(s) = lim
s→l−0

γ(n)(s) (n = 0, 1, 2, . . . , r)

が成り立つときを言う。γ(s) = γ(s + l) と定めることにより、γ(s) は R 上定義された、
周期 l の Cr 関数とみなす事ができる。

自分自身と交差しない閉曲線を単純閉曲線(simple closed curve)という。Jordan の曲

線定理によれば、平面の単純閉曲線は平面を内部と外部に分ける。単純閉曲線上の任意の

2点を結ぶ線分が外部の点を含まないとき、その曲線を卵形線(oval)という。
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1.6.1 4頂点定理

定理 1.6.1 (卵形線に関する 4頂点定理). C3 級の卵形線には少なくとも 4つ頂点が存在

する。

証明. 卵形線に 2 つしか頂点がないとして矛盾を導けばよい。2 つの頂点を γ(0), γ(v)

(0 < v < l) と仮定して一般性を失わない。すると、区間 (0, v) と (v, l) では κ は増加、

または減少で、2つの区間での κ′ の符号は異なる。２つの頂点 γ(0), γ(v) を通る直線を

ax + by + c = 0

とする。すると、

(a) κ′(s)(ax(s) + by(s) + c) は区間 (0, v), (v, l) では 0 にならず符号が一致する。

(b) (x′′(s), y′′(s)) = κ(−y′(s), x′(s))

に注意すれば、

0 6=
∫ l

0

κ′(s)(ax(s) + by(s) + c)ds ((a)より)

=
[
κ(s)(ax(s) + by(s) + c)

]l

0

−
∫ l

0

κ(s)(ax′(s) + by′(s))ds

=
∫ l

0

(ay′′(s)− bx′′(s))ds ((b)より)

=
[
ay′(s)− bx′(s)

]l

0

= 0

となり矛盾となる。

この定理を C2 級の曲線あるいはまた卵形線でない単純閉曲線に拡張するため、次の

シューアの腕長補題を準備する。

定理 1.6.2 (シューアの腕長補題). γi : [0, L] → R2 (i = 1, 2) を弧長変数を径数とする曲

線、γi(0), γi(L) を結ぶ線分と γi で凸図形を作るとする。κi(s) を γi の曲率とする。

ほとんどすべての sに対し |κ1(s)| > |κ2(s)| ならば

|γ1(L)− γ1(0)| < |γ2(L)− γ2(0)|

長さが等しい 2本の針金はよく曲げたほうが端点間の距離は短くなる、という直感的に

は自明な事をこの定理は主張している。
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証明. γi(s) の接線が x 軸となす角を θi(s) とすると κi = dθi

ds . 上下逆転させると κ の符

号が変わるので、κi ≥ 0 として証明すれば十分。γ1 を回転させて γ1(0), γ1(L) が x 軸

上にあるとしてよい。このとき t0 (0 < t0 < L)が存在して、γ′1(t0) が x軸方向を向く。

さらに γ2 を回転させて γ′2(t0) が x軸方向を向くと仮定できる。

γ′i(s) が x軸となす角は θi(s) なので、γ1 の凸性から θ1(t) ∈ [−π, π]. さらに、

|θi(t)| = |θi(t)− θi(t0)| =
∣∣∣
∫ t

t0

θ′i(s)ds
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ t

t0

κi(s)ds
∣∣∣ =

∫ t

t0

κi(s)ds

であり、ほとんどすべての sに対し κ1(s) > κ2(s) より π ≥ |θ1(s)| > |θ2(s)| で
cos |θ1(s)| < cos |θ2(s)|

となる。〈γi(L)− γi(0), (1, 0)〉 =
∫ L

0
〈γ′i(s), (1, 0)〉ds =

∫ L

0
cos |θi(s)|ds なので

|γ1(L)− γ1(0)| =〈γ1(L)− γ1(0), (1, 0)〉 =
∫ L

0

cos |θ1(s)|ds

<

∫ L

0

cos |θ2(s)|ds = 〈γ2(L)− γ2(0), (1, 0)〉 ≤ |γ2(L)− γ2(0)|

となり主張を得る。

定理 1.6.3. C2 級の卵形線は曲率の極値を少なくとも 4点で取る。

証明. 曲率の極値が 2 点として矛盾を導く。2 点 P , Q が曲率の極値とする。点 P で最

小、点 Qで最大とする。曲線は 2点 P , Q により 2つの弧に分かれるが、α(t)を一方の

弧の径数表示、β(t)を他方の弧の径数表示で、α(t) での曲率が β(t) での曲率に等しいよ

うなものが存在する。このとき、t1 をうまく選べば 2点 α(t1), β(t1) がもとの閉曲線の

弧長を 2等分する。元の閉曲線をこの 2点で 2つの弧に分けると、一方の曲率は他方の曲

率より小さいので定理 1.6.2に矛盾する。

補題 1.6.4. v を方向ベクトルとする直線 ` 上に 2点 P , Q をとる。P から Q に至る有

向線分 P + tv (0 ≤ t ≤ |PQ|) と同じ始点および終点を持つ単純 C2 曲線 γ : [0, l] → R2

が γ′(0) = γ′(l) = v を満たし、γ(t) が直線 `に対し常に同じ側にあれば、γ は少なくと

も 2つの変曲点を持つ。

証明. γ(t) が直線 `に対し常に同じ側にあるので、ある ε > 0 が存在して (0, ε), (l− ε, l)

での κ の符号は一致する。接ベクトル γ′(s) が x軸となす角を θ(s)とすると
∫ l

0

κ(s)ds =
∫ l

0

dθ

ds
ds = θ(l)− θ(0) = 0

であるから、κ は区間 (0, l) で少なくとも 2回は 0 にならなければならない。
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定理 1.6.5 (単純閉曲線に関する 4頂点定理). C2 級の単純閉曲線は曲率の極値を少なく

とも 4点で取る。特に C3 級の単純閉曲線は少なくとも 4つ頂点を持つ。

証明. 曲率が極値を取る点が 2点しかない単純閉曲線 Γがあったとする。すると, κ の符

号変化は高々 2 回であり、変曲点は多くも 2 点である事がわかる。卵形線であればすで

に示したから、卵形線でないとして証明する。卵形線でないと、曲線と 2点 A, B で接す

る直線 ` が存在する。2点 A, B は曲線を、内側の弧 Γ1 と外側の弧 Γ2 に分ける。補題

1.6.4より、Γ1 には少なくとも 2つの変曲点があり、Γ2 には変曲点がない事になる。

Γ1 の変曲点の間に曲率の極値が少なくとも 1つある。よって、Γ2 に曲率の極値が少な

くとも 2つあることを示せれば元の単純閉曲線上に 3箇所曲率 κの極値があることにな

り、κ の周期性から極値の個数は偶数個なので、曲率の極値は少なくとも 4点でとること

がわかる。よって頂点は少なくとも 4つある。

Γ2 が曲率の極値を含まないとすると、Γ2 上 κ は増加関数または減少関数である。線分

AB 上曲率は 0で、閉曲線 Γ2 ∪AB 上曲率は連続関数なので、Γ2 上曲率は少なくとも 1

回極値を取る。その点を P とする。Γ2 上曲率は少なくとも 2回極値を取ることを示す。

ここで、必要なら鏡像を取る事により、P で曲率が最大値を取ると仮定してよい。

もし P 以外に極値がないとすると、α(t)を弧 AP の径数表示、β(t)を弧 BP の径数表

示で、α(t) での曲率が β(t) での曲率に等しいようなものが存在する。線分 AB の長さは

Γ2 の弧長より小さいから、2点 α(t1), β(t1) が閉曲線 Γ2 ∪AB の弧長を 2等分するよう

な t1 が存在する。Γ2 ∪AB を 2点 α(t1), β(t1) で分けると、一方の曲率は他方の曲率よ

り小さいので定理 1.6.2に矛盾する。

1.6.2 等周不等式

定理 1.6.6 (等周不等式). 長さ l の単純閉曲線が囲む部分の面積 Aは次を満たす。

A ≤ l2

4π

等号成立は円の時に限る。

半径 rの円の周長は 2πr で、内部の面積は πr2 なので、上の不等式で等号が成立する。

証明. 卵形線でなければ、曲線をその凸包の境界にあらわれる卵形線に取り替えると、そ

の面積は増大し周長は減る。よって、卵形線について示せば十分。

卵形線が方向 u をもつ直線に対して線対称でないとする。回転を合成して u = (1, 0)

としてよい。曲線が y = f+(x), y = f−(x) (a ≤ x ≤ b, f−(x) ≤ f+(x))) で表されてい
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るとする。この面積 A(f) と周長 L(f) は次で与えられる。

A(f) =
∫ b

a

(f+(x)− f−(x))dx

L(f) =f+(a)− f−(a) +
∫ b

a

√
1 + f+

′2dx +
∫ b

a

√
1 + f ′−

2dx + f+(b)− f−(b)

このとき次で新しい曲線を定めると

g+(x) =
f+(x)− f−(x)

2
, g−(x) =

f−(x)− f+(x)
2

g+(x)− g−(x) = f+(x)− f−(x) なので A(g) = A(f). 実は L(g) < L(f) が示せる. こ

れを示すには、次が不等式が成立することを示せばよい。
√

1 + g′+
2 +

√
1 + g′−

2 ≤
√

1 + f ′+
2 +

√
1 + f ′−

2

但し、等号成立は f ′+ + f ′− = 0 の時に限る。

左辺 = 2

√
1 +

1
4
(f ′+ − f ′−)2 =

√
4 + (f ′+ − f ′−)2

なので、次の不等式を示せばよい。

4 + (f ′+ − f ′−)2 ≤
(√

1 + f ′+
2 +

√
1 + f ′−

2
)2

右辺が 2 + f ′+
2 + f ′−

2 + 2
√

1 + f ′+
2
√

1 + f ′−
2 なので

2− 2f ′+f ′− ≤ 2
√

1 + f ′+
2
√

1 + f ′−
2

なので
(1− f ′+f ′−)2 ≤ (1 + f ′+

2)(1 + f ′−
2)

を示せばよいが、この式は

1− 2f ′+f ′− + (f ′+f ′−)2 ≤ 1 + f ′+
2 + f ′−

2 + (f ′+f ′−)2

である常に成立する。等号成立は f ′+ + f ′− = 0 の時に限ることもわかる。

よって、面積を固定したとき、周長を最短にする単純閉曲線は、各単位ベクトル u に対

し u を方向ベクトルとするある直線について線対称であることがわかる。このとき、平

行移動によって、この曲線は x軸と y 軸に対して対称であるとしてよい。すると、この

曲線は原点対称でなければならず、任意のベクトル u に対し u を方向ベクトルとする対

称の中心の直線は原点対称でなければならない。任意のベクトル u に対し、u を方向ベ

クトルとする対称の中心となる直線の一意性より、この直線は原点を通らなければならな

い。さらに、この直線は曲線と直交する。よって、〈γ,
.
γ〉 = 0 となり、|γ(t)|2 が定数であ

ることがわかる。
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1.6.3 平面曲線の回転数と正則ホモトピー

定義 1.6.7 (回転数、全曲率). 弧長 s を径数とする曲線 γ(s) (0 ≤ s ≤ l) の曲率を κ(s)

とする。このとき、回転数 (rotation number) ir を次で定義する。

ir =
1
2π

∫ l

0

κ(s)ds

∫ l

0
κ(s)ds を全曲率 (total curvature) という。

定理 1.6.8. 閉曲線 γ(s) の回転数は整数である。

証明. κ = dθ
ds より ∫ l

0

κ(s)ds = [θ(s)]lo = ∆γθ(s)

となり、これは θ の曲線 γ の沿っての増分であり、2π の整数倍である。

定義 1.6.9 (正則ホモトピー). γ0(s), γ1(s) が正則ホモトピー同値(regular homotopy

equivalent)であるとは、次の 2条件を満たす連続写像

H : [0, 1]× [0, l] → R2

が存在するときをいう。

• 任意の t に対し、s 7→ H(t, s) (0 ≤ s ≤ l) は滑らかな閉曲線で ∂H
∂s (t, s) 6= 0

• H(0, s) = γ0(s), H(1, s) = γ1(s)

2つの曲線が正則ホモトピーであるとは、正則であるという条件を保ったまま、２つの曲

線が連続的に移りあう事である。正則ホモトピー同値は同値関係である。

例 1.6.10 (正則ホモトピーの例). 簡単な正則ホモトピーの例を挙げる。

• γ(s) とそれを平行移動したもの γ(s) + v は正則ホモトピー同値である。

H(s, t) = γ(s) + tv

• γ(s) とそれを原点を中心に角度 θ 回転移動したものは正則ホモトピー同値である。

H(s, t) =
(

cos tθ sin tθ
sin tθ cos tθ

)
γ(s)

• a 6= 0 とする。H(s, t) = (1 + (a− 1)t)γ(s) (0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1)とおくと、こ

れは γ(s) から aγ(s) への正則ホモトピーを与える。
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例 1.6.11. γλ : R → R2, γλ(t) = (t2, λt + t3) は、λ = 0 で正則でない。正則でないホ

モトピーの例である。λ = 0 のとき原点で尖点である。

定理 1.6.12 (ホイットニーの定理). 2つの閉曲線が正則ホモトピーであるための必要十

分条件は回転数が等しいことである。

証明. 相似変換は回転数を変えないから 2つの閉曲線 γ0(s), γ1(s) はともに長さが 1であ

ると仮定してよい。i = 0, 1 として、γi(s) の曲率を κi(s), θi(t) =
∫ t

0
κi(u)du とおけば

γi(s) =
∫ s

0

(cos θi(t), sin θi(t))dt

としてよい。γi(0) = 0 に注意する。

θt(s) =(1− t)θ0(s) + tθ1(s)

vt(u) =(cos θt(u), sin θt(u))

ṽt(s) =vt(s)−
∫ 1

0

vt(u)du

H(t, s) =γt(s) =
∫ s

0

ṽt(u)du

とおくと、これらは sに関し周期 1を持つことが順にわかる。このことは γt(s) (0 ≤ s ≤
1) が閉曲線であることを意味している。なお、周期関数の原始関数が周期関数になるに

は、その関数の 1周期上の積分が 0 なることが必要である事に注意。δt(s) =
∫ s

0
vt(u)du

とおくと、これは |vt(s)| = 1 であるから s を弧長とし、曲率が dθt

ds であるような (閉と

は限らない)曲線で t = 0, 1 のときは、それぞれ γ0(s), γ1(s) と一致する。γt(s) の導関

数と δt(s) の導関数は定数項だけ違うので、

∫ 1

0

vt(u)du =
∫ 1

0

(cos θt(u), sin θt(u))du = δt(1)

なので、t = 0, 1 のとき、この積分値は 0 となり、ṽt(s) は vt(s) に一致し、s → γt(s) =

H(t, s) は γ0(s), γ1(s) に一致する。

∂H

∂s
(t, s) =

dγt

ds
= vt(s)−

∫ 1

0

vt(u)du

がゼロベクトルにならないことを示す。|vt(s)| = 1 なので

∣∣∣
∫ 1

0

vt(u)du
∣∣∣ ≤

∫ 1

0

|vt(u)|du = 1

となり、等号成立は vt(s) が s に依存しないときに限る。
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vt(s) が sに依存するとき、

∣∣∣∂H

∂s
(t, s)

∣∣∣ ≥ |vt(s)| −
∣∣∣
∫ 1

0

vt(u)du
∣∣∣ > |vt(s)| − 1 = 0

vt(s) が s に依存しないとき、θt(s) が t のみの関数で s によらない。γi(s) を少し摂動

して θt(s) が s にも依存するように出来るので、証明を終わる。一般性を失うことなく

γ′i(0) = (1, 0) (i = 0, 1) と仮定できるので θ0(s) = θ1(s) = 0 となる。

∂H

∂s
(t, 0) = vt(0)−

∫ 1

0

vt(u)du = (1, 0)−
∫ 1

0

(cos θt(u), sin θt(u))du

となり、θt(s) = 0 となる。つまり

θt(s) = (1− t)θ0(s) + tθ1(s) = 0

となる。

定理 1.6.13 (ホイットニーの公式). 向き付けられた閉曲線 γ が、横断的な自己交差しか

持たないとき、γ 上に点 P を取れば、自己交差する点 Q で指数 signQ(γ, P ) を次のよう

に定義できる。

µ

?

P

Q

µI

signQ(γ, P ) = −1

I

?

P

Q

I µ

signQ(γ, P ) = 1

γ の向きが右手を無限遠方を見るように取るとき、γ の回転数 i(γ) は次で与えられる。

i(γ) = 1 +
X

Q

signQ(γ, P )

補題 1.6.14. 向き付けられた単純閉曲線 σ が、向き付けられた閉曲線 γ と、横断的に交

わるとき、その γ が単純閉曲線 σ に入る点と出る点の交点の個数は等しい。

証明. 明らか．

定理 1.6.13の証明. 交点の数 n に関する帰納法で示す。n = 1 のときは明らか。n − 1

まで証明できたとする。点 P から曲線をなぞって行って、最初にすでに書いた部分とぶ

つかる交点を Q とする。Q で曲線を丸めて、元の閉曲線 γ を、単純閉曲線 γ1 ともう一

つの閉曲線 γ2 に分けることができる。γ の自己交点全体 A は γ1 と γ2 の交点全体 A1
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と γ2 の自己交点全体 A2, {Q} の 3つに分けられる。また丸めた部分の曲率の積分は交

点での曲線のなす角度に等しいので、γ1 と γ2 で打ち消しあい次を得る。

i(γ) = i(γ1) + i(γ2)

γ1 については次が成り立つ。
i(γ1) = signQ(γ, P )

γ2 については帰納法の仮定が使えて、

i(γ2) = 1 +
X

R∈A2

signR(γ2, P ) = 1 +
X

R∈A2

signR(γ, P )

補題 1.6.14より、
0 =

X

R∈A1

signR(γ, P )

よって

i(γ) =i(γ1) + i(γ2) + 0
=signQ(γ, P ) + 1 +

X

R∈A1

signR(γ, P ) +
X

R∈A2

signR(γ, P )

=1 +
X

R∈A

signR(γ, P )

となり証明を終わる。

1.7 空間曲線

1.7.1 R3 の空間曲線

■外積 R3 のベクトル a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) に対し、外積 a × b を次で定

める。

a× b =

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣

ベクトル a× b は a, b 双方に直交し、その長さが a, b の張る平行四辺形の面積で、 a,

b, a× b の順に右手系をなす事がわかる。

■R3 の空間曲線 空間曲線 γ : [0, l] → R3, t 7→ (x(t), y(t), z(t)) を考える。曲線の弧長

変数 s は次で与えられる。

s(t) =
∫ t

0

| .γ|dt =
∫ 1

0

√
.
x

2 +
.
y
2 +

.
z
2
dt
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ds
dt = | .γ| > 0 なので、逆関数定理より、t は s の関数とみなせる。曲線を弧長を変数とし

た写像 s 7→ γ(t(s)) で表すことが出来る。|γ′| = 1 に注意する。ここで

e = γ′, n =
e′

|e′| b = e× n

と置く。e′ = γ′′ 6= 0 のとき n, b は定義可能である。ベクトル e, n, b の組を枠(frame)

という。

定理 1.7.1 (フレネ・セレの公式). κ = |e′|, τ = 〈n′, b〉 と置くと、



e′

n′

b′


 =




0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0







e
n
b




証明. 〈e, e〉 ≡ 1 を s で微分すると、〈e,e′〉 ≡ 0 となり、e′ = |e′|n = κn.

n′ = a1e + a2n + a3b と置いて、係数 a1, a2, a3 を決定しよう。

〈e, n〉 ≡ 0 を s で微分すると、0 = 〈e′,n〉+ 〈e, n′〉 = 〈κn,n〉+ 〈e,n′〉 = κ + a1.

〈n,n〉 ≡ 1 を s で微分すると、0 = 〈n′, n〉 = a2

τ = 〈n′, b〉 = a3

よって、n′ = −κe + τb がわかる。

b′ = b1e + b2n + b3b と置いて、係数 b1, b2, b3 を決定しよう。

〈b, e〉 ≡ 0 を s で微分すると、0 = 〈b′,e〉+ 〈b,e′〉 = 〈b′, e〉+ 〈b, κn〉 = b1

〈b, n〉 ≡ 0 を s で微分すると、0 = 〈b′,n〉+ 〈b, n′〉 = b2 + τ

〈b, b〉 ≡ 1 を s で微分すると、0 = 〈b′, b〉 = b3

よって b′ = −τn がわかる。

κ を曲率(curvature)、τ を捩率(torsion)と呼ぶ。

曲率、捩率の意味を理解するために、s を弧長変数として s = 0 での γ(s)のテイラー

展開を見てみよう。

γ(s) = γ(0) + γ′(0)s +
1
2
γ′′(0)s2 +

1
6
γ′′′(0)s3 + · · ·

γ′ = e, γ′′ = κn, γ′′′ = (κn)′ = κ′n + κn′ = κ′n + κ(−κe + τb) より

γ(s) = γ(0)+ e(0)s +
1
2
κ(0)n(0)s2 +

1
6
(κ′(0)n(0)−κ(0)2e(0)+ κ(0)τ(0)b(0))s3 + · · ·

γ(0) = 0, e(0) = (1, 0, 0), n(0) = (0, 1, 0), b(0) = (0, 0, 1) とすると、次の定理を得る。

定理 1.7.2 (空間曲線の局所標準形 (ブーケーの公式)).

γ(s) =
(

s− κ(0)2

6
s3 + · · · ,

κ(0)
2

s2 +
κ′(0)

6
t3 + · · · , −κ(0)τ(0)

6
s3 + · · ·

)
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弧長変数は簡単に求められないことが多いので、曲率を計算するには一般の径数による

表示が必要になる。

定理 1.7.3 (枠、曲率と捩率の径数表示). 空間曲線 γ(t) = (x(t), y(t), z(t)) に対し、

e =
.
γ

| .γ| , n =
(

.
γ × ..

γ)× .
γ

|( .
γ × ..

γ)× .
γ| , b =

.
γ × ..

γ

| .γ × ..
γ|

κ =
| .γ × ..

γ|
| .γ|3 , τ =

det(
.
γ

..
γ

...
γ )

| .γ × ..
γ|2

証明. 枠の e, b の表示式は明らか。n = b× e より、n の式も出る。ベクトル 3重積の

公式より次が成り立つことにも注意する。

(
.
γ × ..

γ)× .
γ = | .γ|2 ..

γ − (
.
γ · ..

γ)
.
γ

.
γ(t) = ds

dt γ
′ = ds

dt e = | .γ(t)|e より

..
γ(t) =

( d

dt
|γ(t)|

)
e + | .γ(t)| .e =

( d

dt
|γ(t)|

)
e + | .γ(t)|ds

dt
e′

=
( d

dt
|γ(t)|

)
e + | .γ(t)|2κn

なので
.
γ × ..

γ = (| .γ|e)× (∗e + | .γ(t)|2κn) = | .γ|3κb (1.7.1)

となり、最初の式を得る。|γ|2 = γ · γ より、(
d
dt |γ|

)|γ| = .
γ · γ なので

..
γ =

.
γ · γ
|γ| e + | .γ|2κn

となり、これを tで微分して、

...
γ =

d

dt

( .
γ · γ
|γ|

)
e +

.
γ · γ
|γ|

ds

dt
e′ +

d

dt

(
| .γ|2κ

)
n + | .γ|2κds

dt
n′

=
d

dt

( .
γ · γ
|γ|

)
e +

.
γ · γ
|γ| |

.
γ|κn + (2

.
γ · ..

γκ + | .γ|2 .
κ)n + | .γ|3κ(−κe + τb)

=
( d

dt

( .
γ · γ
|γ|

)
− κ2| .γ|3

)
e +

( .
γ · γ
|γ| |

.
γ|κ + (2

.
γ · ..

γκ + | .γ|2 .
κ)

)
n + | .γ|3κτb

を得る。よって

det(
.
γ

..
γ

...
γ ) = det(| .γ|e (∗)e + | .γ|2κn (∗)e + (∗)n + | .γ|3κτb) = | .γ|6κ2τ

となり、これと (1.7.1)を比較して、τ の式を得る。
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例 1.7.4 (螺線). γ(t) = (a cos t, a sin t, bt), (a, b) 6= (0, 0) とする。計算していくと、

順に
.
γ =(−a sin t, a cos t, b)
..
γ =(−a cos t,−a sin t, 0)
...
γ =(a sin t,−a cos t, 0)

となるので | .γ| = √
a2 + b2 となり、s = t

√
a2 + b2 となる。

e =
1√

a2 + b2
(−a sin t, a cos t, b)

n =
dt
ds

de
dt

| dt
ds

de
dt |

= sign(a)(− cos t, sin t, 0)

b =
.
γ × ..

γ

| .γ × ..
γ| =

sign(a)√
a2 + b2

(b sin t,−b cos t, a)

を得る。また
.
γ × ..

γ = a(b sin t,−b cos t, a), det(
.
γ

..
γ

...
γ ) = a2b となり

κ =
|a|

a2 + b2
, τ =

b

a2 + b2
,

を得る。

定理 1.7.5 (空間曲線の基本定理). 区間 [0, `] 上定義された正値関数 κ(s)と、関数 τ(s)

が与えられたとき、s を弧長変数とする曲線 γ(s) (0 ≤ s ≤ `) で κ(s) を曲率、τ(s) を

捩率とするものが存在する。さらにそのような曲線は、回転と平行移動を除いて唯一つで

ある。

証明. 3次行列を値に持つ関数 F (s) が、常微分方程式

F ′(s) = F (s)K(s) K(s) =




0 −κ(s) 0
κ(s) 0 −τ(s)
0 τ(s) 0




を満たすとする。初期条件 F (0) = I (3次の単位行列)の下で、この微分方程式は解を一

意的に持つ。

(F (s)tF (s))′ = F ′(s)tF (s) + F (s)tF ′(s) = F (s)(K(s) + tK(s))tF (s) = 0

なので F (s)tF (s) は s に依らない定数行列で F (0)tF (0) = I なので、F (s) は直交行列

である。F (s) = (e(s),n(s), b(s)) と書くと e(s), n(s), b(s) は正規直交枠であり、

γ(s) =
∫ s

0

e(t)dt

が求める曲線である。一意性の主張は微分方程式の解の一意性の帰結である。
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1.7.2 Rn の空間曲線

空間曲線 γ : [0, l] → Rn を考える。弧長変数 s による微分 γ′, γ′′, . . . , γ(n−1) 　が 1

次独立と仮定する。正規直交基底 e1, . . . , en を次を満たすようにとる。

〈e1, . . . , ek〉 = 〈γ′, . . . , γ(k)〉 (k = 1, 2, . . . , n− 1)

このとき、前節と同様の計算で次を満たす κi (i = 1, 2, . . . , n−1) が存在する事を示せる。




e′1
e′2
e′3
...

e′n




=




0 κ1 0 . . . 0

−κ1 0 κ2
. . .

...

0 −κ2 0
. . . 0

...
. . . . . . . . . κn−1

0 . . . 0 −κn−1 0







e1

e2

e3

...
en




κ1 のことを第 1曲率または単に曲率という。

1.7.3 全曲率

γ(t) (0 ≤ s ≤ l) を Rn の曲線とする。[0, `] の分割 ∆ (0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tm ≤ l)

に対し、tm+1 = l + t0 とおいて

K(γ, ∆) =
m−1∑

i=1

∠(γ(ti)− γ(ti−1), γ(ti+1)− γ(ti))

とする。γ の全曲率 (total curvature) K(γ) を次で定める。

K(γ) = sup{K(γ, ∆) : ∆は [0, l] の分割 }

定理 1.7.6 (全曲率). s を弧長変数として γ(s) (0 ≤ s ≤ l) を Rn の曲線とする。この

とき ∫ l

0

|γ′′(s)|ds =
∫ l

0

κ(s)ds = K(γ)

この定理より、曲率は次のように解釈できる。

κ(t) = lim
ε→0

1
2ε

sup{K(γ
∣∣
[t−ε,t+ε]

), ∆) : ∆は [t− ε, t + ε] の分割 }

略証. Sn−1 の 2点 p, q に対し

dSn−1(p, q) = ∠(p, q)
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と置くとこれは距離の公理を満たす。分割

∆ : 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tm ≤ l

に対し、|∆| = max{|ti+1 − ti| : i = 0, 1, . . . ,m},

d(γ, ∆) =
m−1∑

i=1

∠(γ(ti+1)− γ(ti), γ(ti)− γ(ti−1)))

とおく。∆′ が ∆ の細分ならば、dSn−1 に関する三角不等式より

d(γ, ∆′) ≥ d(γ, ∆)

がわかる。よって

lim
|∆|→0

d(γ, ∆) = LSn−1(γ′) = L(γ′) =
∫ l

0

|γ′′|ds

となり証明を終わる。
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曲面

日常語では、曲面とは曲がった面の事であるが、数学では平面も平らな曲面として、曲

面の特別な場合とみなす。ここでは曲面の基礎事項を解説する。

2.1 曲面の定義と例

■曲面の径数表示 U を R2 の開集合とする。写像

x : U → R3

の像は R3 の曲面を表すと考えられる。

■曲面の陰関数表示 f(x, y, z) を 3変数の関数とし、R3 内で f(x, y, z) = 0 で表される

集合
S = {(x, y, z) ∈ R3 : f(x, y, z) = 0}

を考える。点 P ∈ S で偏微分 fx, fy fz のいずれかが 0でなければ、その近傍で陰関数

定理より、滑らかな曲面を表すと考えられる。例えば fz 6= 0 ならば考えている点の近傍

で f(x, y, z) = 0 により z を x, y の関数と見る事ができる。その関数を ϕ(x, y)と書け

ば、f(x, y, ϕ(x, y)) ≡ 0 であり、(u, v) 7→ (u, v, ϕ(u, v)) が曲面の径数表示を与える。

■関数のグラフとしての曲面 2 変数関数 f(x, y) があったときそのグラフ z = f(x, y)

は曲面を与える。この曲面には、次のような径数表示

(u, v) 7→ (u, v, f(u, v))

と、次のような定義方程式
z − f(x, y) = 0

を得る。
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■曲面の例

例 2.1.1 (単位球). R3 の原点から距離 1の点全体を単位球という。

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}

例 2.1.2 (2次曲面). R3 の 2次曲面 (quardric surface)にはそれぞれ固有の名前がつい

ている。それらを紹介しよう。a, b, c を正の定数とする。

{
(x, y, z) ∈ R3 :

(x

a

)2

+
(y

b

)2

+
(z

c

)2

= 1
}

を楕円面という。

a, b, c が相異なるとき 3軸楕円面、2つが一致するとき回転楕円面という。a, b, c がす

べて一致するときは球である。

{
(x, y, z) ∈ R3 :

(x

a

)2

+
(y

b

)2

−
(z

c

)2

= 1
}

を一葉双曲面、

{
(x, y, z) ∈ R3 :

(x

a

)2

−
(y

b

)2

−
(z

c

)2

= 1
}

をニ葉双曲面という。

a = b のときは回転双曲面である。

3軸楕円面 一葉双曲面 二葉双曲面

楕円放物面 双曲楕円面 2次錐面
{

(x, y, z) ∈ R3 : z =
(x

a

)2

+
(y

b

)2}
を楕円放物面といい、

{
(x, y, z) ∈ R3 : z =

(x

a

)2

−
(y

b

)2}
を双曲放物面という。

{
(x, y, z) ∈ R3 :

(x

a

)2

+
(y

b

)2

−
(z

c

)2

= 0
}

は 2次錐面という。
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2次曲面は線形代数を使って分類する事ができる。3次曲面 (cubic surface)も同様に分

類してみようというのは自然な考えであるが、実行するのはかなり大変である。Google

等の検索エンジンで 「cubic surface」 をキーワードに検索してみると、3次曲面の解説

やその美しいグラフィックイメージを見つける事ができる。

例 2.1.3 (回転トーラス). xz 平面の円 (x− a)2 + z2 = b2 を z 軸の周りに回転させて得

られる曲面を考えよう。径数表示は次で与えられる。

(u, v) 7→ ((a + b cos u) cos v, (a + b cosu) sin v, sin u)

陰関数表示は x2 + y2 = (a + b cos u)2 と z = sin u か

ら u を消去して得られる。

(
√

x2 + y2 − a)2 + b2z2 = b2

多項式 f(x, y, z) をとり、 f(x, y, z) = 0 で定義される曲面を代数曲面(algebraic

surface)という。2次曲面や回転トーラスは代数曲面であるが、代数曲面でない曲面もも

ちろんある。

■高次元の図形 幾何学では、高次元の図形も考える事がある。高次元の図形の例とし

て、高次元の球を挙げておく。

例 2.1.4 (n次元の球).

Sn = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 : x0
2 + x1

2 + · · ·+ xn
2 = 1}

2.2 1階偏微分と第 1基本形式

2.2.1 第 1基本形式

U を R2 の開集合とし、曲面の径数表示

x : U → R3, (u, v) 7→ x(u, v)

を考える。このとき、これを u, v で偏微分して得られるベクトル xu, xv は曲面の接ベク

トルである。ここで次に注意する。

|x(u + ∆u, v + ∆v)− x(u, v)|2 ∼|xu∆u + xv∆v|2
=E∆u2 + 2F∆u∆v + G∆v2
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ただし
E = xu · xu, F = xu · xv, G = xv · xv

そこで、次の対称微分形式を第 1基本形式(the first fundamental form) と呼ぶ。

I = E du2 + 2Fdudv + Gdv2

dx = xudu + xvdv なので、

dx · dx = (xudu + xvdv) · (xudu + xvdv) = xu · xudu2 + 2xu · xv du dv + xv · xvdv2

となり I = dx · dx を得る。この式は、第 1基本形式は座標変換で不変であることを、示

している。

■曲線の弧長 γ(t) を曲面上の曲線、sを弧長変数とすると

(
ds

dt

)2

= |γ′(t)|2 =
∣∣∣∣
du

dt
xu +

dv

dt
xv

∣∣∣∣
2

= E
(du

dt

)2

+ 2F
du

dt

du

dt
+ G

(dv

dt

)2

となり、形式的に分母を払うと

ds2 = E du2 + 2F du dv + Gdv2

となるので、第一基本形式を ds2 と書くこともある。

2.2.2 曲面の接ベクトルと内積と角度

R3 のベクトル xu(u0, v0), xv(u0, v0) は、始点を曲面上の点 x(u0, v0) にとればこの点

で曲面に接しているベクトルと考えることが出来る。xu(uo, v0), xv(uo, v0) の 1次結合

で表されるベクトル
v = axu(u0, v0) + b xv(u0, v0)

を曲面の点 x(u0, v0) での接ベクトル (tangent vector) という。この接ベクトルの長さ

|v| は次で表される。
|v|2 = E a2 + 2F ab + N b2

2つのベクトル v1, v2 があったとき、その内積 v1 · v2 は

|v1 + v2|2 = |v1|2 + |v2|2 + 2v1 · v2

を満たす。v1 = a1xu + b1xv, v2 = a2xu + b2xv と書いたとき、内積 v1 · v2 は次のよ

うに表される。

v1 · v2 =
1
2
(|v1 + v2|2 − |v1|2 − |v2|2)
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=
1
2
(E(a1 + b1)2 + 2F (a1 + b1)(a2 + b2) + G(a2 + b2)2

− (Ea1
2 + 2Fa1b1 + Gb1

2)− (Ea2
2 + 2Fa2b2 + Gb2

2))

=E a1b1 + F (a1b2 + a2b1) + G b1b2

=
(
a1 b1

)(
E F
F G

)(
a2

b2

)

2つのベクトル v1, v2 のなす角度を θ とすれば次を満たす。

v1 · v2 = |v1||v2| cos θ

よって第 1基本形式によって、接ベクトルの長さ、2つの接ベクトルの内積、角度が定ま

ることがわかる。

x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) と書いたとき、平面のベクトル (a, b) をヤコビ行列の

定める線形写像
(

a
b

)
7→




xu(u0, v0) xv(u0, v0)
yu(u0, v0) yv(u0, v0)
zu(u0, v0) zv(u0, v0)




(
a
b

)

で送ったもの全体が、接ベクトル全体である。

補題 2.2.1. 2 つの接ベクトルが 2 次形式 P du2 + 2Qdudv + R dv2 = 0 の解であると

き、そのなす角 θ は次を満たす。

tan θ =
2(EG− F 2)1/2(Q2 − PR)1/2

EP − 2FQ + GR

証明. 接ベクトルを (a1, b1), (a2, b2) で表すと、

k(P du2 + 2Qdudv + R dv2) = (b1du− a1dv)(b2du− a2dv)

なので
b1b2 = kP, a1b2 + a2b1 = −2kQ, a1a2 = kR

を得る。(a1b2)2 + (a2b1)2 = (a1b2 + a2b1)2 − 2a1a2b1b2 = k2(4Q2 − 2PR) に注意す

ると

cos θ =
E a1b1 + F (a1b2 + a2b1) + G b1b2

(E (a1)2 + 2F a1b1 + Gb2
1)1/2(E (a2)2 + 2F a2b2 + Gb2

2)1/2

=
E a1b1 + F (a1b2 + a2b1) + G b1b2


E2 (a1a2)2 + 4F 2(a1a2b1b2) + G(b1b2)2

+EG((a1b2)2 + (a2b1)2)
2EFa1a2(a1b2 + a2b1) + 2FGb1b2(a1b2 + a2b1)




1/2

=
ER− 2FQ + GP

(E2R2 + 4F 2PR + G2P 2 + 2EG(2Q2 − PR)− 4EFRQ− 4FGPQ)1/2
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=
ER− 2FQ + GP

((ER− 2FQ + GP )2 + 4(EG− F 2)(Q2 − PR))1/2

sin θ =(1− cos2 θ)1/2

=
2(EG− F 2)(Q2 − PR)

((ER− 2FQ + GP )2 + 4(EG− F 2)(Q2 − PR))1/2

なので、結果を得る。

2.2.3 面積要素

曲面の面積は次の積分で与えられる。
∫∫

U

|xu × xv|du dv

この積分の中身
dA = |xu × xv|du dv =

√
EG− F 2du dv

を面積要素(area element) という。最後の等式は θ を xu, xv のなす角とすると次のよ

うに得られる。

|xu × xv| =|xu × xv| = |xu||xv|| sin θ| = |xu||xv|
√

1− cos2 θ

=|xu||xv|
√

1−
(

xu · xv

|xu||xv|
)2

=
√
|xu|2|xv|2 − (xu · xv)2

=
√

EG− F 2

■単位法ベクトル 曲面の単位法ベクトルは次で与えられる。

n =
1

|xu × xv|xu × xv

単位法ベクトルとして、−nをとることもできるが、上のようにnを定めると |xu xv n| >
0 となる。

2.3 2階偏微分と第 2基本形式

x の 2階偏微分を接空間の基底 xu, xv と法ベクトル n の一次結合として表す。

xuu = Γu
uuxu + Γv

uuxv + Ln
xuv = Γu

uvxu + Γv
uvxv + Mn

xvv = Γu
vvxu + Γv

vvxv + Nn
(2.3.1)
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ここで Γu
uu, Γu

uv, Γu
vv, Γv

uu, Γv
uv, Γv

vv, L, M , N は (u, v) の関数である。

Γu
uu, Γu

uv, Γu
vv, Γv

uu, Γv
uv, Γv

vv を、クリストッフェルの記号という。

L = xuu · n, M = xuv · n, N = xvv · n

に注意しておこう。xu · n = 0, xv · n = 0 を微分して得られる式

xuu · n + xu · nu =0 xuv · n + xu · nv =0
xuv · n + xv · nu =0 xvv · n + xv · nv =0

より、次もわかる。

L = xuu ·n = −xu ·xu M = xuv ·n = −xu ·xv = −xv ·xu N = xvv ·n = −xv ·xv

2.3.1 第 2基本形式

L, M , N を係数とする 2次の対称微分形式

II = Ldu2 + 2M dudv + N dv2

を第 2基本形式(the second fundamental form) という。xu · n = 0, xv · n = 0 より、

dxu · n + xu · dn = 0, dxv · n + xv · dn = 0

となるが、dxu = Ldu + Mdv, dxv = Mdu + Ndv なので

II =Ldu2 + 2M dudv + N dv2

=xuu · n du2 + 2xuv · n du dv + xvv · n dv2

=dxu · n du + dxv · n dv

=− xu · dn du− xv · dn dv

=− (xu du + xvdv) · dn

=− dx · dn

を得る。この式は、第 2基本形式は座標変換で不変であることを、示している。

2.3.2 共役方向と漸近方向

(du1, dv1) と (du2, dv2) が互いに他の共役方向(conjugate direction) であるとは次の

関係式を満たすときを言う。

Ldu1du2 + M(du1dv2 + du2dv1) + N dv1dv2 = 0
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接方向 xu(u, v)du2 + xv(u, v)dv2 が n(u + du1, v + du2) と直交するという条件

n(u + du1, v + dv1) · (xu(u, v)du2 + xv(u, v)dv2) = 0 (2.3.2)

と、テイラーの定理よりわかる関係式

n(u + du1, v + dv1)− n(u, v) = nu(u, v)du1 + nv(u, v)dv1 + O(du1, dv1)

より

(nu(u, v)du1 + nv(u, v)dv1) · (xu(u, v)du2 + xv(u, v)dv2) = O(du1, dv1)

がわかる。つまり、2点 x(u, v), x(u+du1, v +dv1) での接平面の交線の (du1, dv1) → 0

としたときの極限方向が xudu2 + xvdv2 である。

Ldu2 + 2M du dv + N dv2 = 0 なる方向 (du, dv) を漸近方向(asymptotic direction)

という。定義より、漸近方向は自分自身と共役である。

曲面をベクトル v = xu(u, v)du2 + xv(u, v)dv2 を法ベクトルとする平面に正射影する

と、その像の輪郭(countour) は式 (2.3.2)を満たす x(u + du1, v + dv1)の像となってい

る。v が漸近方向でなければ、共役方向 xudu1 + xvdv1 は v と平行でない。よって、共

役方向の像が輪郭の接方向となる。ベクトル v が漸近方向なら、輪郭は一般に特異点を

持つ。

2.3.3 クリストッフェルの記号

補題 2.3.1. クリストッフェルの記号 Γu
uu, Γu

uv, Γu
vv, Γv

uu, Γv
uv, Γv

vv は、第 1基本形式の

係数 E, F , G とその偏微分を用いて、次のように表される。

Γu
uu =

GEu − 2FFu + FEv

2(EG− F 2)
Γv

uu =
2EFu − EEv − FEu

2(EG− F 2)

Γu
uv =

GEv − FGu

2(EG− F 2)
Γv

uv =
EGu − FEv

2(EG− F 2)

Γu
vv =

2GFv −GGu − FGv

2(EG− F 2)
Γv

vv =
EGv − 2FFv + FGu

2(EG− F 2)

証明. まず、次に注意する。

xuu · xu = 1
2 (xu · xu)u xuu · xv =(xu · xv)u − 1

2 (xu · xu)v

xuv · xu = 1
2 (xu · xu)v xuv · xv = 1

2 (xu · xv)u

xvv · xu =(xu · xv)v − 1
2 (xv · xv)u xvv · xv = 1

2 (xv · xv)u



2.3 2階偏微分と第 2基本形式 47

これより、次の関係式を得る。

1
2Eu = Γu

uuE + Γv
uuF Fu − 1

2Ev = Γu
uuF + Γv

uuG

1
2Ev = Γu

uvE + Γv
uvF 1

2Gu = Γu
uvF + Γv

uvG

Fv − 1
2Gu = Γu

vvE + Γv
vvF 1

2Gv = Γu
vvF + Γv

vvG

(2.3.3)

これを行列の形に書くと
(

E F
F G

)(
Γu

uu Γu
uv Γu

vv

Γv
uu Γv

uv Γv
vv

)
=

1
2

(
Eu Ev 2Fv −Gu

2Fu − Ev Gu Gv

)

となるが、これに

(
E F

F G

)
の逆行列を左からかけて、結果を得る。

(
Γu

uu Γu
uv Γu

vv

Γv
uu Γv

uv Γv
vv

)
=

1
2(EG− F 2)

(
G −F
−F E

)(
Eu Ev 2Fv −Gu

2Fu − Ev Gu Gv

)

補題 2.3.2. 法ベクトル n の偏微分に関しては次のワインガルテンの式が成立する。

nu =− GL− FM

EG− F 2
xu − EM − FL

EG− F 2
xv

nv =− GM − FN

EG− F 2
xu − EN − FM

EG− F 2
xv

証明. nu = auxu + buxv + cun, nv = avxu + bvxv + cvn とおいて係数を決定すれば

よい。 n · n = 1　を微分して

nu · n = 0, nv · n = 0

を得るので cu = cv = 0 がわかる。xu · n = 0, xv · n = 0 を微分して

xuu · n + xu · nu = 0 xuv · n + xv · nu = 0
xuv · n + xu · nv = 0 xvv · n + xv · nv = 0

これを書き換えると

L + Eau + Fbu = 0 M + Eav + Fbv = 0
M + Fau + Gbu = 0 N + Fav + Gbv = 0

これを解いて結果を得る。
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2.4 曲面上の曲線と曲面の曲率

γ(t) を曲面上の曲線とする。γ(t) の速度ベクトル、加速度ベクトルを基底 xu, xv, n

を用いて表そう。

dγ(t)
dt

=xu
du

dt
+ xv

dv

dt
(2.4.1)

d2γ(t)
dt2

=xu · d2u

dt2
+ xv · d2v

dt2
+ xuu

(du

dt

)2

+ 2xuv
du

dt

dv

dt
+ xvv

(dv

dt

)2

=
(

d2u

dt2
+

(du

dt

)2

Γu
uu + 2

du

dt

dv

dt
Γu

uv +
(dv

dt

)2

Γu
vv

)
xu

+
(

d2v

dt2
+

(du

dt

)2

Γv
uu + 2

du

dt

dv

dt
Γv

uv +
(dv

dt

)2

Γv
vv

)
xv

+
((du

dt

)2

L + 2
du

dt

dv

dt
M +

(dv

dt

)2

N

)
n (2.4.2)

t を弧長径数 (s で表す) としたとき、加速度ベクトル d2γ
ds2 は曲率ベクトル(curvature

vector)と呼ばれ、曲面の接方向と法方向の和として次のように書く。

d2γ

ds2
= γ′′ = κgng + κnn

ここで ng は曲面の接平面内における曲線 γ の法ベクトルである。

接方向の成分 κgng を測地的曲率ベクトル*1, κg を測地的曲率*2と呼び、

また法方向の成分を κnnを法曲率ベクトル*3、κn を法曲率*4と呼ぶ。

κn は γ の接ベクトル γ′ で定まる。ベクトルを変数とする関数であることを強調する

ため κn(γ′)と書くこともある。

曲線 γ(s) の単位接ベクトルを ξ, フレネ・セレ枠を、ξ1 （単位接ベクトル）, ξ2（単位

主法ベクトル）, ξ3 （単位従法ベクトル）、κ をその曲率としたときと、ng = n × ξ で

あり
κg = γ′′ · ng = κ cos θ κn = γ′′ · n = κ sin θ

となる。ただし、θ は γ′′ と ng がなす角である。

*1 英語では geodesic curvature vector
*2 英語では geodesic curvature
*3 英語では normal curvature vector
*4 英語では normal curvature
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2.4.1 法曲率

弧長変数表示とは限らない曲面上の曲線 γ(t) を考え、s をこの曲線の弧長変数とする。

すると、

κn =L
(du

ds

)2

+ 2M
du

ds

dv

ds
+ N

(dv

ds

)2

=
L

(
du
dt

)2 + 2M du
dt

dv
dt + N

(
dv
dt

)2

(
ds
dt

)2

=
L

(
du
dt

)2 + 2M du
dt

dv
dt + N

(
dv
dt

)2

E
(

du
dt

)2 + 2F du
dt

dv
dt + G

(
dv
dt

)2

この式を、分母分子の dt2 を形式的にキャンセルして、しばしば次のように書く。

κn =
Ldu2 + 2M du dv + N dv2

E du2 + 2F du dv + Gdv2

補題 2.4.1. n と γ′ で張られる平面と曲面の切り口に現れる平面曲線（法平面断面、ま

たは
ちょくさいこう

直截口という）の曲率は κn(γ′) である。

証明. γ として法平面断面を表す曲線をとることができる。γ を弧長変数で径数付けられ

ているとする。γ′′ は γ′ と n の張る平面に乗っていて、γ′ と直交するので、γ′′ = κn で

ある。γ′′ の n方向の成分が κn(γ′)n なので κ = κn(γ′) でなければならない。

2.4.2 主曲率、ガウス曲率、平均曲率

■主曲率、ガウス曲率、平均曲率の定義 接ベクトル v = duxu + dvxv をいろいろ動か

して法曲率 κn(v) の最大値および最小値を調べよう。Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 = 1 上で

極値を調べればよい*5から

Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2 − λ(Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 − 1)

と置いて、du, dv による偏微分が 0である条件を見る。この式を du, dv で偏微分すると、

Ldu + Mdv = λ(Edu + Fdv)
Mdu + Ndv = λ(Fdu + Gdv) (2.4.3)

を得る。この条件 (2.4.3)の下では、

κn =
(Ldu + M dv)du + (M du + N dv)dv

(E du + F dv)du + (F du + Gdv)dv

*5 条件 g(x, y) = 0 の下で関数 f(x, y) の極値を与える点では、fx − λgx = fy − λgy = g = 0 を満た
す λ が存在する。これはラグランジュの未定乗数法として知られている。
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=
λ(E du + F dv)du + λ(F du + Gdv)dv

(E du + F dv)du + (F du + Gdv)dv
= λ

なので、(2.4.3)を満たす λ が法曲率 κn の最大値、最小値になる。(2.4.3) を書き換えて
(

L− λE M − λF
M − λF N − λG

)(
du
dv

)
= 0 (2.4.4)

を得るので、λ は次を解いて得られる。
∣∣∣∣
L− λE M − λF
M − λF N − λG

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
E F
F G

∣∣∣∣ λ2 −
(∣∣∣∣

L F
M G

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
E M
F N

∣∣∣∣
)

λ +
∣∣∣∣
L M
M N

∣∣∣∣ = 0

これを満たす λ を主曲率(principal curvature)という。この 2次方程式の 2根を λ1, λ2

としたとき

K =λ1λ2 =
LN −M2

EG− F 2
(2.4.5)

H =
1
2
(λ1 + λ2) =

EN − 2FM + GL

2(EG− F 2)
(2.4.6)

となる。ここで K をガウス曲率(Gauss curvature), H を平均曲率(mean curvature)と

いう。

• K > 0 なる点を、楕円的(elliptic)な点

• K = 0 なる点を、放物的(parabolic)な点

• K < 0 なる点を、双曲的(hyperbolic)な点

という。λ1 = λ2 となる点を
せいてん

臍点(umblic)という。

4(H2 −K) = (λ1 − λ2)2

より、臍点であるのは H2 −K = 0 であることと同値である。

■ガウス曲率とその正射影像 節 2.3.2の最後の記述より曲面をその接ベクトル v を法ベ

クトルとする平面に正射影したとき、法曲率 κn(v) が 0でないならば、その像の輪郭は

非特異である。このとき次の関係がある。

定理 2.4.2 (Koenderink). 正射影像の輪郭の曲率を κc、曲面のガウス曲率を K とする

と、k(v) 6= 0 ならば
K = κcκn(v).

この定理の意味を少し考えてみる。法曲率 κn(v) の正負は曲面の法平面断面が法ベク

トルに対してどちら側に曲がっているかで決まる。曲面を物体の境界と見て、その正射影

像を考える。正射影像が凸ならば、曲面は楕円的（ガウス曲率は正）、正射影像が凹なら
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ば、曲面は双曲的（ガウス曲率は負）であり、輪郭の変曲点に対応する曲面の点は放物的

（ガウス曲率は 0）である。この事実を輪郭の曲率 κc を使って定式化したのがケンドリン

ク (Jan Koenderink) *6であり、1980年頃の事である。

証明. 原点で曲面を考えているとし、xy 平面を接平面、v を x 軸方向として一般性を失

わない。すると曲面は次で与えられる。

(u, v) →
(
u, v,

1
2
(au2 + 2buv + cv2) + O(u, v)3

)

v = (1, 0, 0) 方向の法曲率は、平面曲線 z = 1
2ax2 + O(x)2 の原点での曲率なので

κn(v) = a を得る。

xu = (1, 0, au + bv + O(u, v)2) xv = (0, 1, bu + cv + O(u, v)2)

より
n = (−au− bv,−bu− cv, 1) + O(u, v)2

なので、曲面の yz 平面への正射影像の輪郭は au + bv + O(u, v)2 = 0 の像である。

κn(v) = a 6= 0 より u = − b
av + O(v2) なので輪郭は

(
0, v,

1
2
(bu + cv)v + O(u, v)3

)
=

(
0, v,

1
2

ac− b2

a
v2 + O(v)3

)

となり、その曲率は κc = ac−b2

a 、よって κcκn(v) = ac− b2 = K を得る。

■主方向 λ が主曲率のとき、(2.4.4) を満たす (du, dv) を主方向(principal direction)

という。(du, dv) が主方向であれば、(2.4.4) より、

(L− λE,M − λF ) = µ1(dv,−du) (M − λF, N − λG) = µ2(dv,−du)

を満たす実数 µ1, µ2 が存在する。

M − λF = −µ1du = µ2dv

なので、µ1 = µdv, µ2 = −µ du と置けて

(L− λE, M − λF, N − λG) = µ(dv2, −du dv, du2)

(L, M, N) = λ(E,F, G) + µ(dv2,−du dv, du2)

*6 コーエンドリンクと読むのではないかとも思われるが、金谷健一著「形状 CAD と図形の数学」によれ
ばケンデリンクとなっているので、ここではケンデリンクとした。
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を得る。よって ∣∣∣∣∣∣

E F G
L M N

dv2 −du dv du2

∣∣∣∣∣∣
= 0

を得る。これが主方向の方程式である。

定理 2.4.3. 2つの主曲率が相異なれば、対応する主方向は直交する。

証明. 主曲率を λ1, λ2 とし、対応する主方向が (du1, dv1), (du2, dv2) で表されていると

すると、次の関係式を満たす。
(

L M
M N

)(
dui

dvi

)
= λi

(
E F
F G

)(
dui

dvi

)
(i = 1, 2)

これより

λ1(du1 dv1)
(

E F
F G

)(
du2

dv2

)
=(du1 dv1)

(
L M
M N

)(
du2

dv2

)

=λ2(du1 dv1)
(

E F
F G

)(
du2

dv2

)

となり、λ1 6= λ2 から主張を得る。

2.4.3 測地的曲率と測地線

■測地的曲率 測地的曲率 κg の表示式を調べてみる。節 2.4の最初の式で t を弧長変数

s に変えた、曲率ベクトルの式を

γ′′ = Tuxu + Tvxv + II n

と書けば、

Tu =u′′ + (u′)2Γu
uu + 2u′v′Γu

uv + (v′)2Γu
vv

Tv =v′′ + (u′)2Γv
uu + 2u′v′Γv

uv + (v′)2Γv
vv

II =L(u′)2 + 2Mu′v′ + N(v′)2

である。よって ξ1 を曲線 γ の単位接ベクトルとすれば、測地的曲率の表示式

κg =γ′′ · ng = γ′′ · (n× ξ1) = |γ′′ n γ′| = |γ′ γ′′ n|

=|xu xv n|
∣∣∣∣∣∣

u′ Tu 0
v′ Tv 0
0 II 1

∣∣∣∣∣∣
=

√
EG− F 2

∣∣∣∣
u′ Tu

v′ Tv

∣∣∣∣

を得る。
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定理 2.4.4. 曲面上の曲線 γ(s) 上の点 P での測地的曲率は点 P での接平面に正射影し

て得られる平面曲線の曲率に等しい。

証明. 曲線 γ(s) を含み、接平面に垂直な柱面を考える。考えている平面曲線はこの柱面

の接平面による断面であり ng はこの単位法ベクトルである。曲線の接線方向の柱面の法

曲率は γ′′ · ng = κg であり主張を得る。

■測地線 d2γ
dt2 の曲面の接方向の成分が 0となるとき γ(t) は測地線 (geodesic)であると

いう。測地線であるための条件は次のようになる。

d2u

dt2
+

(du

dt

)2

Γu
uu + 2

du

dt

dv

dt
Γu

uv +
(dv

dt

)2

Γu
vv =0

d2v

dt2
+

(du

dt

)2

Γv
uu + 2

du

dt

dv

dt
Γv

uv +
(dv

dt

)2

Γv
vv =0

測地線であることと曲線に沿って測地的曲率が恒等的に 0となる事は同値である。

補題 2.4.5. 曲線 γ(t) が測地線ならば、|dγ(t)
dt | は定数。すなわち径数 t は弧長に比例

する。

証明. 曲線 γ(t) が測地線であるとすると、d2γ
dt2 の接成分は恒等的に 0である。すると dγ

dt ,
d2γ
dt2 は直交する。よって

d

dt

〈dγ(t)
dt

,
dγ(t)

dt

〉
= 2

dγ

dt
· d2γ

dt2
= 0

例 2.4.6. 球面 S2 上の測地線は大円（の一部）である。実際、球面 S2 上の弧長変数 s

で径数付けられた曲線 γ(s) は γ · γ = 1, γ · γ′ = 0 および γ · γ′′+ γ′ · γ′ = γ · γ′′+1 = 0

を満たす。測地線ならば γ′′ = aγ であり、前の式に代入して a = −1 を得る。測地線の

表示を得るには、2階線形常微分方程式 γ′′(s) = −γ(s) を条件

γ(0) = a, γ′(0) = v, |a| = 1, a · v = 0, |v| = 1

の下で解けばよい。これを解くと γ(s) = cos s a + sin s v となり所要の結果を得る。

2.5 回転面の曲率

回転面の諸不変量は簡単に計算できる。以下それを示す。
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定理 2.5.1. 弧長 s を径数とする xz 平面の曲線 (x(s), 0, z(s)) を z 軸の周りに回転して

できる曲面
x(s, θ) = (x(s) cos θ, x(s) sin θ, z(s))

x(s, θ) = (x(s) cos θ − y(s) sin θ, x(s) sin θ + y(s) cos θ, z(s))

第 1基本形式 I, 単位法ベクトル n, 第 2基本形式 II, 主曲率 λ1, λ2 ガウス曲率 K, 平均

曲率 H は次で与えられる。

I = ds2 + x2dθ2 n = (−z′ cos θ, −z′ sin θ, x′) II =
∣∣∣∣
x′ z′

x′′ z′′

∣∣∣∣ ds2 + xz′dθ2

λ1 =
z′

x
λ2 = −x′′

z′
K = λ1λ2 = −x′′

x
H =

λ1 + λ2

2
=

1
2

(z′

x
− x′′

z′

)

証明. まず x を微分して接ベクトルの基底を求めよう。

xs =(x′ cos θ, x′ sin θ, z′) xθ = (−x sin θ, x cos θ, 0)

xs =(x′ cos θ − y′ sin θ, x′ sin θ + y′ cos θ, z′)

xθ =(−(x sin θ + y cos θ), x cos θ − y sin θ, 0)

なので、第 1基本形式は次で与えられる。

I = dx · dx = (xsds + xθdθ) · (xsds + xθdθ) = ds2 + x2dθ2

xs, xθ の外積を計算すれば、

xs × xθ = x(−z′ cos θ,−z′ sin θ, x′)

なので、単位法ベクトル n の式を得る。

I = dx · dx = (xsdx + xθdθ) · (xsdx + xθdθ) = ds2 +
∣∣∣∣
x y
x′ y′

∣∣∣∣ ds dθ + (x2 + y2)dθ2

単位法ベクトル n を微分すると

ns = (−z′′ cos θ, −z′′ sin θ, x′′) nθ = (z′ sin θ, −z′ cos θ, 0)

なので、第 2基本形式の表示式を得る。

II = −dx · dn = −(xsds + xθdθ) · (nsds + nθdθ) =
∣∣∣∣
x′ z′

x′′ z′′

∣∣∣∣ ds2 + xz′dθ2

よって主曲率 λ の満たす式は
∣∣∣∣
x′z′′ − x′′z′ − λ 0

0 xz′ − λx2

∣∣∣∣ = x(z′ − λx)(x′z′′ − x′′z′ − λ) = 0
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であり、λ = z′/x, x′z′′ − x′′z′ を得る。s が弧長変数なので　 (x′)2 + (z′)2 = 1 であり、

x′x′′ + z′z′′ = 0 なので

x′z′′ − x′′z′ = −x′
x′x′′

z′
− x′′z′ = −(1− (z′)2)

x′′

z′
− x′′z′ = −x′′

z′

■ガウス曲率が定数である回転面 前定理を利用して、ガウス曲率 K が定数であるよう

な回転面を決定しよう。K = C(定数)とし、次の常微分方程式を解く。

x′′

x
= −C

C = 0 のとき x = as + b (a, b は定数) で

z′ =
√

1− (x′)2 =
√

1− a2

より、z = z
√

1− a2. (x, 0, z) = (as + b, 0, z
√

1− a2) で特に

• a = 0 のときは円柱面

• 0 < |a| < 1 のときは円錐面

• |a| = 1 のときは平面

となる。

C = c2 > 0 のとき x = a cos(cs + b) (a, b は定数) で周期性より b = 0 と仮定出来て、

そのときは
z′ =

√
1− (x′)2 =

√
1− a2c2 sin2 cs

となり

z(s) =
∫ s

0

√
1− a2c2 sin2 ctdt

を得る。特に ac = 1 のときは球面となる。

回転させると定ガウス曲率である平面曲線

-
この軸の周りに回転させると正の定ガウス曲率

-
この軸の周りに回転させると負の定ガウス曲率
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C = −c2 < 0 のとき x = aecs + be−cs (a, b は定数) で

z′ =
√

1− (x′)2 =
√

1− c2(aecs − be−cs)2

となるので

z(s) =
∫ s

0

√
1− c2(aect − be−ct)2dt

を得る。

2.6 3階偏微分と曲面論の基本定理

xが C3級であると仮定すると (xuu)v = (xuv)u, (xuv)v = (xvv)u であるから、(2.3.1)

より、次の関係式を得る。

(Γu
uuxu + Γv

uuxv + Ln)v =(Γu
uvxu + Γv

uvxv + Mn)u

(Γu
uvxu + Γv

uvxv + Mn)v =(Γu
vvxu + Γv

vvxv + Nn)u

この式を書き換えれば、クリストッフェルの記号と L, M , N の間の関係式が得られる。

この関係式を明示的に書き下すのが本節の最初の目標である。各式の両辺を、(2.3.1) と

補題 2.3.2 を用いて書き下してみる。

(Γu
uuxu + Γv

uuxu + Ln)v =Γu
uu,vxu + Γv

uu,vxv + Lvn + Γu
uuxuv + Γv

uuxvv + Lnv

=
(
Γu

uu,v + Γu
uuΓu

uv + Γv
uuΓu

vv − L
GM − FN

EG− F 2

)
xu

+
(
Γv

uu,v + Γu
uuΓv

uv + Γv
uuΓv

vv − L
EN − FM

EG− F 2

)
xv

+ (Lv + MΓu
uu + NΓv

uu)n

(Γu
uvxu + Γv

uvxv + Mn)u =Γu
uv,uxu + Γv

uv,uxv + Mun + Γu
uvxuu + Γv

uvxuv + Mnu

=
(
Γu

uv,u + Γu
uvΓu

uu + Γv
uvΓu

uv −M
GL− FM

EG− F 2

)
xu

+
(
Γv

uv,u + Γu
uvΓv

uu + (Γv
uv)2 −M

EM − FL

EG− F 2

)
xv

+ (Mu + LΓu
uv + MΓv

uv)n

(Γu
uvxu + Γv

uvxv + Mn)v =Γu
uv,vxu + Γv

uv,vxv + Mvn + Γu
uvxuv + Γv

uvxvv + Mnv

=
(
Γu

uv,v + (Γu
uv)2 + Γv

uvΓu
vv −M

GM − FN

EG− F 2

)
xu

+
(
Γv

uv,v + Γu
uvΓv

uv + Γv
uvΓv

vv −M
EN − FM

EG− F 2

)
xv

+ (Mv + MΓu
uv + NΓv

uv)n

(Γu
vvxu + Γv

vvxv + Nn)u =Γu
vv,uxu + Γv

vv,uxv + Nun + Γu
vvxuu + Γv

vvxuv + Nnu
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=
(
Γu

vv,u + Γu
vvΓu

uu + Γv
vvΓu

uv −N
GL− FM

EG− F 2

)
xu

+
(
Γv

vv,u + Γu
vvΓv

uu + Γv
vvΓv

uv −N
EM − FL

EG− F 2

)
xv

+ (Nu + LΓu
vv + MΓv

vv)n

n 方向の成分を比較すれば次のマイナルジ・コダッチの基礎方程式を得る。

Lu −Mv =LΓu
uv + M(Γv

uv − Γu
uu)−NΓv

uu (2.6.1)

Mu −Nv =LΓu
vv + M(Γv

vv − Γu
uv)−NΓv

uv (2.6.2)

さて、xu 方向の成分を比較すると、

Γu
uu,v + Γu

uuΓu
uv + Γv

uuΓu
vv −L

GM − FN

EG− F 2
= Γu

uv,u + Γu
uvΓu

uu + Γv
uvΓu

uv −M
GL− FM

EG− F 2

Γu
uv,v + (Γu

uv)2 + Γv
uvΓu

vv −M
GM − FN

EG− F 2
= Γu

vv,u + Γu
vvΓu

uu + Γv
vvΓu

uv −N
GL− FM

EG− F 2

を得る。同様に xv 方向の成分を比較すると、

Γv
uu,v + Γu

uuΓv
uv + Γv

uuΓv
vv − L

EN − FM

EG− F 2
= Γv

uv,u + Γu
uvΓv

uu + (Γv
uv)2 −M

EM − FL

EG− F 2

Γv
uv,v + Γu

uvΓv
uv + Γv

uvΓv
vv −M

EN − FM

EG− F 2
= Γv

vv,u + Γu
vvΓv

uu + Γv
vvΓv

uv −N
EM − FL

EG− F 2

を得る。この 4つの式を、それぞれ、移項して整理すると次のガウスの基礎方程式を得る。

−F (LN −M2)
EG− F 2

= Γu
uu,v − Γu

uv,u + Γv
uuΓu

vv − Γv
uvΓu

uv (2.6.3)

G(LN −M2)
EG− F 2

= Γu
uv,v − Γu

vv,u + (Γu
uv)2 + Γv

uvΓu
vv − Γu

vvΓu
uu − Γv

vvΓu
uv (2.6.4)

E(LN −M2)
EG− F 2

= Γv
uu,v − Γv

uv,u + Γu
uuΓv

uv + Γv
uuΓv

vv − Γu
uvΓv

uu − (Γv
uv)2 (2.6.5)

−F (LN −M2)
EG− F 2

= Γv
uv,v − Γv

vv,u + Γu
uvΓv

uv − Γu
vvΓv

uu (2.6.6)

定理 2.6.1. A =
√

EG− F 2 とおくと、曲面のガウス曲率K は次のように表せる。

K =
LN −M2

EG− F 2
=

1
A

((AΓv
uu

E

)
v
−

(AΓv
uv

E

)
u

)
=

1
A

((AΓu
vv

G

)
u
−

(AΓu
uv

G

)
v

)

この定理より、ガウス曲率 K は第 1基本形式とその 2階までの偏微分で表すことがで

きる事がわかる。この事実は「ガウスの驚異の定理」と呼ばれる。
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証明. A =
√

EG− F 2 を偏微分して得られる式と、(2.3.3)より、次の関係式を得る。

Au

A
=

EuG + EGu − 2FFu

2(EG− F 2)
= Γu

uu + Γv
uv

Av

A
=

EvG + EGv − 2FFv

2(EG− F 2)
= Γu

uv + Γv
vv

これより、(2.6.4), (2.6.5) は、次の関係式と同値である。

Γu
uv,v − Γu

vv,u − Γu
vv

Au

A
+ Γu

uv

Av

A
+ 2

∣∣∣∣
Γu

uv Γu
vv

Γv
uv Γv

vv

∣∣∣∣ =
G(LN −M2)

EG− F 2

Γv
uu,v − Γv

uv,u − Γv
uv

Au

A
+ Γv

uu

Av

A
+ 2

∣∣∣∣
Γu

uu Γu
uv

Γv
uu Γv

uv

∣∣∣∣ =− E(LN −M2)
EG− F 2

これと次の関係式 (2 番目の等号に (2.3.3) を使っている) を比較すれば、求めたい式を

得る。

E

A

(
AΓv

uu

E

)

v

=
AvΓv

uu + AΓv
uu,v

A
− Γv

uuEv

E
=

Av

A
Γv

uu + Γv
uu,v −

2Γv
uu

E
(Γu

uvE + Γv
uvF )

E

A

(
AΓv

uv

E

)

u

=
AuΓv

uv + AΓv
uv,u

A
− Γv

uvEu

E
=

Au

A
Γv

uu + Γv
uv,u −

2Γv
uv

E
(Γu

uuE + Γv
uuF )

G

A

(AΓu
vv

G

)
u

=
AuΓu

vv + AΓu
vv,u

A
− Γu

vvGu

G
=

Au

A
Γu

vv + Γu
vv,u −

2Γu
vv

G
(Γu

uvF + Γv
uvG)

G

A

(AΓu
uv

G

)
v

=
AvΓu

uv + AΓu
uv,v

A
− Γu

uvGv

G
=

Av

A
Γu

uv + Γu
uv,v −

2Γu
uv

G
(Γu

vvF + Γv
vvG)

定理 2.6.2 (曲面論の基本定理). (u, v) の関数 E, F , G, L, M , N が E > 0, G > 0,

EG− F 2 > 0 で上の関係式を満たすとき、

I = E du2 + 2F du dv + Gdv2 II = Ldu2 + 2M du dv + N dv2

をそれぞれ第 1基本形式、第 2基本形式とするような曲面が、回転と平行移動を除いて一

意に存在する。

証明. x, xu, xv, n を未知関数として偏微分方程式

∂x

∂u
=xu

∂x

∂v
=xv

∂xu

∂u
=Γu

uuxu + Γv
uuxv + Ln

∂xu

∂v
=Γu

uvxu + Γv
uvxv + Mn

∂xv

∂u
=Γu

uvxu + Γv
uvxv + Mn

∂xv

∂v
=Γu

vvxu + Γv
vvxv + Nn
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∂n

∂u
=− GL− FM

EG− F 2
xu − EM − FL

EG− F 2
xv

∂n

∂v
=− GM − FN

EG− F 2
xu − EN − FM

EG− F 2
xv

を考える。xu, xv, n の偏微分の式の可積分条件*7がガウスとマイナルディ・コダッチの

基礎方程式であり、最初の 2 式の積分可能条件が、第 4 式と第 5 式で与えられている。

よって x について解くことができ、存在がわかる。この偏微分方程式の解の一意性*8の

主張から一意性の主張も従う。

2.7 測地的極座標とガウス・ボンネの定理

2.7.1 測地的極座標

曲面上に１点 P をとり、そこでの接ベクトル空間の正規直交基底 e1, e2 をとる。

cos θ e1 + sin θ e2 を初期ベクトルとする測地線に沿って距離 r だけ進んだ点を x(r, θ)

とする。このとき写像
(r, θ) 7→ x(r, θ)

は点 P の近傍で曲面を径数づけると考えられる。(r, θ) を曲面の測地的極座標という。θ

を固定すると r 7→ x(r, θ) は測地線で r が弧長変数である。よって xr · xr = 1.

xr(0, θ) = cos θ e1 + sin θ e2 (測地線の初期速度) (2.7.1)

xθ(0, θ) =0 (x(0, θ) は１点なので) (2.7.2)

である。

例 2.7.1 (平面の測地的極座標). 平面の測地的極座標は (x, y) = (x0, y0)+(r cos θ, r sin θ)

で与えられる。

dx = cos θdr − r sin θdθ, dy = sin θdr + r cos θdθ

より、次を得る。
I = dx2 + dy2 = dr2 + r2dθ2

例 2.7.2 (球面 S2 の測地的極座標). e0 ∈ S2 をとり、e1, e2 を e0, e1, e2 が正規直交

基底であるように取る。e1, e2 が e0 での S2 の接ベクトル空間の基底で

(r, θ) 7→ x(r, θ) = cos re0 + sin r(cos θe1 + sin θe2)

*7 xλ (λ = 1, . . . , m) を未知関数とする偏微分方程式 ∂xλ
∂u

=
P

λ gλ(u, v)xλ, ∂xλ
∂v

=
P

λ hλ(u, v)xλ,

が解を持つ条件を可積分条件という。この条件は ∂2xλ
∂u∂v

= ∂2xλ
∂v∂u

に相当する式を偏微分方程式の右辺の
項で書き表して得られる。

*8 上述の偏微分方程式の解は適当な初期条件の下で一意に定まる。
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が測地的極座標を与える。微分すると

xr =− sin re0 + cos r(cos θe1 + sin θe2)

xθ =sin r(− sin θe1 + cos θe2)

なので、次の表示を得る。
I = dr2 + sin2 r dθ2

定理 2.7.3. (r, θ) を曲面の測地的極座標とするとき、h = |xθ| とおくと、

lim
r→0+0

hr = lim
r→0+0

h

r
= 1

であり、第 1基本形式とガウス曲率は次のように表される。

ds2 = dr2 + h2dθ2, K = −hrr

h

証明. 次の補題を示せばよい。

補題 2.7.4. (r, θ) を曲面の測地的極座標とするとき

E = xr · xr = 1, F = xr · xθ = 0, lim
r→0+0

h2

r2
= lim

r→0+0

xθ · xθ

r2
= 1

証明. E = xr · xr = 1 はすでに見た。

(xr · xθ)r =xrr · xθ + xr · xθr

=xrr · xθ +
1
2
(xr · xr)θ

=xrr · xθ (xr · xr = 1 より)

r → x(r, θ) は測地線なので xrr は曲面の法方向を向いており、xrr · xθ = 0. よって、

xr · xθ は r に依存しない。よって

xr(r, θ) · xθ(r, θ) = xr(0, θ) · xθ(0, θ) = 0

を得る。

lim
r→0+0

xθ · xθ

r2
= lim

r→0+0

xrθ · xθ

r
(ロピタルの定理)

= lim
r→0+0

(xrrθ · xθ + xrθ · xrθ) (ロピタルの定理)

= lim
r→0+0

|xrθ| ((2.7.2) より lim
r→0+0

xθ = 0)

=| − sin θe1 + cos θe2|2 ((2.7.1) より)
=1
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クリストッフェル記号は次のようになる。

Γr
rr = Γr

rθ = 0 Γr
θθ = −hhr Γθ

rr = 0 Γθ
rθ = −hr

h
Γθ

θθ = −hθ

h

ガウス曲率K の式は、定理 2.6.1より得られる。

定理 2.7.5. 測地的極座標内に弧長変数 sで径数づけられた曲線 (r(s), θ(s))があるとき、

曲線が r =定数　となす角を φ(s) とすると、

κg = φ′ + hrθ
′

ただし ′ は s による微分を表す。

証明. φ(s) の定義より r′(s) = cosφ(s), θ′(s) = 1
h sinφ(s). よって

r′′(s) =− φ′(s) sin φ(s)

θ′′(s) =
1
h2

(hφ′(s) cos φ(s)− h′ sin φ(s)) =
φ′(s)

h
cos φ− hrr

′ + hθθ
′

h2
sin φ(s)

=
φ′(s)

h
cosφ(s)− hr

h2
cos φ(s) sin φ(s)− hθ

h3
sin2 φ(s)

となり、

r′′ + Γr
rr(r

′)2 + 2Γr
rθr

′θ′ + Γr
θθ(θ

′)2 = −φ′ sin φ− hhr(θ′)2 = − sinφ(φ′ +
hr

h
sin φ)

θ′′ + Γθ
rr(r

′)2 + 2Γθ
rθr

′θ′ + Γθ
θθ(θ

′)2

=
φ′

h
cosφ− hr

h2
cosφ sinφ +

hθ

h3
sin2 φ− 2

hr

h
cosφ

1
h

sin φ− hθ

h

sin2 φ

h2

=
cos φ

h
(φ′ +

hr

h
sin φ)

2.4.3節の測地的曲率に関する公式を用いると

κg = h

∣∣∣∣
cos φ − sin φ(φ′ + hr

h sin φ)
1
h sin φ cos φ

h (φ′ + hr

h sin φ)

∣∣∣∣ = φ′ +
hr

h
sinφ = φ′ + hrθ

′

となり証明を終わる。

2.7.2 ガウス・ボンネの定理

定理 2.7.6 (曲面内の多角形に関するガウス・ボンネの定理). 曲面上の m個の滑らかな

曲線が作る多角形を考える。多角形の外角を α1, . . . ,αm、この多角形で囲まれた領域を

D とすると、次が成り立つ。
∫

∂D

κgds +
∫

D

K dA = 2π −
mX

i=1

αi
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但し、∂D 上の積分は、正の向きを入れて（すなわち、反時計回りに）積分するものと

する。

この定理を示すには、次の補題より、十分小さい多角形に対して、この定理を証明すれ

ば十分である。

補題 2.7.7. 曲面上の n角形 P に対し、その外角を α1,. . . ,αn とし、

k(P ) = 2π −
nX

i=1

αi

とおく。2つの多角形 P1, P2 が、ある辺を共有する形で接しているとき P = P1 ∪ P2 も

多角形になる。このとき
k(P ) = k(P1) + k(P2).

証明. 図を書いて考察すれば明らか。

P1
P2

k(P1) + k(P2) = k(P ) を見るのは易しい。

定理 2.7.6の証明. 考えている多角形が、ある測地的極座標近傍の中に実現されていると

してよい。Green の定理*9 を用いて境界上の積分を領域の積分に直す事を念頭にして、

計算してみる。
∫

∂D

κgds =
∫

∂D

φ′ds +
∫

∂D

hrθ
′ds (定理 2.7.5)

=
∫

∂D

φ′ds +
∫

∂D

hrdθ (θ′ = dθ/ds)

=
∫

∂D

φ′ds +
∫∫

D

hrrdr dθ (Greenの定理)

=
∫

∂D

φ′ds−
∫∫

D

K dA (定理 2.7.3)

*9 f , g が C1 関数のとき
Z

∂D
(f dr + g dθ) =

ZZ

D
(fθ − gr)dr dθ
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よって、次を示せば証明は終わる。
∫

∂D

φ′ ds = 2π −
nX

i=1

αi

多角形を曲線 γ0 で表し、γ0 の角を滑らかに丸めた閉曲線 γε で γ0 を近似する。Aε で多

角形の角付近の丸めた部分、Bε でそれ以外の多角形の部分を表す。
∫

∂D

φ′ ds = lim
ε→0

∫

Bε

φ′ ds = lim
ε→0

∫

γε

φ′ ds− lim
ε→0

∫

Aε

φ′ ds = 2π −
mX

i=1

αi

であるので証明を終わる。最後に φ は ε → 0 の極限で Aε に沿って外角 αi の総和だけ

増えるという事実を使っている。

ここで φ は枠 e1, e2 に関する曲線の接ベクトル γ′ の角度 (R3 における角度)であっ

た。これは第 1基本形式 ds2 = E du2 + 2F du dv + Gdv2 を使って測った角度であり、

(u, v) 平面における角度とは異なる。従って、上の証明中使った、次の事実は証明を要

する。

補題 2.7.8.
∫

γ

φ′ds = 2π

証明. 第 1基本形式の変形

ds2
t = (1− t)(du2 + dv2) + t ds2

を考え、φt を ds2
t に関する対応する角度とする。積分値

∫
γ

φ′tdsは tに関して連続的に

変わり ∫

γ

φ′tds =
∫ b

a

φ′t(s)ds = φt(b)− φt(a) ≡ 0 (mod 2π)

なので、この積分値は 2π の整数倍であり、特に tに関して定数である。t = 0のとき 2π

なので、t = 1 のときも 2π である。

測地線で囲まれる多角形を測地的多角形という。特に、測地線で囲まれる 3角形は測地

的 3角形という。測地線に沿っては測地的曲率は 0 であるから、測地的 3角形に対して、

上のガウス・ボンネの定理を適用すると次が得られる。

定理 2.7.9 (測地的 3角形に関するガウス・ボンネの定理). 測地的 3角形4ABC の囲む

領域を D とすると ∫

D

KdA = ∠A + ∠B + ∠C − π

証明. 外角は π − ∠A, π − ∠B, π − ∠C となるので、前定理より
∫

∂D

κgds +
∫

D

K dA = 2π − (π − ∠A)− (π − ∠B)− (π − ∠C)
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が成り立つ。測地線に沿って κg = 0 なので、これを整理すれば主張を得る。

系 2.7.10. K > 0 なる領域にある測地的 3角形の内角の和は π より大きく、K < 0 な

る領域にある測地的 3角形の内角の和は π より小さい。

系 2.7.11. 球面 S2 の測地的 3角形 4ABC (各辺が大円の一部である 3角形) に対して

4ABC の面積 = ∠A + ∠B + ∠C − π

証明. 節 2.5の計算より、球面 S2 のガウス曲率 K は恒等的に 1なので、明らか。

境界付曲面 D をいくつかの 3 角形に分割する。そのとき、3 角形が m 個、辺が l 個、

頂点が n 個あるとすると、D のオイラー数(Euler characteristic) χ(D) を次で定める。

χ(D) = n− l + m

定理 2.7.12 (境界付曲面に対するガウス・ボンネの定理). 曲面内の有界な領域 D に対

し、次が成り立つ。 ∫

∂D

κgds +
∫

D

K dA = 2πχ(D)

証明. D を滑らかな辺を持つm個の 3角形に分割し、それらの 3角形の頂点が ∂D 上に

n1 個、D の内部に n2 個、また、辺が ∂D 上に l1 個、D の内部に l2 個あるとする。各

3角形に定理 2.7.9を適用してその総和をとると、∂D 上の頂点に集まる内角の和は π, D

上の頂点に集まる内角の和は 2π なので、
∫

∂D

κgds +
∫

D

K dA = πn1 + 2πn2 −mπ = 2π
(1

2
n1 + n2 − 1

2
m

)

辺の総数を数えて得られる式 l1 + 2l2 = 3m と l1 = n1 を用いると次を得る。

χ(D) =(n1 + n2)− (l1 + l2) + m =
1
2
n1 + n2 − (

1
2
l1 + l2) + m

=
1
2
n1 + n2 − 3

2
m + m =

1
2
n1 + n2 − 1

2
m

なので主張を得る。

2.7.3 測地的極座標の他の応用

(r, θ) を測地的極座標とする。
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■測地円 r ≤ r0 なる領域の曲面への像を、半径 r0 の測地円という。

定理 2.7.13. 点 P を中心とした半径 r の測地円の面積を A(r), 周長を L(r)とすると

L(r) =2πr − π

3
K(P )r3 + o(r3)

A(r) =πr2 − π

12
K(P )r4 + o(r4)

証明. まず次の事実に注意する。

L(r) =
∫ 2π

0

h(r, θ)dθ

r → 0 + 0 のとき hr(r, θ) → 1 なので

L′(r) =
∫ 2π

0

hr(r, θ)dθ → 2π (r → 0 + 0)

hrr/h = で r → 0 + 0 のとき h/r → 1 なので

L′′(r) =
∫ 2π

0

hrr

r
(r, θ)dθ → 0 (r → 0 + 0)

同様に
L′′(r)

r
=

∫ 2π

0

h

r

hrr

h
(r, θ)dθ → 2πK(P ) (r → 0 + 0)

なので L′′′(0) = 2πK(P ) を得る。よって L(r) に関する式を得る。A(r) =
∫ r

0
L(r)dr

なので、L(r) に関する式を積分すれば A(r) に関する式を得る。

■可展面 第 1 基本形式が du2 + dv2 となる径数 (u, v) が存在する曲面を可展

面(developable surface) という。このことは、平面からこの曲面に長さを変えない写像

が存在することを意味している。このことを平面に展開可能であるということもある。

定理 2.7.14. ガウス曲率が恒等的に 0であれば可展面である。

証明. ガウス曲率が常に 0であれば，微分方程式 hrr = 0 が得られ、積分によって

h = A(θ)r + B(θ)

となる．定理 2.7.3より A(θ) = 1, B(θ) = 0 となり h = r すなわち，

I = dr2 + r2 dθ2

を得る．
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同様にして、次を示す事ができる。ガウス曲率が正定数で K = 1/k2 であれば，微分方

程式 hrr = −h/k2 が得られ、これを解いて

h = A(θ) cos
r

k
+ B(θ) sin

r

k

となる。定理 2.7.3より A(θ) = 0, B(θ) = k となり h = k sin r
k すなわち，

I = dr2 + k2 sin2 r

k
dθ2

と出来る．これは球面に展開可能であることを意味している。

ガウス曲率が負定数で K = −1/k2 であれば，微分方程式 hrr = h/k2 が得られ，これ

を解いて
h = A(θ) cosh

r

k
+ B(θ) sinh

r

k

となる。定理 2.7.3より A(θ) = 0, B(θ) = k となり h = k sinh r
k すなわち，

I = dr2 + k2 sinh2 r

k
dθ2

と出来る．これは双曲平面*10に展開可能であることを意味している。

2.8 曲面のいろいろな座標

2.8.1 モンジュの標準形

原点近傍で考えているとし、回転させて原点での接平面が xy 平面であるとする。する

と曲面はある関数 f(x, y) のグラフ z = f(x, y)として表されることが出来、f(x, y) には

１次の項はない。uv 平面の回転を合成して、f(x, y) の 2次の項が対角型に出来る。

f(x, y) =
1
2
(k1x

2 + k2y
2) + 3次以上の項

x = (u, v, f(u, v)) なので xu = (1, 0, fu), xv = (0, 1, fv) となり、

E = 1 + fu
2, F = fufv, G = 1 + fv

2

を得る。

E =1 + k1
2u2 + 3次以上の項

F =k1k2uv + 3次以上の項

G =1 + k2
2v2 + 3次以上の項

*10 双曲平面については節 2.10を参照のこと。
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面積要素 dAは、次のようになる。

dA =
√

1 + fu
2 + fv

2du ∧ dv =
(
1 +

1
2
(k1

2u2 + k2
2v2) + 3次以上の項

)
du ∧ dv

xu × xv = (−fu,−fv, 1) なので、単位法ベクトル nは

n =
1√

fu
2 + fv

2 + 1
(−fu,−fv, 1)

=(−k1u + O(2),−k2v + O(2), 1− 1
2
(k1

2u2 + k2v
2) + O(3))

で与えられる。xuu = (0, 0, fuu), xuv = (0, 0, fuv), xvv = (0, 0, fvv) なので、第 2基本

形式は次のようになる。

II =
1√

fu
2 + fv

2 + 1
(fuu du2 + 2fuv du dv + fvv dv2)

よって、原点での第 1基本形式、第 2基本形式の係数はそれぞれ

E = 1, F = 0, G = 1, L = k1, M = 0, N = k2

となり、原点での主曲率は k1, k2, ガウス曲率は k1k2 平均曲率は 1
2 (k1 + k2) である。

原点での v = (cos ϕ, sin ϕ, 0) 方向の法曲率は次のようになる。

κn(v) =
L cos2 ϕ + 2M cosϕ sin ϕ + N sin2 ϕ

E cos2 ϕ + 2F cos ϕ sin ϕ + G sin2 ϕ
= k1 cos2 ϕ + k2 sin2 ϕ

これをオイラーの公式という。

定理 2.8.1. 双曲的な点における 2つの漸近方向は主方向によって 2等分される。

証明. 原点における漸近方向は k1du2 + k2dv2 = 0 で定義され (1, 0), (0, 1) が主方向な

ので明らか。

2.8.2 等温座標

(u, v) が等温座標(isothermal)であるとは、ある正値関数 λ を用いて、第 1基本形式が

次の形にかけるときを言う。
ds2 = λ2(du2 + dv2)

等温座標では第基本形式による角度は uv 平面の角度に一致する。

λ = eϕ とおくと E = G = λ2 = e2ϕ, F = 0 であり、クリストッフェルの記号は次で

与えられる。

Γu
uu = Γv

uv = −Γu
vv =

λu

λ
= 2ϕu − Γv

uu = Γu
uv = Γv

vv =
λv

λ
= 2ϕv
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補題 2.8.2. 等温座標ではガウス曲率は次で与えられる。

K = −e−2ϕ(ϕuu + ϕvv)

証明. E = G = A = λ2 に注意して、定理 2.6.1を用いて計算すればよい。

平均曲率 H も参考までに書き下しておく。

H =
1
2
(λ1 + λ2) =

EN − 2FM + GL

2(EG− F 2)
=

N + L

2λ3

2.8.3 曲率線座標

臍点以外の点の近傍では、各点に対し 2つの主方向が定まり、定理 2.4.3よりそれらは

互いに直交する。主方向の積分曲線を、曲率線(curvature line)という。臍点以外の点の

近傍では、u =定数、v =定数が曲率線になるような座標をとることができる。この様な

座標を曲率線座標という。

曲率線座標では F ≡ M ≡ 0が成り立つ。主曲率、ガウス曲率、平均曲率は次で表せる。

λ1 =
L

E
, λ2 =

N

G
, K = λ1λ2 =

LN

EG
, H =

1
2
(λ1 + λ2) =

EN + GL

2EG

ワインガルテンの関係式は次のようになる。

nu = −L

E
xu, nv = −N

G
xv

マイナルジ・コダッチの関係式は次のようになる。

Lv =
1
2
(λ1 + λ2)Ev, Nu =

1
2
(λ1 + λ2)Gu

K =
E(EvGv + Gu

2) + G(EuGu + Ev
2)

4E2G2
− Evv + Guu

2EG

■平行曲面 曲面 x : U → R3 と定数 t に対し、その平行曲面 x̃ = x + tn を考える。

定理 2.8.3. 元の曲面の主曲率を λ1, λ2 とすると、t 6= 1
λi

(i = 1, 2) のとき、平行曲面

は非特異で、平行曲面の主曲率を λ̃1, λ̃2 とすると次の関係式を満たす。

1
λ̃i

=
1
λi
− t (i = 1, 2)

特に、ガウス曲率 K̃, 平均曲率 H̃ はもとの曲面のガウス曲率 K, 平均曲率 H を用いて

次のようになる。

K̃ =
K

1− 2tH + t2K
, H̃ =

H − tK

1− 2tH + t2K
,
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証明. (u, v) を曲面 x の曲率線座標とする。nu = −L
E xu, nv = −N

G xv より、

x̃u = xu + tnu =
(
1− L

E
t
)
xu, x̃v = xv + tnv =

(
1− N

G
t
)
xv

となるので t 6= 1
λi

(i = 1, 2)のときは平行曲面は非特異である。第 1基本形式の係数は

次で与えられる。

Ẽ =x̃u · x̃u =
(
1− L

E
t
)2

E,

F̃ =x̃u · x̃v =
(
1− L

E
t
)(

1− N

G
t
)
F = 0,

G̃ =x̃v · x̃v =
(
1− N

G
t
)2

G

n は平行曲面の単位法ベクトルなので、第 2基本形式の係数は次で与えられる。

L̃ = x̃uu · n =
((

1− L

E
t
)

u
xu +

(
1− L

E
t
)
xuu

)
· n, =

(
1− L

E
t
)
L,

M̃ = x̃uv · n =
((

1− L

E
t
)

v
xu +

(
1− L

E
t
)
xuv

)
· n =

(
1− L

E
t
)
M = 0,

Ñ = x̃vv · n =
((

1− N

G
t
)

v
xv +

(
1− N

G
t
)
xvv

)
· n =

(
1− N

G
t
)
N

なので (u, v) は平行曲面の曲率線座標になる。よって

1
λ̃1

=
Ẽ

L̃
=

(
1− L

E
t
)E

L
=

E

L
− t =

1
λ1
− t

1
λ̃2

=
G̃

Ñ
=

(
1− N

G
t
) G

N
=

G

N
− t =

1
λ2
− t

ガウス曲率の式は、次のように示される。

K̃ = λ̃1λ̃2 =
1

( 1
λ1
− t)( 1

λ2
− t)

=
λ1λ2

(1− tλ1)(1− tλ2)
=

K

1− 2H + t2K

平均曲率の式は、次のように示される。

H̃ =
λ̃1 + λ̃2

2
=

1
2

(
1

1
λ1
− t

+
1

1
λ2
− t

)
=

1
2

(
1
λ1
− t

)
+

(
1
λ2
− t

)
(

1
λ1
− t

)(
1
λ2
− t

)

=
λ2 − λ1λ2t + λ1 − λ1λ2t

2(1− tλ1)(1− tλ2)
=

H − tK

1− 2tH + t2K
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ガウス曲率 K が正定数で K = a2 のとき t = 1/a とおくと平均曲率 H̃ は次に見るよ

うに定数となる。

H̃ =
H − tK

1− 2tH + t2K
=

H − a

1− 2H/a + 1
=

H − a

2(a−H)/a
= −a

2

逆に、平均曲率H が 0でない定数のとき t = 1
2H とおくと、ガウス曲率 K̃ は定数となる。

K̃ =
K

1− 2tH + t2K
=

K

t2K
=

1
t2

= 4H2

■中心曲面 λ1, λ2 を主曲率とする曲面 x : U → R3 に対し、x̃ = x + 1
λi

n (i = 1, 2) を

中心曲面という。考えている点が臍点でない (λ1 6= λ2) とし、(u, v) を曲率線座標、i = 1

として、その曲率を計算しよう。

定理 2.8.4. 中心曲面 x̃ = x + 1
λ1

n = x + E
L n は (λ1)u 6= 0 のとき非特異で、そのガウ

ス曲率 K̃ は次で与えられる。

K̃ = − (λ1)4(λ2)u

(λ1)u(λ1 − λ2)2

これより中心曲面 x̃ が放物的 (すなわち K̃ = 0)となるのは λ1 = 0 および (λ2)u = 0 と

なる点であることがわかる。

証明. まず x̃ の 1階微分を計算する。

x̃u =xu +
( 1

λ1

)
nu +

( 1
λ1

)
u
n = xu +

( 1
λ1

)
(−λ1xu) +

( 1
λ1

)
u
n =

( 1
λ1

)
u
n

x̃v =xv +
( 1

λ1

)
nv +

( 1
λ1

)
v
n = xv +

( 1
λ1

)
(−λ2xv) +

( 1
λ1

)
v
n

=
(
1− λ2

λ1

)
xv +

( 1
λ1

)
v
n

なので、(λ1)u 6= 0 のとき中心曲面は非特異で、その単位法ベクトルは

ñ =
1

E1/2
xu

となる。第 1基本形式の係数は

Ẽ =x̃u · x̃u =
( 1

λ1

)2

u

F̃ =x̃u · x̃v =
( 1

λ1

)
u

( 1
λ1

)
v

G̃ =x̃v · x̃v =
(
1− λ2

λ1

)2

G +
( 1

λ1

)2

v
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なので

ẼG̃− F̃ 2 =
( 1

λ1

)2

u

(
1− λ2

λ1

)2

G

となる。第 2基本形式の係数は次のようになる。

L̃ =x̃uu · ñ =
(( 1

λ1

)
uu

n−
( 1

λ1

)
u
λ1xu

)
· 1
E1/2

xu = −
( 1

λ1

)
u
λ1E

1/2

M̃ =x̃uv · ñ =
(( 1

λ1

)
uv

n−
( 1

λ1

)
u
λ2xv

)
· 1
E1/2

xu = 0

Ñ =x̃vv · ñ =
((

1− λ2

λ1

)
v
xv +

(
1− λ2

λ1

)
xvv +

( 1
λ1

)
vv

n +
( 1

λ1

)
v
nv

)
· 1
E1/2

xu

=
(
1− λ2

λ1

)xvv · xu

E1/2
=

(λ1 − λ2

λ1

) −Gu

2E1/2
=

(λ2 − λ1

λ1

) Gu

2E1/2

=(2λ2 − (λ1 + λ2))
Gu

2λ1E1/2
= (λ2Gu −Nu)

1
λ1E1/2

= (
N

G
Gu −Nu)

1
λ1E1/2

=
NGu −NuG

G2

G

λ1E1/2
= −

(N

G

)
u

G

λ1E1/2
= − (λ2)uG

λ1E1/2

Ñ の計算にマイナルジ・コダッチの関係式を使っている。よって、中心曲面のガウス曲率

K̃ は次で与えられる。

K̃ =
L̃Ñ − M̃2

ẼG̃− F̃ 2
=

(
1
λ1

)
u
λ1E

1/2 (λ2)uG
λ1E1/2(

1
λ1

)2

u

(
1− λ2

λ1

)2
G

=
(λ2)u(

1
λ1

)
u

(
1− λ2

λ1

)2

=
(λ2)u

− (λ1)u

(λ1)2

(
1− λ2

λ1

)2 = − (λ1)4(λ2)u

(λ1)u(λ1 − λ2)2

2.8.4 漸近線座標

双曲点の近傍では各点に対し 2 つの漸近方向が定まる。漸近方向の積分曲線を、漸近

線(asymptotic line)という。曲面が直線を含めば、その法曲率は 0（測地的曲率も 0）で

あり、この直線は漸近線である。

双曲点の近傍では u =定数、v =定数が漸近線になるような座標をとることができる。

この様な座標を漸近線座標という。漸近線座標では L ≡ N ≡ 0 が成り立つ。ガウス曲

率、平均曲率の式を書いておこう。

K =λ1λ2 =
−M2

EG− F 2

H =
1
2
(λ1 + λ2) =

−FM

EG− F 2



72 第 2章 曲面

定理 2.8.5. 2つの漸近方向のなす角を φ (0 ≤ φ ≤ π/2)とすると

cos φ =
|λ1 + λ2|
|λ1 − λ2| =

|H|√
H2 −K

特に、H = 0 となる点で 2つの漸近線は直交する。

証明. 漸近線座標 (u, v) で計算する。

(λ1 + λ2)2

4
=H2 =

F 2M2

EG− F 2

(λ1 − λ2)2

4
=H2 −K =

F 2M2

(EG− F 2)2
+

M2

EG− F 2
=

EGM2

EG− F 2

なので
(λ1 + λ2)2

(λ1 − λ2)2
=

F 2

EG

ベクトル xu, xv のなす角度が漸近方向のなす角度 φ なので

cosφ =
xu · xv

|xu| · |xv| =
F

E1/2G1/2

となる。0 ≤ φ ≤ π
2 とすると結果を得る。

ガウス曲率が負のとき、漸近線座標 (u, v) をとると

L = N = 0 で、 K = − M2

EG− F 2
であり

Γu
uv =

GEv − FGu

2(EG− F 2)
, Γu

vu =
EGv − FEu

2(EG− F 2)

となる。マイナルジ・コダッチの方程式は、次のようになる。
(

M√
EG− F 2

)

u

+ 2Γv
uv

M√
EG− F 2

= 0,

(
M√

EG− F 2

)

v

+ 2Γv
vu

M√
EG− F 2

= 0

2本の漸近線のなす角を φ とすると、φ は次を満たす。

cos φ =
F√
EG

sin φ =
√

EG− F 2

√
EG

tanφ =
√

EG− F 2

F

ρ =
√

EG− F 2

|M | =
√
−K, a =

√
E

ρ
, b =

√
G

ρ
とおくと

第 1基本形式、第 2基本形式は夫々次のようになる。

I = ρ2(a2du2 + 2ab cosφdu dv + b2dv2) II = 2ρab sinφ du dv
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次の事実にも注意しておこう。

EG− F 2 = ρ4(a2b2 − 4a2b2 cos2 φ) = ρ4a2b2 sin2 φ

マイナルジ・コダッチの方程式は

av +
1
2

ρv

ρ
a− 1

2
ρu

ρ
b cosω =0

bu +
1
2

ρu

ρ
b− 1

2
ρv

ρ
a cosω =0

となる。定理 2.6.1より、

K =
1√

EG− F 2

[(√
EG− F 2

E
Γv

uu

)

v

−
(√

EG− F 2

E
Γv

uv

)

u

]

となり、次を得る。

φuv +
1
2

(
ρu

ρ

b

a
sin φ

)

u

+
1
2

(
ρv

ρ

a

b
sinφ

)

v

− ab sin φ = 0

ガウス曲率が負定数ならマイナルジ・コダッチの方程式より、a は u の関数、b は v

の関数となり u, v を漸近線の弧長変数とすれば a = 1, b = 1 となる。よって、次の

Sine-Gordon の方程式*11 を得る。

φuv − sin φ = 0

2.9 世界地図

地球は赤道方向の半径が 6377.397km, 極方向の半径は 6356.079km の回転楕円体で近

似される。大雑把には、半径 6400km の球で近似される。ここでは、このことを利用し

て、世界地図を数学的に解析してみよう。

測地的極座標を用いて、世界地図を書くときは正距方位図法という。以下、他の方法を

説明する。

2.9.1 円筒図法とメルカトル図法

■円筒図法 地球に巻き付けた円筒に地球を投影して作る図法を
えんとうずほう

円筒図法と言う。円筒が

赤道で地球に接していれば、経線と緯線が直交する地図となる。

*11 Sine-Gordon の方程式とは、物理で現れる Klein-Gordon の方程式 φtt − φxx + φ = 0 の語呂合わせ
で命名された。
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簡単のため地球は原点を中心とする半径 1の球としよう。写像

(u, v) 7→ (cos u cos v, sin u cos v, sin v)

は −π < u < π, −π
2 < v < π

2 の範囲で単射である。この対応で地図ができる。心射円筒

図法という。

dx =− sinu cos vdu− cos u sin vdv

dy =cos u cos vdu− sin u sin vdv

dz =cos vdv

なので
ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = cos2 vdu2 + dv2

dv2 の係数が 1であるから、この地図は経線の長さは正確に表すことを意味している。

■メルカトル図法 dv = cos2 vdη なる関数 η = η(v) があれば、新しい座標系

u = ξ, η = η(v)

に関して、
ds2 = cos2 v(dξ2 + dη2)

となり (ξ, η) は等温座標となる。dv = cos v dη を dη
dv = 1/ cos v とみて解くと

η =
∫ v

0

dt

cos t
= log

( cos v

1− sin v

)
= log tan

(v

2
+

π

4

)

となる。これがメルカトル図法である。

ds2 =
1

cosh2 η
(dξ2 + dη2)

で、

(ξ, η) 7→
( cos ξ

cosh η
,

sin ξ

cosh η
, tanh η

)

メルカトル図法は、1569年、フランドル地方出身の地理学者ゲラルドゥス・メルカトル

(Gerardus Mercator, 1512年～1594年)がオランダで発表した地図に使われた地図投影

法である。円筒図法のひとつでその正角性から正角円筒図法ともいう。経線からの角度が

正しい等角図法であるため、海図・航路用地図としてよく使われる。メルカトルのオリジ

ナルというわけではなく、ドイツのエッラープが 1511年に作成した地図にはすでに使わ

れていた。

メルカトル図法が赤道付近は歪みが小さい性質を利用して、投射する円筒を倒し任意の

緯線で地球に接するようにした図法が横メルカトル図法であり、ランベルトが考案した。
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南北に長い地域の小縮尺地図に適している。横軸法で投影しているため、経線を等長線に

できるからだ。中縮尺の地形図には、地球全体を経度 6度ごとに分けて投影したユニバー

サル横メルカトル図法（UTM図法）がよく使われる。

2.9.2 正積図法

面積を正しく表す図法を正積図法という。EG− F 2 = 1 となる地図である。

■ランベルト正積円筒図法 z 軸を光源として、赤道で地球に接する円柱に投影する方法

（ランベルト正積円筒図法）で次の写像で表される。

R2 → S2, (u, v) 7→ (cos u
√

1− v2, sin u
√

1− v2, v)

計算すると

dx =−
√

1− v2 sinudu− v cosu√
1− v2

dv

dy =
√

1− v2 cos udu− v sin u√
1− v2

dv

dz =dv

なので、第 1基本形式は

ds2 = (1− v2)du2 +
1

1− v2
dv2

となり、EG− F 2 = 1 を得る。

■ランベルト正積方位図法 次の写像で与えられる図法である。

R2 → S2, (u, v) 7→
(

u

√
1− u2 + v2

4
, v

√
1− u2 + v2

4
,

u2 + v2

2
− 1

)

計算すると、第 1基本形式は

ds2 =
1

4(4− u2 − v2)

((v4 + u2v2 − 8v2 + 16)du2 + 2uv(u2 + v2 − 8)du dv
+(u4 + u2v2 − 8u2 + 16)dv2

)

となり、EG− F 2 = 1 となる。

2.9.3 立体射影

原点を中心とする単位球面上の点を P とする。N = (0, 0, 1) を北極とし、直線 NP

と、平面 z = 0 との交点 Q の座標を (u, v, 0) とする。P 6= N のとき Q が定まる。この
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とき
−→
NP = t

−→
NQ となる実数 t があるから、




x
y

z − 1


 = t




u
v
−1




となる。1 = x2 + y2 + z2 = (tu)2 + (tv)2 + (1 − t)2 = t2(u2 + v2 + 1) − 2t + 1 より

t = 2
u2+v2+1 となり次の関係を得る。(平射方位図法)

u =
x

1− z
, v =

y

1− z

x =
2u

u2 + v2 + 1
, y =

2v

u2 + v2 + 1
, z =

u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

第 1基本形式を計算すると

ds2 =
4

(u2 + v2 + 1)2
(du2 + dv2)

となり、等温座標であることがわかる。

2.9.4 中心射影

原点 O を中心とする単位球面上の点を P とする。平面 z = 1 との交点 Q の座標を

(u, v, 1) とする。このとき
−→
OP = t

−→
OQ となる実数 t があるから、



x
y
z


 = t




u
v
1




となる。1 = x2 + y2 + z2 = (tu)2 + (tv)2 + t2 = t2(u2 + v2 + 1) より t = 1
u2+v2+1 とな

り、次の関係式を得る。
u =

x

z
, v =

y

z

x =
u√

u2 + v2 + 1
, y =

v√
u2 + v2 + 1

, z =
1√

u2 + v2 + 1

第 1基本形式を計算すると

ds2 =
1

u2 + v2 + 1
((1 + v2)du2 − 2uvdu dv + (1 + u2)dv2)

となり、(u, v) = (0, 0) 以外では等角性もなく、EG− F 2 = 1
(u2+v2+1)2 なので、面積も

保たない。

これを地図作成に利用したのが心射方位図法で、すべての大円を直線に投影する図法で

ある。それゆえに、実際の 2地点間の最短経路は、地図上でも最短距離になる。

心射方位図法は、タレスによって紀元前 6世紀に開発された、最も古い地図の投影法で

あると言われている。
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2.10 双曲平面

R3 に擬内積（非正値非退化対称双一次形式）

〈u, v〉 = −u0v0 + u1v1 + u2v2, u = (u0, u1, u2), v = (v0, v1, v2)

を入れた空間を 3次元ミンコフスキー空間といい R3
1 で表す。

定理 2.10.1. 3次元ミンコフスキー空間内の曲面

H2 = {x = (x0, x1, x2) ∈ R3
1 : 〈x,x〉 = −1, x0 > 0}

を考える。点の x ∈ H2 での接ベクトル全体は、位置ベクトル x に擬直交するベクトル

全体であり、擬内積を接ベクトル全体に制限すると内積（正値対称双一次形式）になる。

証明. H2 内の曲線 γ(t) をとると 〈γ(t), γ(t)〉 = −1 であり、微分して次を得る。

〈γ(t),
.
γ(t)〉 = 0

つまり、接ベクトル
.
γ(t) は位置ベクトル γ(t) に擬直交している。x ∈ H2 を取る。

x = (x0, x1, x2) とおくと、x0 =
√

x1
2 + x2

2 である。v = (v0, v1, v2) を 〈x, v〉 = 0 な

るように取ると
0 = 〈x, v〉 = −

√
x1

2 + x2
2v0 + x1v1 + x2v2

より v0 =
x1v1 + x2v2√

x1
2 + x2

2
を得る。したがって

〈v, v〉 =− v0
2 + v1

2 + v2
2 = − (x1v1 + x2v2)2

x1
2 + x2

2
+ v1

2 + v2
2

=
(x1

2 + x2
2)(v1

2 + v2
2)− (x1v1 + x2v2)2

x1
2 + x2

2
=

(x1v2 − x2v1)2

x1
2 + x2

2
> 0

となり、擬内積の制限は内積となる事がわかった。

H2 にこの内積の構造が入ったものを双曲平面という。

■測地線 x ∈ H2 とし 〈x, v〉 = 0, 〈v,v〉 = 1 なる v を取る。

γ(t) = cosh tx + sinh tv

とおくと、〈γ(t), γ(t)〉 = −1 であり、γ(t) は H2 上の曲線である。

γ′(t) = sinh tx + cosh tv γ′′(t) = cosh tx + sinh tv
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なので、γ′′(t) = γ(t) であり、H2 の接方向の成分は零である。つまり、γ(t) は H2 の

測地線と考えられる。この測地線は x, v の張る平面と H との共通部分としても捉えら

れる。

測地的極座標は、v1, v2 を 〈x,vi〉 = 0, 〈vi, vj〉 = δij なるように取ると、

(r, θ) 7→ x(r, θ) = cosh rx + sinh r(cos θv1 + sin θv2)

で与えられる。偏微分すると

xr(r, θ) = sinh rx + cosh r(cos θv1 + sin θv2)

xθ(r, θ) = sinh r(− sin θv1 + cos θv2)

なので、
ds2 = 〈xrdr + rxθdθ, xrdr + rxθdθ〉 = dr2 + sinh2 rdθ2

となる。

■クライン円盤モデル B2 = {(v1, v2) ∈ R2 : v1
2 + v2

2 < 1} として、原点と H2 の点

(x0, x1, x2) を通る直線は、{1} ×B2 と 1点で交わるから、その座標を (1, v1, v2) とする

と x = (x0, x1, x2) ∈ H2 に対し

(1, v1, v2) =
1
x0

(x0, x1, x2)

である。(x0, x1, x2) を (v1, v2) で表すと、写像

K : B2 → H2, (v1, v2) 7→ x =
1√

1− v1
2 − v2

2
(1, v1, v2)

を得る。この写像K で B2 と H2 を同一視すると、H2 の接ベクトル xvi と B2 の接ベ

クトル ∂
∂vi
を同一視でき、次を得る。

ds2 =
(1− v2

2)dv1
2 + 2v1v2dv1dv2 + (1− v1

2)dv2
2

1− v1
2 − v2

2

点 x での速度が v である H2 の測地線のクライン円盤への像は、x, v の張る平面と

{0} ×B2 の共通部分であるから B2 の 2つの境界点を結ぶ線分としてとらえらる。
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クラインモデル

ポアンカレモデル

■ポアンカレ円盤モデル B2 = {(u1, u2) ∈ R2 : u1
2 +u2

2 < 1} として、点 (−1, 0, 0)と

H2 の点 (x0, x1, x2)を通る直線は、{0}×B2 と 1点で交わるから、その座標を (0, u1, u2)
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とすると

(0, u1, u2)− (−1, 0, 0) =
1

x0 + 1

(
(x0, x1, x2)− (−1, 0, 0)

)

であり、(x0, x1, x2) を (u1, u2) で表すと、写像

P : B2 → H2, (u1, u2) 7→ x =
1

1− u1
2 − u2

2
(1 + u1

2 + u2
2, 2u1, 2u2)

を得る。この写像 P により、B2 と H2 を同一視すると H2 の接ベクトル xui
と B2 の

接ベクトル ∂
∂ui
を同一視でき、次を得る。

∂

∂u1
=

2
(1− u1

2 − u2
2)2

(
2u1

∂

∂x0
+ (1 + u1

2 − u2
2)

∂

∂x1
+ 2u1u2

∂

∂x2

)

∂

∂u2
=

2
(1− u1

2 − u2
2)2

(
2u2

∂

∂x0
+ 2u1u2

∂

∂x1
+ (1− u1

2 + u2
2)

∂

∂x2

)

となり、次を得る。

ds2 =
4(du1

2 + du2
2)

(1− u1
2 − u2

2)2

計算すると、ポアンカレ円盤モデルの座標 (u1, u2) とクライン円盤モデルの座標 (v1, v2)

の間の対応は次で与えられる。

(v1, v2) =
2

1 + u1
2 + u2

2
(u1, u2) (u1, u2) =

1−√1− v1
2 − v2

2

v1
2 + v2

2
(v1, v2)

単位球面 S2 = {(y0, y1, y2) : y0
2 + y1

2 + y2
2} の点 (1, 0, 0) から {0} × B2 への立体射

影は

Φ : (u1, u2) 7→ (y0, y1, y2) =
1

u1
2 + u2

2 + 1
(u1

2 + u2
2 − 1, 2u1, 2u2)

の逆写像なので、写像 (u1, u2) 7→ (v1, v2) は Φ に正射影 (y0, y1, y2) 7→ (y1, y2) を合成し

たものである。このことを使って次を示す。

定理 2.10.2. 双曲平面H2 の測地線をポアンカレ円盤モデルで見ると境界 u1
2 +u2

2 = 1

に直交する円弧である。

証明. 球面上の弧 (
√

1− a2 sin t, a,
√

1− a2 cos t) (0 ≤ t ≤ π) を考える。この弧の

(y1, y2) 平面への正射影は (0, a,
√

1− a2) と (0, a,−√1− a2) を結ぶ線分である。

1
1−√1− a2 sin t

((
√

1− a2 sin t, a,
√

1− a2 cos t)− (1, 0, 0)) = (0, u1, u2)− (1, 0, 0)

より、

u1 =
a

1−√1− a2 sin t
u2 =

√
1− a2 cos t

1−√1− a2 sin t
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となる。これを t で微分して t = 0, π としてみれば、境界 u1
2 + u2

2 = 1 で境界に直交

する事がわかる。さらに

sin t =
u1 − a

u1

√
1− a2

cos t =
au2

u1

√
1− a2

であり、

1 = sin2 t + cos2 t =
1

u1
2(1− a2)

(
(u1 − a)2 + a2u2

2
)

より
0 = u1 − a2 + a2u2

2 − u1
2(1− a2) = a2((u1 − 1

a )2 + u2
2 − 1−a2

a2 )

これは中心 1
a , 半径

√
1− a2|a| の円である。

■上半平面モデル 上半平面 H = {(y1, y2) ∈ R2 : y2 > 0} からポアンカレ円盤
B2 = {(u1, u2) ∈ R2 : u1

2 + u2
2 < 1} への全単射

S : H→ B2, (y1, y2) 7→ y1 +
√−1(y2 − 1)

y1 +
√−1(y2 + 1)

=
1

y1
2 + (y2 + 1)2

(y1
2 + y2

2 − 1, 2y1)

を考える。この逆写像は次で与えられる。

S−1 : B2 → H, (u1, u2) 7→ −u2 +
√−1(u1 + 1)

1− u1 −
√−1u2

=
1

(u1 − 1)2 + u2
2
(−2u2, 1− u1

2 − u2
2)

この写像で、H とポアンカレ円盤 B2 を同一視すると、

∂

∂y1
=

2
y1

2 + (1 + y2)2
(
2y1(1 + y2)

∂

∂u1
+ ((1 + y2)2 − y1

2)
∂

∂u2

)

∂

∂y2
=

2
y1

2 + (1 + y2)2
(
((1 + y2)2 − y1

2)
∂

∂u1
− 2y1(1 + y2)

∂

∂u1

)

となり、次の内積の表示式を得る。

ds2 =
dy1

2 + dy2
2

y2
2

複素関数論で習う一次分数変換の円々対応の知識を使えば測地線の上半平面における像

は、境界 {y2 = 0}に直交する直線または円である事がわかる。

■ガウス曲率 ガウス曲率 K は曲面の第 1基本形式で決まってしまう。よって双曲平面

のガウス曲率も計算する事ができる。ポアンカレモデルの座標 (u1, u2) および上半空間モ

デルの座標 (y1, y2)は双曲平面の等温座標である。ここで λ = 1/y2 なので、ϕ = − log y2

補題 2.8.2のガウス曲率の式を形式的に当てはめると

K = −e2ϕ(ϕy1y1 + ϕy2y2) = y2
2 1
y2

2
= −1

を得る。双曲平面はガウス曲率が −1 の空間である事がわかる。
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■歴史 非ユークリッド幾何が成立する以前、ユークリッド原論の 5番目の公準（任意の

直線上にない一点を通る平行な直線がただ一本存在すること、 平行線公準）を、ユーク

リッドの他の公理から証明しようという試みが多数なされた。しかしながら、双曲平面で

はユークリッド原論の平行線の公準以外の公準はすべて成立するが、平行線公準は次のよ

うに書き換えなければならない。「ある直線 L とその直線上にない点 P が与えられたと

き、P を通り Lに交わらない直線は無数に存在する」これは平行線の公準が独立した公

準であり、ほかの公準からは証明できないという事を言っている。なぜならば他の公準か

ら証明できるとすれば、その他の全ての公準が成り立つ双曲幾何学でも平行線の公準が成

り立つ筈だからである。

双曲幾何学はロバチェフスキー（1829年発表）、ボーヤイ（1832年発表）、およびガウ

ス（発表せず）によって、初めて基礎付けられた。非ユークリッド幾何学の誕生である。

非ユークリッド幾何学としては、球面幾何学というのもあり、こちらは、測量や正確な

地図を作る必要から古くから研究されている。しかし、ロバチェフスキーおよびボーヤイ

の仕事をもって、非ユークリッド幾何学が成立したと見るのが通説である。球面幾何学を

非ユークリッド幾何として認識したのはリーマンであり、ここからリーマン多様体の概念

が誕生するのである。
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本稿は、2008年度後期および 2009年度後期に埼玉大学理学部で「幾何学序論」の講義

を担当した際用意した講義ノートである。予備知識をあまり仮定しないで幾何の面白さを

を伝える事を目的とし、できるだけ平易な記述を心がけた。過度な厳密さに拘らず、証明

のアイデアなどをできるだけ記述するようにしたが、わかりにくい部分や誤りがあれば筆

者の責任である。以下に参照した文献を掲げて、謝意を表する。

• 梅原雅顕・山田光太郎著 曲線と曲面 －微分幾何的アプローチ－ 裳華房

• 安達忠次著 微分幾何学概説 培風館
• 窪田忠彦著 佐々木重夫編集 微分幾何学 岩波全書
• A. R. Forsyth, Lectures on the differential geometry of curves and surfaces,

Cambridge.

• Mohammad Ghomi, Lecture Notes on Differential Geometry

http://people.math.gatech.edu/~ghomi/LectureNotes/index.html

• Wikipedia

備忘のため、本原稿に関連する事で、書けなかった事も述べておく。

曲線に関することで第 1章に述べた事は、多くは曲面に拡張できる。例えば、ガウス曲

率の曲面上の積分は全曲率と考えられるが、ガウス・ボンネの公式中に現れ、オイラー数

と関連する事を第 2章で述べた。しかしながら、回転数の概念の曲面への一般化は述べな

かった。これは、曲面の各点に単位法ベクトルを対応させる、ガウス写像と呼ばれる写像

の写像度として一般化され、オイラー数との関連が知られている。

R3 内の曲面の正則ホモトピーも面白い話題である。1958年、スメールは R3 の球面が

裏返し可能である事を示し、数学界を驚かせた。実際、スメールは、球面 Sk の Rn への

はめ込みの正則ホモトピー類は、スティーフェル多様体 Vn,k の 2次のホモトピー群と対

応していることを示した。（実は π2(V3,2) = π2(SO(3)) = 0.　学生向きコメント：記号

の定義を調べて意味を考えてみよ。）
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平面曲線の場合は曲率 κ は x 軸となす角度 θ を用いて dθ = κds という関係式を満た

す。曲面の場合にはこれは次のように一般化される。K をガウス曲率 dA を面積要素と

したとき dθ = K dA を満たす 1形式 θ が存在する。θ を接続形式といい広く計算に活用

されている。接続形式については大抵の微分幾何の教科書に載っているのでそれらを参照

されたい。

平面曲線については曲線と直線や円との接触と曲率の関連を述べたが、これは空間曲線

や曲面にも一般化される。詳しくは次の本を見るとよい。

泉屋周一 佐伯修 佐野貴志 佐久間一浩 著　特異点の数理〈1〉幾何学と特異点 (特異点の

数理 1) 共立出版

I. Porteous, Geometric differentiation for the intelligence of curves and surfaces, Cam-

bridge

曲率線や漸近線についても知られている事はいろいろある。本文中にはそれらを座標と

見れる場合の計算をいくつか紹介したが、一般にはそれらは特異点をもつ。それらの特異

点の解析も話題の一つである。臍点での曲率線の特異点の分類はダルブーによってなされ

たが、漸近線の特異点の分類は意外に新しく次の文献による。

Thomas Banchoff, Terence Gaffney, Clint McCrory, Cusps of Gauss Mappings, 1982

なお本書には web 版 (http://www.emis.de/monographs/CGM/index.html)がある。

包絡線の概念を曲面への一般化したものに包絡面というのがある。包絡線や包絡面、縮

閉線やその曲面への一般化である中心曲面を考えると、もとの対象が非特異でも、特異点

が現れる。これら特異点の解析も重要なテーマであるが、これについても述べる事ができ

なかった。

本原稿は TEXで組版した。また本文中、平面曲線の図は TEXの picture 環境を用い

て折線で近似したものである。曲面は Mathematica を使って描画した。簡単に組版で

き、手軽にきれいな図が描ける便利な時代になったものだと思う。TEXと Mathematica

の開発者にも謝意を表したい。

最後に、本文中に現れた数学者の生没年を掲げて、彼らの活躍に思いを馳せたい。

レオンハルト・ポール・オイラー (Leonhard Paul Euler, 1707 –1783) was a pioneering

スイスの数学者、ロシアとドイツで活躍

ジェームズ・ワット (James Watt, 1736–1819) スコットランドの数学者、技術者

ガスパード・モンジェ (Gaspard Monge, 1746–1818) フランスの数学者

ヨハン・カール・フリードリヒ・ガウス（Johann Carl Friedrich Gauss、1777– 1855）ド

イツの数学者、天文学者、物理学者

オーギュスタン＝ルイ・コーシー (Augustin Louis Cauchy, 1789– 1857)フランスの数学

者

ニコライ・イワノビッチ・ロバチェフスキー (Nikolai Ivanovich Lobachevsky, 1792–1856)
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ロシアの数学者

ガスパール・マイナルジ (Gaspare Mainardi, 1800–1879) イタリアの数学者

ボーヤイ・ヤーノシュ (Bolyai Janos, 1802–1860)ハンガリー領トランシルヴァニア（現

ルーマニア領）出身のハンガリー人数学者

フレネ (Jean Frederic Frenet, 1816–1900) フランスの数学者

セレ (Joseph Alfred Serret, 1819–1885) フランスの数学者

ボンネ (Pierre Ossian Bonnet, 1819–1892) フランスの数学者

ブーケー (Jean Claude Bouquet, 1819–1885) フランスの数学者

コダッチ (Delfino Codazzi, 1824–1873) イタリアの数学者

ゲオルク・フリードリヒ・ベルンハルト・リーマン（Georg Friedrich Bernhard Riemann,

1826–1866)ドイツの数学者

エルウィン・ブルーノ・クリストッフェル (Elwin Bruno Christoffel, 1829–1900)はドイ

ツの数学者、物理学者

フランツ・ルーロー (Franz Reuleaux, 1829–1905)ドイツの機械技師。運動学の父

ワインガルテン (Julius Weingarten, 1836 – 1910) ドイツの数学者

ジーン・ガストン・ダルブー (Jean Gaston Darboux, 1842–1917）フランスの数学者

フェリクス・クライン (Felix Christian Klein, 1849–1925) ドイツの数学者

アンリ・ポアンカレ (Jules Henri Poincare, 1854-1912) フランスの数学者

クネーザー (Adolf Kneser, 1862–1930) ドイツの数学者

シューア (Axel Schur, 1891–1930) ドイツの数学者

ハスラー・ホイットニー (Hassler Whitney, 1907 – 1989) アメリカの数学者

ケンデリンク (Jan J. Koenderink, 1943– )アメリカの物理学者、数学者
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内余擺線, 4

擺線, 3
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包絡線, 21
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捩率, 34
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枠, 11, 34
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