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１．緒論

　近年,量子コンピュータが注目されている．従来型のコンピュータでは解答に膨大な時間を
要する種類の問題を，量子コンピュータは瞬時に解くことができるためである．そのため量子
コンピュータは期待されているが，実現に至るまでには課題も多い．量子コンピュータは量子
状態を利用して計算を行うが，量子状態は壊れやすく,維持が困難である．そのため量子状態
を素早く制御することが求められる．光子は量子情報の送信に関して優れているが，熱などの
外部の環境に影響され，散逸に敏感であるとされている．本研究では Dickeモデルと呼ばれ
る．量子状態を表す簡単なモデルに注目した．Dickeモデルで扱われる調和振動子 (光子)と無
限成分スピン (原子の集合)について数学的に調べ，外部の熱や散逸などの影響を考察するこ
とを目的とし，無限成分 Dickeモデルの数学的解析を行う．

２．シュレーディンガー方程式

　量子力学では物理的状態はヒルベルト空間の元で表される．物理量としては演算子が扱われ
る．量子力学で最も重要とされる方程式は物理的状態の時間発展を与えるシュレーディンガー
方程式である：

i∂t |ψ⟩ = H |ψ⟩ (0.1)

３．調和振動子

3.1ハミルトニアン　　調和振動子の場合ヒルベルト空間の基底状態は |0⟩ , |1⟩ , |2⟩ , ...と書か
れる．ハミルトニアン Hは次のようになる．

H = ωa†a (0.2)

ここで ω:角振動数 (ω > 0)，a†:生成演算子，a:消滅演算子である．生成演算子，消滅演算子の
|n⟩への作用と，a† と aの交換関係は次のようになる．

a |n⟩ =
√

n |n − 1⟩ , a† |n⟩ =
√

n + 1 |n + 1⟩ (0.3)

[a, a†] = 1 (0.4)

3.2マスター方程式　シュレーディンガー方程式 (i∂t |ψ⟩ = H |ψ⟩)はベクトル |ψ⟩を扱った方程
式だが，ここで密度行列を扱った方程式も考えたい．そこで密度行列 ρ(t)を次のように置く．

ρ(t) = |ψ⟩ ⟨ψ| (0.5)

この ρ(t)を微分すると
i∂tρ(t) = Hρ(t) − ρ(t)H = [H, ρ(t)] (0.6)

この式に外部の熱浴との相互作用を表す項を次のように加えることができる．

∂tρ(t) = (−iKH +
∑

i

(αiDAioAi
† + βiDAi

†oAi
))ρ(t) ≡ Lρ(t) (0.7)



この式 (0.7)をマスター方程式と呼ぶ．
但し，KH = [H, ρ]
DAioAi

† (ρ) = 2AiρAi
† − Ai

†Aiρ − ρAi
†Ai

DAi
†oAi

(ρ) = 2Ai
†ρAi − AiAi

†ρ − ρAiAi
† である

ここで Ai = aという簡単な場合を考える

∂tρ(t) = (−iKH + (αDaoa† + βDa†oa))ρ(t) (0.8)

αと βは

α =
γieβω

eβω − 1
, β =

γi

eβω − 1
(0.9)

とパラメトライズする．右辺の βは外部の逆温度である．
次のようなことが導かれる．

• Ψn,m = Kn
a Km

a† |0 >< 0|とおくと (Ψn,m)n,m≧0 は C1(H)を張る．

• Da†oaΨn,m = −(n+m)Ψn,mよりΨn,mは Daoa† の固有値 −(n+m)を持つ固有ベクトルである．

• eDa†oa (Ψ0 0) =
∑∞

n=0 e−βωn|n >< n|/ZはGibbs分布．(ここで β = − 1
ω

log (1 − e−2t),Z = e2t, t =
− 1

2 log (1 − e−ωβ) )

• etDa†oaΨn,m は e2tDa†oa + (e2t − 1)Da†oa の固有値 −(n + m) に属する固有ベクトルである
(n,m = 0, 1, 2, ...)

４．無限成分スピン

4.1無限成分スピンの導入　　スピン jをもつスピン系のヒルベルト空間の基底状態は | j,− j), ..., | j, 0), ..., | j, j)
となる．スピンの上昇演算子の作用を表す式は次のようになる．

J+| j,m) =
√

( j − m)( j + m + 1)| j,m + 1), (− j < m < j) (0.10)

整数mを止めて jを∞にすると，( j−m)( j+m+1)のmは無視できるので l+を l+ = J+/
√

j( j + 1)
と定義して jを∞とし，|z) = lim j→∞ | j, z)と置けば

l+|z) = |z + 1), (z = 0,±1,±2, ...) (0.11)

が得られる．同様に l− も定義すると

l±|z) = |z ± 1), (z = 0,±1,±2, ...) (0.12)

これを無限成分スピンと呼ぶ．

4.2マスター方程式　無限成分スピンでのマスター方程式は

∂tρ(t) = Lρ(t) (0.13)

となり，ジェネレータ Lは次のようなものを考える．

L = −iµKM + αDl−ol+ + βDl+ol− (0.14)

ここで µ > 0であり，S = αDl−ol+ + βDl+ol− とおく．また，Mは M|z) = z|z)である．
調和振動子のときに eαDaoa†+βDa†oa について考えたのと同様にスピンのとき eκS (ρ)を考えると次
のようになる．

eκS (ρ) =
∞∑

z=−∞

e−
(z−2(α−β)κ)2

4κ(α+β)√
2πκ(α + β)

lz−ρlz+ (0.15)

この結果から調和振動子で得られた Gibbs分布とは異なり，スピン系では分布が収束せずに広
がっていく様子が見られる．



５．無限成分 Dickeモデル

5.1 RWA 　　散逸を伴う無限成分 Dickeモデルを扱う前に，まず，散逸の伴わない系である
RWAの下での Dickeモデルを考える．それは調和振動子（光子）と無限成分スピン（原子の
集合）が相互作用している系をモデル化したものである．ここで考えるヒルベルト空間は調和
振動子のものとスピン系のものとのテンソル積である．そこでの基底状態は

|n⟩ ⊗ |k), (n = 0, 1, 2, ..., k = 0,±1,±2, ...) (0.16)

で与えられる．ここで扱うハミルトニアン HRWA は次のようになる．

HRWA = ωa†a + µM + λ(al+ + a†l−) (0.17)

ここで a†aは a†a ⊗ 1,al+ は a ⊗ l+,a†l− は a† ⊗ l− の略号である．
ユニタリー変換

U(ϵ) = eϵ(a
†l−−al+) (0.18)

の下で，ハミルトニアン HRWA は対角化することができ

HRWA = ωa†a + µM + λ(al+ + a†l−) = U−1
(
ωa†a + µM − λ2

ω − µ
)
U (0.19)

となる．ここで，λ = ϵ(ω − µ)である．
5.2 RWAではない場合　次に，散逸の伴わない系の RWAを用いないハミルトニアンの下で調
和振動子（光子）と無限成分スピン（原子の集合）が相互作用している系を考える．RWAの
ときと同様にヒルベルト空間は調和振動子のものとスピン系のものとのテンソル積である．こ
こで扱うハミルトニアン HFull は次のようになる．

HFull = ωa†a + µM + λ(a + a†)(l+ + l−) (0.20)

HRWA のときの λ(al+ + a†l−)の項が HFull の場合 λ(a + a†)(l+ + l−)となっている．
ここでは，ユニタリー変換

U = exp[−
( λ

ω + µ
(al− − a†l+) +

λ

ω − µ (al+ − a†l−)
)
+

ωλ2

2µ(ω2 + µ2)
(l2+ − l2−)] (0.21)

の下で，対角化することができ

H = ωa†a + µM + λ(a + a†)(l+ + l−) = U−1
(
ωa†a + µM − ωλ2

2µ(ω2 + µ2)

)
U (0.22)

となる．
5.3散逸を伴う無限成分 Dickeモデル　最後に散逸を伴った無限成分 Dicke モデルを考える．
ここで考えるハミルトニアンは RWAのときの式 (0.17)を考える．マスター方程式のジェネ
レータ Lは次のようになる．

L = −iµKHRWA + αDaoa† + βDa†oa (0.23)

ここで U(t)を

U(t) = exp[t((ω − µ)(Ka†l− − Kal+ ) − i(αDl−oa† + βDa†ol− − αDaol+ − βDl+oa))] (0.24)

と置くと

U(t)−1
(
−i(ωKa†a+µKM)+αDaoa†+βDa†oa+

λ2S
(ω − µ)2 + (α − β)2

)
U(t) = −iµKHRWA+αDaoa†+βDa†oa = L

(0.25)



となり対角化できた．ここで，

t =
λ

(ω − µ)2 + (α − β)2 (0.26)

と置けばよい．
ここで対角化する前と後で光子 (photon)とスピン (spin)がどのように変化していいるか図に
示した．(Fig1)
この図 (Fig1)の上の部分が対角化する前の式に対応しており，下の部分が対角化した後の式
に対応している．

Figure 1: dressed photon,dressed spin
(補足)
散逸を伴った無限成分 Dickeモデルでハミルトニアンを Fullのときに用いた式 (0.20)として
考えた場合，マスター方程式のジェネレータ Lは次のようになる．

L = −iµKHFull + αDaoa† + βDa†oa (0.27)

U と V を

U = exp[λ(
(ω − µ)(K+ − K−) − i(D+ − D−)

(ω − µ)2 + (α − β)2 +
(ω + µ)(K2+ − K2−) − i(D2+ − D2−)

(ω + µ)2 + (α − β)2 )] (0.28)

V = exp[
λ2ω(ω2 − µ2 + (α − β)2)(Kl2+ − Kl2− )

2µ((ω − µ)2 + (α − β)2)((ω + µ)2 + (α − β)2)
+

λ2(α + β)(ω2 + µ2)(Dl+ol+ − Dl−ol− )

2µ((ω − µ)2 + (α − β)2)((ω + µ)2 + (α − β)2)
]

(0.29)
と置くと

V−1U−1
(
−i(ωKa†a+µKM)+αDaoa†+βDa†oa+

λ2S
(ω − µ)2 + (α − β)2+

λ2S̃
(ω + µ)2 + (α − β)2

)
UV = −iµKHFull+αDaoa†+βDa†oa = L

(0.30)



となり対角化できる．
U と V に使った記号は以下のようになっている．

K− = Kal+ ,K+ = Ka†l− ,K2− = Kal− ,K2+ = Ka†l+ ,

D− = αDaol+ + βDl+oa,D+ = αDl−oa† + βDa†ol− ,

D2− = αDaol− + βDl−oa,D2+ = αDl+oa† + βDa†ol+

６．結言

・調和振動子と無限成分スピンについて調べた．
・スピンと光子が相互作用する散逸系を伴うDickeモデルは対角化でき，dressed spinと dressed
photonが独立に散逸している状況を確認することができた．
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