PCSI DEVOIR SURVEILLE de MATHEMATIQUES n° 2 12/10/2001

Durée : 3 heures

EXERCICE 1 :

Pour n € IN*, simplifier les expressions suivantes :

n k n 1 n—1 O,Z
S P-ll(1-%) « @-I(irg)

k=1 k=2

EXERCICE 2 :

Soit n € IN*. Soit E un ensemble de cardinal n. Exprimer en fonction de n le nombre
N = Z Card(X) ,
X€EP(E)
c’est-a-dire la somme des cardinaux de toutes les parties de F.

PROBLEME 1 :

On considere la suite u définie par

VYn € IN* Uy, = Vn!.
1 n
a. Montrer que Inwu, = — Zln k.
"=

b. Soit £ un entier, k > 2. Démontrer ’encadrement

k k41
/ ln:cd:rglnkg/ Inx dx .
k k

-1

c. En déduire un encadrement de In u,,. Montrer que lim w, = +oc.
n—-+oo

Un+1
Un
En déduire le sens de variation de la suite (uy,).

d. Pour tout n € IN*, on pose v, = In < ) Etudier le signe de v,.

PROBLEME 2 :

La suite (u,) (suite de Fibonacci) est définie par

u=1; u;r=1 et Vn € IN Uptio = Upy1 + Uy -

1. Montrer que la suite (u,) est croissante.

2. Montrer que u,, > n pour tout n € IN. Que peut-on en déduire pour lirf Uy 7
n—-+oo

3. Démontrer que
n

Vn € IN UnUpto — Uy = (—1)

Un+1

4. Pour tout entier naturel n, on pose v, = , puis &, = Vo, €t Yn = Vap41-

n

1
a. Démontrer la relation v,4+1 =1+ — pour tout entier naturel n.
Un,

(=n"
UpUn+2
c. En déduire que les suites (x,) et (y,) sont adjacentes.

b. Démontrer la relation v,49 — v, = pour tout n € IN.

d. En déduire que la suite (v,) converge. Quelle est sa limite ?
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CORRIGE
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EXERCICE 1 :
n n+1
o5, = ]; k‘ 1) ; L (translation d’indice : poser p = k + 1). Donc

Hp 1) A" 1 1 1
S, = Z (p' _ p') = Z ((p—l)' - ) =1- D (somme “téléscopiqued) .

= p! n+1)!

w 1 Sk -1 1
o P, = H (1 - k2> = H %, donc (en effectuant des translations d’indices) :

k=2 k=2
n—1 n+1 n—1 n+1
p o k=1 h=s / _ k=1 k=3 _ 1 mn+l mn+tl
n n 2 - n n - n 9 - mn .

I1* II: IJ*
Pl k=2 k=2

n—1 Ck n—1 Ck + Ck+1

°Q, = H <1 + Ck+1) = H <Cl}f+1) En utilisant la relation de Pascal,
k=0 k=0

Tt _ g et D k=DM D! rratl  (n4 1)
Q”:Hij::H (k+1)!'(n—k)!'n! :ank: n!

k=0 k=0

EXERCICE 2 :
Premiére méthode :

Dans E, il y a CY = 1 parties & 0 éléments (’ensemble vide), C! = n parties & 1 élément (les
singletons),... C,’j parties & k éléments pour tout k € [0,n]. La somme des cardinaux de
toutes les parties de E est donc

N=0xCl+1xCl+.--4+nxC"= Zka chk (le terme pour k =0 est nul) .

i
L

Or, kC*¥ =nC"l donc N =n ZCS:% =n C* | (translation d’indice), donc
=1 0

B
Il

N =n2""1



Deuxiéme méthode :

Si on fixe un élément a de F, le nombre de parties de E contenant a est égal au nombre de
parties de F \ {a}, & savoir 2"~1 : chacun des n éléments de E appartenant & 2"~ ! parties.
Si I'on écrit, pour chaque partie de F, la liste de ses éléments, chacun des n éléments de F
sera alors écrit 2" ! fois, la somme des cardinaux des parties de E est donc n 2"~ 1.

PROBLEME 1 :

1 n n
a.lnu, =In <(n')n> = %ln(n!) = %ln (H k‘) = % Zlnkj.
k=2 k=2

b. La fonction In est croissante sur IR, donc, si k € IN*, pour tout = € [k,k + 1], on a Ink <
Inz <lIn(k + 1). L’inégalité de la moyenne donne alors

k+1 k+1 k+1
lnk:/ lnkde/ lnxde/ In(k+1)de=In(k+1).
k k k

On en déduit I'inégalité de droite ; on en déduit aussi I'inégalité de gauche en faisant une
translation d’indice (remplacer k par k — 1).

c. En sommant les inégalités obtenues ci-dessus pour k£ variant de 2 a n, on obtient

1 n 1 n k 1 n k41 1 n+1
f/ lnxdx:fz-/ Inzdr < Inu, < 72/ lnxdx:f/ Inx dx .
noJi N5 k-1 ni 5k n Jo

Une primitive de la fonction In étant x — zIna — x, cela donne

1 1
E(nlnn—n—l—l)glnungg [(n—l—l)ln(n—l—l)—n—Zan—l—l} .

1 1
Comme —(nlnn —n+1) =Ilnn — 1+ — tend vers 400, par comparaison, la suite (Inw,,)
n n

tend vers +oo, donc u, = ™" tend aussi vers +oc.

d. On obtient
n+1

1 1 &
v. HU+1 nu n+11§n nkZ:QH

1 1\ — 1
= - = Ink 1 1
<n+1 n)kz_zn +n+1n(n+ )

1
n(n+1)

nin(n +1) — Zlnk
k=2

n
Chaque terme de la somme Z Ink est inférieur & In(n + 1) et il y a n — 1 termes ; cette
k=2

. o N 7 u
somme est donc inférieure & nln(n 4+ 1), donc v, > 0. Il en résulte que ntl

> 1 : la suite

n
(un) est strictement croissante.



PROBLEME 2 :

1. On montre d’abord que u,, € IN* pour tout n € IN (c’est vrai pour n = 0, pour n = 1, puis si
c’est vrai au rang n et au rang n + 1, alors cela reste vrai au rang n + 2 car la somme de
deux entiers naturels non nuls en est encore un).

Ensuite, on a u; —ug > 0 et, pour tout n € IN*, w19 — Uy = up—1 € IN*, donc wy11 —up >0
et la suite (u,,) est croissante (strictement & partir du rang 1).
2. L’assertion u,, > n est vraie au rang 0, au rang 1 et au rang 2 ;

soit n > 1 donné, si on a u, > n et u,y1 > n+ 1, alors
Upta = Upt1 +Up >N+ 1) +n=2n+1>n+2
(cette derniére inégalité est vraie pour n > 1, ce qui obligeait & vérifier assertion u, > n
aussi pour n = 2).
Par les théoréemes de comparaison, on déduit que lim wu, = +oo.
n—-+o0o
3. Pourn>1,0n a
2 _ 2 _ .2 )
UpUpy2 — Up 1 = Un(Un + Unt1) — Up g = Uy — (Unt1 — Up)Unt1 = Uy — Up—1Unt1 -

Ainsi, en posant a,, = upUpt2 — uiﬂ pour tout n € IN, on a prouvé la relation a, = —a,_1
pour tout n € IN*, autrement dit (a,) est une suite géométrique de raison —1 ; comme
ap = upuz — us = 1, on a donc a,, = (—1)" pour tout n € IN, ce qu'il fallait prouver.

L. Up4-2 Upt1 + U U 1
4.a. Immédiat : v, = ntz _ 2ot =14+ =14 —.
unJrl Un+1 unJrl Un
b. Vérifions :
Un+3 Un+1 Un4+3Up — Un4-1Un+2
Un+2 —Un = - =

Up+2 Up, UpUn+2
2
(unJrl + un+2)un - UnJrl(un + un+1) _ UnUp4+2 — un+1

UpnUn+-2 UnUn+2
(_1)n
UnUn+2
c. Etudions le sens de variation de (z,,) :
(71)271 1
Tp+1 — Tp = V2p42 — Vop = - >0

U2nU2n+2 U2nU2n+2
et la suite (z,,) est strictement croissante.

De méme,
(_1)2n+1 _ 1

Yn+1 — Yn = U2n43 — V2n41 = =
U2n+1U2n+3 U2n4+1U2n+3

<0

et la suite (y,,) est strictement décroissante.



2
U2n+2 U2n+1 U2p+2U2n — Uy 41 1
Enfin, yp, — zn = vop1 — v2n = e Rl tend
U2n+1 U2n U2nU2n+1 U2nU2n+1
vers zéro car  lim  wug, = 111}_1 Usnt+1 = +00 (ce sont des suites extraites de (uy) qui tend
n—-+oo

n—-+oo

vers +00).

. Les suites (x,) et (y,), adjacentes, ont une limite commune [. Une suite (v, ), dont les
deux suites extraites constituées respectivement des termes d’indices pairs et des termes
d’indices impairs convergent vers la méme limite, est convergente (propriété démonirée en
cours), donc (v,,) converge vers [.

1
Enfin, en passant & la limite dans la relation obtenue en a., on obtient [ = 1 + T soit

1++/5
P—-1—-1=0donl= T\[ La suite (v,,) étant & termes positifs, on a nécessairement
1+5

> pr—
[ >0, donc [ 5



