
第 5 章 フレネル・キルヒホッフの回折理論   
 ここでは波動場を偏微分方程式ではなく、積分方程式の形で定式化し、その応用として

光の回折現象を考える。 
 
5.1 グリーン(Green)の定理 
電磁波の電場および磁場は波動方程式を満たした。電場および磁場の各成分が波動方程

式を満たしたので、いま、その一成分についてのみ考える。つまり、波動方程式 
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の解 の性質を全く異なった立場、微分方程式ではなく積分方程式の解として考

察する。 
( tzyxF ,,, )

 （5.1）式の解を 

               ( ), , i tF U x y z e ω±=             （5.2） 

 
の形で求めよう。つまり、時間的には角周波数ωで調和振動するもので、その振幅が位置

に依存するという解である。（5.2）式を（5.1）式に代入すると、 
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が得られる。（5.3）式をヘルムホルツ方程式（Helmholtz Eq.）という。この方程式は吸収

のない空間を伝播する波動場を記述する基本方程式である。いま、関数 および

がヘルムホルツ方程式（5.3）の解であるとする。このとき、図 1 の体積V にお

いて、次の体積積分を考える。 

( zyxU ,, )
)

)

( zyxW ,,

 

                        （5.4） ( dVUWWU
V
∫∫∫ Δ−Δ

 
ただし、この体積は任意の点 を中心とする半径P ε の球をくりぬいたものである。この体

積は 2 つの曲面で囲われているが、表面における法線方向は体積内側を向くこととする。

通常の定義とは逆方向であることを注意したい。（5.4）式はグリーンの定理（Green’s 
Theorem）によって、表面積分に書き直される。 
 

 64



 
 
 
 
 
                                                           図 1 積分領域 
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（グリーンの定理の証明） 
あるベクトル関数 ( )zyx ,,A およびスカラー関数 ( )zyxB ,, を用いて、次の関係が得られる。 
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          AgradA BdivB += •            （       5.6） 
つまり、 

       ( ) BBdivBdiv gradAAA •−=              （5.7） 
 
となり、これの体積積分を行うと、 
 

       ( ) dVBdVBdivdVBdiv
VVV
∫∫∫∫∫∫∫∫∫ •−= gradAAA     

                         （5.8） dVBdB
VS
∫∫∫∫∫ •• −= gradASA

 
ここで、S は体積V を囲う閉曲面であり、右辺第一項にガウスの定理を適用した。ここで、

ベクトル をスカラー関数 を用いてA C CgradA = として与えると、 

 65



 

    ( ) ( ) ( ) dVBCdCBdVCBdiv
VSV
∫∫∫∫∫∫∫∫ •• −= gradgradSgradgrad    （5.9） 

 
という関係が得られる。Bと を入れ替えて同様の手続きにより、似た関係式が得られる。 C

    ( ) ( ) ( ) dVCBdBCdVBCdiv
VSV
∫∫∫∫∫∫∫∫ •• −= gradgradSgradgrad    （5.10） 

式 ( ) ( )5.9 5.10− により、 
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ここに、
n

gradn ∂
∂

−=  は法線方向への微分係数であり、
n
∂
∂

は体積の内部へ向かう法線方

向での微分演算であるので（5.11）式で－符号が付いた。ラプラシアン演算子は

であるので、（5.11）式でグリーンの定理（5.5）が証明された。 ( ) UUdiv Δ=grad
 
 ところで、関数U とW はヘルムホルツ方程式（5.3）を満たすので、 
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が導かれる。これをグリーンの定理（5.5）に代入すると、 
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であるので、結局、 
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が得られる。 
 
5.2 ヘルムホルツ・キルヒホッフ(Helmholtz・Kirchhoff)の積分定理 
ここで、(5.14)式でヘルムホルツ方程式を満たす関数W として 

                 
s
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を用いる。ここで、 は から場を求める点までの距離であり、ここでは閉曲面 あるい

は 上の面積要素 までの距離である。（5.15）式を（5.14）式に代入して、 
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が得られる。（5.17）式は 2 つの閉曲面 とS S ′上で行われる。この積分を と 上の積分

に分けて表記する。 
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（5.17）式より、 
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と積分を分離できるが、 は 点を中心とする球であるので、法線微分S ′ P
n∂
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は について

の微分

s

s∂
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のことである。 は半径S ′ ε の球面であることを注意すると、積分（5.18）右辺 

はつぎのように表せる。 
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ここで、 点から球面 上の面積要素P S ′ S′d を見込む立体角をdΩとすると、 
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であり、積分（5.19）は 
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となる。ここで、 0→ε の極限を考えると、積分（5.21）は 
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ここで、ε が十分小さいときでは、球面上でU の値がほとんど変化しないと考え、（5.22）
の積分で 
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  とした。 

 ここで、（5.18）式にもどって、（5.22）の結果を用いると、 
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が得られる。ここで、 は 点におけるU の値である。（5.23）の結果は非常に重要な

内容を含んでいる。ヘルムホルツ方程式の解U が任意の点 でとる値は 点を囲む閉曲面

上での積分（5.23）で与えられる。この積分は、しかしながら、閉曲面上での関数値U を

必要とし、U は未知関数であるので、（5.23）は未知関数U についての積分方程式である。

これをヘルムホルツ・キルヒホッフの積分定理という。この結果は、(5.15)で与えられる要

素波が閉曲面から発生したとして、観測点に到達する波を合成することで波動場を与える

ものであり、（5.23）式はホイヘンスの原理を数学的に表したものである。 

( )PU P
P P

 
5.3 微小な孔を通過する光の場・光の回折現象 
 積分方程式（5.23）は、実際問題に適用されるときには具体的な閉曲面 を与え、その

閉曲面上でのU の値も与えることで解かれる。これを境界条件という。以下に、その具体

例を示す。まず、一般的に用いられる境界条件について、図 5.2 に基づき説明する。 

S

無限に広いついたてに小さな穴が開いていて、そこに光が入射する場合を考える。積分

（5.23）の積分領域である閉曲面 はついたてを含む閉曲面にとる。この場合、まず、つ

いたての裏表面で

S
0=U であるとする（つまり、ここには光が来ない）。また、閉曲面 の

半径を無限に大きくし無限遠点では光が無いとする。その結果、開口を除く 上で で

あると仮定する。これをキルヒホッフの境界条件という。したがって積分（5.23）は開口面

上での積分となる。 

S
S 0=U
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図 5.3 に示す配置で 点における波動場U を求める。 を原点とし、 dS の位置をP O
( )ηξ ,0,Q とする。Qと 間の距離を とする。開口に 軸方向へ伝播する平面波が入射す

るとする。光の電場の 1 成分だけを考える。 
P s y

( )i ky-ωt -iωtE Ae Ue= =                 （5.24） 
ここに、 

                              （5.25） ikyAeU =
 

であり、 におけるU および0=y
n
U
∂
∂

が開口面における境界条件として（5.23）式で用いら

れる。 
 ∞

∞

ついたて 
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                       図 5.2 キルヒホッフの境界条件 
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            図 5.3 衝立の裏面での座標系 
 
 
開口面以外では である。また、一般的には0=U ( )ηξ ,0,AA = のように開口面での波動場

の振幅はQ点の位置に依存するが、ここでは平面波が入射するので振幅は一定値とする。 
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また、法線方向が今の場合は閉曲面の内側へ向かっていることを考慮すると、開口面にお

ける法線方向の微分
n∂
∂

は、 方向への微分となるので、 y
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となる。ここで、 
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を使った。ここで、 はQ点の 座標であり、0y y 00 =y で開口に於ける位置を与える。 

さらに、（5.27）式の第二項は第一項に比べて小さいので第二項を無視し、これらの結果を

（5.23）式に代入すると、 
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S S S

ik e i e iU P A dS A dS Ae dS
s s sπ λ λ
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となる。ここで、 ηξdddS = であり、 は 点と開口中心との距離である。上式で0s P 01 s を

積分の外へ出したのは、 は の位置が開口面内で変位したとしても、0s dS 01 s の値はゆっく

り変化するからである。それに対して は激しく振動するので積分の外へは出せない。 ikse
積分（5.29）を計算するために、面積要素 （Q点）と との距離 の近似表現を求める。 dS P s
ηとξは x、 、および に比べ非常に小さいので、y z ηとξのべき級数へ展開する。 
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ここで、 
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である。ここで、
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0 zyxs ++= は原点 と との距離である。これらを、上の展開

式に代入すると、 
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と現せるが、ここで、最初の 2 項だけをとって積分（5.29）を行うことをフランホーファ

ー近似（Fraunhofer approximation）、第 3 項まで含めた近似をフレネル近似（Fresnel 
approximation）と呼ぶ。 
 ついたての開口は通常、光の場を求める点 までの距離に比べ非常に小さいのでフランホ

ーファー近似が用いられる。フランホーファー近似を適用すると、積分（5.29）は（5.31）
式より、 

P
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と表される。ここで、           

            
0s
xp =     および  

0s
zq =        （5.33） 

は原点から見た観測点 への方向余弦である。式（5.32）で与えられる結果は非常に重要

な意味を持つ。（5.32）式の積分は、波動場U の開口における振幅

P
( )ηξ ,A のフーリエ変換

になっていることである。つまり、観測点 における波動場を求めるということは、入射

波振場を開口面でフーリエ変換することで求められる。今までは、入射波を 軸方向へ伝

播する波として与えてきたが、任意一般の方向へ伝播する波についてもこの結論は適用で

き、その場合は、進行方向が傾いていることを表現する位相を含む形で開口における振幅

（つまり境界条件）を与える。 

P
y

次に、開口の形をいくつか変え、開口において Aは ( )ηξ , に依存しない一定値である場合

についてフランホーファー近似で光強度分布を求める。 
 
(1) 矩形開口 
 開口の形と大きさを図 5.4 のようにする。 
 
 
 
 
                                           図 5.4 矩形の開口 
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  （5.32） 

 

で与えられる。ここに 
0s
xp = 、および 

0s
zq =  であり S 4ab= は開口の面積である。

この式の最初の複素数部分は波動の位相を与え、開口からの距離に応じて波としての位相

が変わることを意味する。さらに、この式の pおよび に依存する項は波動振幅の伝搬方

向への依存性を与える。（5.32）式は２次元矩形関数のフーリエ変換であることを再度確認

q
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したい。光強度は振幅の絶対値の 2 乗に比例するので、（5.32）より光強度が次式で与えら

れる。 
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（5.33）式で与えられる強度分布と実際の光強度のパターンを図 5.5(a)(b)に示す。 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     (a)                                (b) 
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                     図 5.5 矩形開口により回折された光の場 
 
 
(2) 円形開口 
 図 5.6 に示すような円形の開口に 軸に沿って平面波の光が入射するとする。開口が円形

であることから、

y
p、 およびdSの位置をそれぞれ極座標であらわす。 q
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cosx r xp w
s s r

ϕ= = = 、 
0 0

sinz r zq w
s s r

ϕ= = = 、  

θρξ cos= 、 θρη sin=            （5.34） 

 

ここで、 sinw α= とする。α は と 軸との角度である。 0s y
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                      図 5.6 円形開口 
 
 
（5.32）より、 

          ( ) ( ) ηξ
λ

ηξ ddee
s
iAPU

S

qpikiks ∫∫ +−−= 0

0

         （5.35） 

ここで、 

   ( ) ( ) ( )cos cos sin sin cosik p q ik w ik wξ η ρ ϕ θ ϕ θ ρ θ− + = − + = − −ϕ   （5.36） 

であることを用いて、 
 

( ) ( )0
2 cos

0 0
0

a π kρw θ ψiksiAU P e e ρdρdθ
sλ

− −= − ∫ ∫  

( ) ( )
0 0

2
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00
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22 aiks iks J kawπiA πia Ae J kρw ρdρ e
s sλ λ

⎛
= − = − ⎜

⎝ ⎠
∫ kaw

⎞
⎟      （5.37） 

が得られる。ここで、ベッセル関数に関する次の関係を用いた。 
 

    ( ) α
π

π αdexJ ix∫=
2

0

cos
0 2

1
、   ( ) ( )xxJxxJ

dx
d

01 =         （5.38） 

 

( )xJ0  および ( )xJ1  はそれぞれ 0 次および 1 次ベッセル関数である。 

したがって、 軸に垂直な平面上での光強度分布は 軸を中心とする円形に分布し、中心

からの距離だけに依存した形となる。強度分布と分布パターンを図 5.７(a)(b)に示す。         

y y
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                         (a)                             (b) 
                          図 5.７ 円形開口からの回折像 
 
(3) 周期的に並ぶ矩形開口（回折格子：グレーティング） 
 図 5.８に示すように、縦、横それぞれが および の矩形を等間隔 で 個横にならべ

てある。ここへ 軸に沿って平面波を入れたとする。 
b a d N

y
n番目の矩形の中心位置は ( である。（1）の場合と同様の議論により、観測点を )

)
0,nd

方向余弦 ( であたえるなら、観測点での波動場の振幅は qp,

( ) ( ){ }0

0

-ik nd ξ p ηqiks
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iAU p,q e e d d
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ξ η
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e
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である。ここに、 

            
( ) ( )

0
0

0

2 sin siniksie A kpa kqbU p
s kp kqλ

= −           （41） 

 
は 1 個の矩形を通った光の振幅である。 
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                    図 5.8 矩形開口の列（グレーティング・回折格子） 
 
したがって、光強度は 
 

         ( ) ( ) ( ) ( )2 01 cos
1 cos
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−
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( )( )

2

0

2
sin

2
sin

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= kdp

Nkdp

PI                （5.42） 

 

となる。ここに、
( )( )PI 0

は（5.41）式の絶対値の 2 乗であり、1 個の矩形を通った光の強

度分布である。 
図 5.9 に光強度分布を示す。大きなうねりは 1 個の矩形開口による回折パターンで、小さ

な周期のパターンは矩形開口を多数等間隔で並べた干渉効果による。ここでは 10 個の矩形

開口を並べて計算した。 
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       図 5.9 矩形開口の列を通過した光の回折強度分布 
 
これらの結果からも、開口から離れた場所における波動場は開口における波動場振幅のフ

ーリエ変換で与えられることがわかる。 
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