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序文

目的

本研究の目的は、有限試行の無限回反復を実現する確率空間を構成することにある。こ
こでいう有限試行とは、サイコロや硬貨投げのような標本空間が有限集合である試行の
ことを指す。また、無限回反復とは、定めた有限試行のもと、その試行を独立に無限回
繰り返すことを意味する。そして、構成することができたこの確率空間において、大数
の強法則を定式化する。この結論を導くことが、本研究の最大のテーマである。

考察

表と裏の出る確率が 1/2の硬貨を n回投げる試行を考えると、表と裏の組み合わせは
2n通りある。そして、表と裏の出る確率は等しいので、根元事象の確率は 1/2nとなる。
次に、無限回硬貨を投げる試行を考える。この試行においては、表と裏の組み合わせ

は無限通りあるので、先ほどと同様に考えると、根元事象の確率はすべて 0となってし
まう。よって、無限回試行においては、根元事象の確率によって、事象を測ることがで
きない。しかし、無限回試行においても確率を測ることができる事象はある。
例えば、1回目に表が出ることは確定しているが、2回目以降は表と裏がどのように現

れてもいいという事象を考えると、この事象の確率は 1/2となる。
次に、1回目は表、2回目は裏は確定しているが、3回目以降は表と裏がどのように現

れてもいいという事象を考えると、この事象の確率は 1/4となる。以上のことから、有
限回までは表と裏が確定している事象は、具体的に確率を求めることができるのである。
そして、このことを出発点として、有限試行の無限回反復を実現する確率空間を構成し
ていく。

モデル

試行の結果が有限個しかなく、それぞれの確率が定まっている状況を想定する。すな
わち、Sを有限集合 {s1, s2, · · · , sl}とし、0 < psi < 1,

∑

si∈S

psi = 1 となるように各 siに

対して psi を定める。そして、この試行を無限回反復させた試行の標本空間 Ωは

Ω = {ω = (i1, i2, . . .) : ik ∈ {s1, · · · , sl}, k ∈ N}

と表される。これが考察する標本空間である。なお、事象族、確率測度については、第
4章 2節で具体的に明示する。

論文の構成について述べる。
1章では、測度空間について述べる。そして、主定理を導くために必要なホップの拡張定
理を示す。§1.1では、F 集合体 (有限加法的集合族)と σ集合体 (σ加法的集合体)につい
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て定義する。そして、F 集合体と σ集合体の具体的な例を紹介する。また、ボレル集合
体を導入し、ルベーグ外測度、ルベーグ測度について述べる。§1.2では、測度空間を定
義し、測度空間の性質である単調性、有限加法性、劣加法性、上方連続性、下方連続性
について厳密な証明を行う。§1.3では、外測度を定義し、その性質について述べる。ま
た、次節で行う、測度の拡張において、必要な準備もする。§1.4では、まず有限加法的
測度空間について定義する。そして、測度の拡張について述べ、ホップの拡張定理を示
す。ホップの拡張定理とは、有限加法的測度から完全加法的測度へ一意的に拡張を行う
ための条件を与える定理である。§1.5 では 1次元ボレル集合体上でルベーグ測度が一意
的に存在することを示す。

2章では、一般の測度空間上で、ルベーグ積分を考えることにする。また本章では、ル
ベーグ積分を理解する上で根幹となる部分について述べる。§2.1では、可測関数を定義
し、その性質について述べる。また、非負可測関数に各点収束する非負単純関数が存在
することを示す。§2.2では、ルベーグ積分を定義する。ルベーグ積分とは可測関数の積
分であり、定義関数の積分を定めることを出発点とし、一般の可測関数まで積分を拡張
させていく。§2.3では、ルベーグ積分において、重要な結果である単調収束定理、ファ
トウの補題、ルベーグ収束定理を示す。

3章では、4章で必要となる確率論の基礎概念を測度論的立場で述べる。§3.1では、初
等確率モデルを定義する。そして、具体的に硬貨投げ試行を考察し、標本空間及び事象
族を例証する。§3.2では、確率論の基礎概念である確率空間、確率変数、独立、分布、期
待値、分散について説明する。また、確率変数を可測関数、期待値を可測関数の積分値
として定めることにより単調収束定理、ファトウの補題、ルベーグ収束定理が成立する。
次に、大数の弱法則を示す際に必要な定理であるチェビシェフの不等式を示す。§3.3で
は、大数の強法則と弱法則の違いについて述べ、大数の弱法則及び 4次のモーメントが
存在するという条件の下で大数の強法則を示す。

4章では、有限試行の無限回反復を実現する確率空間を構成する。さらに、構成した確
率空間において、大数の強法則を定式化する。§4.1では偏りのない硬貨投げ試行を例に、
有限試行の有限回反復試行と有限試行の無限回反復試行を比較する。§4.2では、主定理
について述べる。主定理とは、有限試行の無限回反復を表現する可測空間上で、有限加
法的確率測度から確率測度へ一意的に拡張することができるという主張である。§4.3で
は、主定理の証明を行う。§4.4では、§4.3で構成した確率空間において、大数の強法則
を定式化する。

本論文にあたっては、志賀 徳造 著「ルベーグ積分から確率論」を参考とした。また、
主定理を示す際には、Patrick Billingsley「 Probability and Measure」の記述をもとに、
証明を行った。

最後になりましたが、本論文を完成させるにあたり、熱心に御指導くださった藤原司
先生、そして数学教室の諸先生方にお世話になりました。心から御礼申し上げます。
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第1章 測度空間

この章では、ルベーグ積分や確率論を展開する際に土台となる測度空間について述べ
る。また、外測度を定義し、主定理を示すために必要なホップの拡張定理を証明する。

1.1 F集合体と σ集合体

集合X を固定して考える。

定義 1.1「F 集合体」
X の部分集合族Aが次の 3条件を満たすとき、X の F 集合体 (または有限加法的集合
族 )という。
(A.1)　 ∅ ∈ A
(A.2)　E ∈ AならばEc ∈ A
(A.3)　E1, E2 ∈ AならばE1 ∪ E2 ∈ A

命題 1.1 (A.1), (A.2), (A.3)が成り立つなら以下の (A.4), (A.5)も成立する。
(A.4)　En ∈ Aならば

⋃n
i=1 En ∈ A

(A.5)　E1, E2 ∈ A ならば E1\E2 ∈ A

定義 1.2「σ集合体」
Xの部分集合族Bは、F集合体であってさらに次の条件を満たすとき、BはXのσ集合体
という。
(B.1)　En ∈ Bならば

⋃∞
i=1 En ∈ B

命題 1.2 BをX の σ集合体とする。そのとき、(B.2)(B.3)が成立する。
(B.2)　En ∈ Bならば

⋂∞
i=1 En ∈ B

(B.3)　En ∈ Bならば
∞⋃

n=1

∞⋂
m=n

Em ∈ B　かつ　
∞⋂

n=1

∞⋃
m=n

Em ∈ B

命題 1.3 AをX のある部分集合族とする。そのとき、Aを含む最小の σ集合体が存在
する。Aを含む最小の σ集合体を σ(A)と表し、Aにより生成される σ集合体という。
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証明
X のAを含む σ集合体全体を Λ で表す。X の部分集合全体 2X は Λに入っているので
Λ 6=∅である。そこで、それらの交わりを

σ(A) =
⋂

B∈Λ

B

とおくと、σ(A)はAを含む最小の σ集合体となることを示す。

まず、
⋂

B∈Λ

Bが σ集合体であることを示す。

(A.1) 　任意の B ∈ Λ に対して、∅ ∈ Bとなり、∅ ∈
⋂

B∈Λ

Bは成立する。

(A.2)　 A ∈
⋂

B∈Λ

B ならば Ac ∈
⋂

B∈Λ

B を示す。任意の B ∈ Λに対して,A ∈ B なので

Ac ∈ Bとなり、Ac ∈
⋂

B∈Λ

Bは成立する。

(B.1)　An ∈
⋂

B∈Λ

Bならば
∞⋃

n=1

An ∈
⋂

B∈Λ

Bとなることを示す。

任意の B ∈ Λに対して,An ∈ Bなのでに対して,
∞⋃

n=1

An ∈ Bとなり、
∞⋃

n=1

An ∈
⋂

B∈Λ

Bは成

立する。
よって、σ(A)は σ集合体となる。
また、任意の B ∈ Λ に対して、σ(A) ⊂ BかつA ⊂ σ(A)より、σ(A)はAを含む最小

の σ集合体となる。

例 1.1「F 集合体の例」
ここでは、X = Rdとする。

J = (a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (ad, bd]　　 (−∞ ≤ ai ≤ bi ≤ ∞, 1 ≤ i ≤ d ) (1.1)

の形の集合を d次元区間という。ただし b = ∞のときは (a, b] = (a,∞)とみなす。そし
て、d次元区間の有限個の和集合で表される集合の全体を J で表す。すなわち、

J = {A =
n⋃

k=1

Jk : Jkは d次元区間 } (1.2)

このとき、J は F 集合体になる。

証明
(A.1)　 1 ≤ i ≤ dに対して、ai = biとおけば J = ∅となり ∅ ∈ J
(A.2)

(a1, b1]× · · · × (ad, bd]

=
(
(a1, b1]× (−∞,∞)× · · · × (−∞,+∞)

) ∩ · · · ∩ (
(−∞,∞)× · · · × (−∞,∞)× (ad, bd]

)
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であるが

(
(a1, b1]× (−∞,∞)× · · · × (−∞,∞)

)c

=
(
(−∞, a1]× (−∞,∞)× · · · × (−∞,∞)

) ∪ (
(b1,∞)× (−∞,∞)× · · · × (−∞,∞)

)

と 2つの d次元区間の和となる。また、
(
(−∞,∞) × (a2, b2] × · · · × (−∞,∞)

)cなどに
ついても同様である。以上から

(
(a1, b1]× · · · × (ad, bd]

)c

=
(
(a1, b1]× (−∞,∞)× · · · × (−∞,∞)

)c ∪ · · · ∪ (
(−∞,∞)× · · · × (−∞,∞)× (ad, bd]

)c

=
(
(−∞, a1]× (−∞,∞)× · · · × (−∞,∞)

) ∪ (
(b1,∞)× (−∞,∞)× · · · × (−∞,∞)

)∪
· · · ∪ (

(−∞,∞)× (−∞,∞)× · · · × (−∞, ad]
) ∪ (

(−∞,∞)× (−∞,∞)× · · · × (bd,∞)
)

となり、d次元区間の和集合として表せる。
(A.3)
J の元は d次元区間の有限個の和集合である。したがって、(A.3)は明らかである。

例 1.2「σ集合体の例」
(1)X のすべての部分集合の集まりを 2X と表すと、2X は σ集合体となり、X の σ集合
体の中でも最大のものである。

(2) B0 = {X, ∅}とおくと,B0はXの σ集合体の中で最小のものになっている。また、X

の空でない真部分集合 Aに対して B = {X, ∅, A, Ac}とおくと、Bは Aを含む最小の σ

集合体である。

定義 1.3「ボレル集合体」
X = Rd(d次元ユークリッド空間)とする。Rdのすべての開集合を含む最小の σ集合体
をRdのボレル集合体といい、B(Rd)と表す。すなわち、Rdのすべての開集合全体をO
で表すと、

B(Rd) = σ(O)

である。また、Rdのすべての閉集合全体を Cで表すと、開集合の補集合は閉集合であり、
閉集合の補集合は開集合であるから、

B(Rd) = σ(O) = σ(C)

が成り立つ。そして、ボレル集合体 B(Rd)に属する各集合をボレル集合という。次に、
このボレル集合に対して、ルベーグ測度を定義するためにルベーグ外測度を導入する。

命題 1.4 (1.2)で定めた F 集合体 J に対して、σ(J ) = B(Rd) が成立する。

証明
B(Rd) = σ(O)より σ(J ) = σ(O)を示せばよい。
そして、J ⊂ σ(J ),O ⊂ σ(O)より

J ⊂ σ(O)かつO ⊂ σ(J )
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を示せば十分である。まず

J = (a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (ad, bd]　　 (−∞ ≤ ai ≤ bi ≤ ∞, 1 ≤ i ≤ d)

に対して

Jn = (a1, b1 +
1
n

)× (a2, b2 +
1
n

)× · · · × (ad, bd +
1
n

)　　 (n = 1, 2, · · · )

とおくと、J =
⋂∞

n=1 Jnが成立する。Jnは開集合なので J =
⋂∞

n=1 Jn ∈ σ(O)を満たす。
よって、J の元は d次元区間の有限個の和集合で表されるので、J ⊂ σ(O)となる。
次に、Rdの任意の空でない開集合Gに対して、G ∈ σ(J )を示す。そのためには、任

意のG ∈ Oは d 次元区間の列 {Jn}によってG =
⋃∞

n=1 Jnと表されることを示せば十分
である。d次元区間でその端点が有理数である集合全体を Jrで表す。すなわち、

Jr = {(a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (ad, bd] :　 ak, bk(k = 1, 2, · · · , d)は有理数 } (1.3)

とおくと、Jr の要素の数は可算無限個あることに注意する。また、Gは開集合なので、
任意の x ∈ Gに対して、xを含むような Jr の中の d次元区間 Jxで Jx ⊂ Gを満たすよ
うな Jxが存在する。したがって、G =

⋃
x∈G Jxが成立する。

そして、Jx ∈ Jrで Jrに含まれる d次元区間は可算個であるから、Gは高々可算個の
Jrの中の d次元区間の和集合として表される。
よって、G ∈ σ(Jr)が成立する。以上の結果から、O ⊂ σ(Jr) ⊂ σ(J )が分かり、題意

を満たす。 ¥

定義 1.4「ルベーグ外測度」
(1.1)で定めた d次元区間 J に対して、|J | = (b1 − a1)× (b2 − a2)× · · · × (bd − ad)とす
る。
そして、A⊂Rdに対して

λ∗(A) = inf{
∞∑

n=1

|Jn| :
∞⋃

n=1

Jn ⊃ A　 (Jnは d次元区間)} (1.4)

と定義する。この λ∗をルベーグ外測度という。

(1.4)は下限をとっているので、次のことが言える。任意の Aの d次元区間の可算被覆
{Jn}に対して

λ∗(A) ≤
∞∑

n=1

|Jn|

を満たし、さらに任意の ε > 0に対してAのある d次元区間の可算被覆 {Jn}で

λ∗(A) ≥
∞∑

n=1

|Jn| − ε

を満たす {Jn}が存在する。 ¥

命題 1.5 d次元区間 Jに対して、λ∗(J) = |J |が成立する。
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証明
(1.4)で J1 = J, Jn = ∅ (n ≥ 2)をとると

λ∗(J) ≤ |J |

が成立する。よって λ∗(J) ≥ |J |を示せばよい。
このためには、∪∞n=1Jn ⊃ J を満たす任意の d次元区間の可算被覆 {Jn}に対して

|J | ≤
∞∑

n=1

|Jn|

を示せばよい。右辺が∞のときには成立するので、∑∞
n=1 |Jn| < ∞とする。

任意の ε > 0に対して、d次元開区間 Inを

Jn⊂In　かつ　 |In| − |Jn| < ε

2n
　 (n ≥ 1) (1.5)

を満たすように選ぶと、J に含まれる任意の d次元有界閉区間K に対して

K ⊂ J ⊂
∞⋃

n=1

In

よって、K のコンパクト性から p ∈ Nが存在し

K ⊂
p⋃

n=1

In

となるので、(1.5)から

|K| ≤
p∑

n=1

|In| ≤
∞∑

n=1

|In| ≤
∞∑

n=1

|Jn|+ ε

ここで ε は任意の正数、K は J に含まれる任意の d次元閉区間だから

|J | ≤
∞∑

n=1

|Jn|

が成立する。ゆえに、λ∗(J) ≥ |J |となり、命題 1.5は証明された。 ¥
次に、ルベーグ測度を定義する。

定義 1.5「ルベーグ測度」
次の 3条件を満たすとき B(Rd)上の集合関数 λをRd上のルベーグ測度といい、λは一
意的に存在する。
(λ.1)　 0 ≤ λ(E) ≤ ∞　 (E ∈ B(Rd))
(λ.2)　En ∈ B(Rd) (n = 1, 2, · · · ), En ∩ Em = ∅ならば

λ(
∞⋃

n=1

En) =
∞∑

n=1

λ(En)
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(λ.3)　任意のE ∈ B(Rd)に対して

λ(E) = λ∗(E)

とくに、d次元区間 J に対して λ(J) = |J |

また、3つの組 (Rd,B(Rd), λ)をルベーグ測度空間という。
なお、ルベーグ測度の存在と一意性についての証明は、1章 4節で述べるホップの拡張

定理を応用するので、1章 5節で述べる。
次の命題は、ルベーグ測度の性質を調べるのに有用である。

命題 1.6 E ∈ B(Rd)は λ(E) < ∞とする。そのとき任意の ε > 0に対して、d次元区間
の有限和集合A = ∪m

n=1Jn ∈ J が存在し

λ(E ªA) < ε

を満たす。ここではAªB = (A\B) ∪ (B\A)を表す。

証明
(λ.3)により任意の ε > 0に対して d次元区間列 {Jn}が存在し

E ⊂
∞⋃

n=1

Jn,　
∞∑

n=1

|Jn| − λ(E) < ε

を満たす。次に

E ª (
m⋃

n=1

Jn) = (E\
m⋃

n=1

Jn) ∪ (
m⋃

n=1

Jn\E)

⊂ (E\
m⋃

n=1

Jn) ∪ (
∞⋃

n=1

Jn\E)

⊂ (
∞⋃

n=m+1

Jn) ∪ (
∞⋃

n=1

Jn\E)

よって

λ(E ª (
m⋃

n=1

Jn)) ≤ (
∞∑

n=m+1

|Jn|+
∞∑

n=1

|Jn| − λ(E))

<
∞∑

n=m+1

|Jn|+ ε

以上よりmを十分大きくとり、A =
⋃m

n=1 JnとおけばEは命題の条件を満たす。 ¥
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1.2 測度空間について

前節では、ルベーグ測度を導入し、それが Rdのボレル集合体 B(Rd)上の σ加法的集
合関数として定義されることを述べたが、この節では一般的な測度空間の構成について、
その基本的な性質を明らかにする。

定義 1.6「可測空間」
Xをある集合、F をXの σ集合体とするとき 2つの組 (X,F)を可測空間という。そし
て F の元を可測集合という。

定義 1.7 「測度空間」
σ集合体上で定義された集合関数mが次の条件を満たすとき、mを (X,F)上の測度と
いい、(X,F ,m)を測度空間という。
(m.1)　m(∅) = 0, 0 ≤ m(E) ≤ ∞　 (E ∈ F)
(m.2)　En ∈ F(n = 1, 2, · · · ), Em ∩ En = ∅(n 6= m)ならば

m(
∞⋃

n=1

En) =
∞∑

n=1

m(En)　 (σ加法性)

定義 1.8「σ有限測度」
測度空間 (X,F ,m)に対して、m(X) < ∞を満たすとき、mを有限測度という。また、
測度空間 (X,F ,m)が次の条件を満たすとき、mを σ有限測度という。
m(Xn) < ∞を満たすXn ∈ F(n = 1, 2, · · · )が存在し

X =
∞⋃

n=1

Xn

命題 1.7 測度空間 (X,F ,m)は次の性質を持つ。
(m.4)　E1, E2 ∈ F , E1 ⊂ E2ならばm(E1) ≤ m(E2)　 (単調性)
(m.5)　Ej ∈ F(1 ≤ j ≤ n), En ∩ Em = ∅ (n 6= m)ならば

m(
n⋃

j=1

Ej) =
n∑

j=1

m(Ej)　 (有限加法性)

(m.6)　En ∈ F(n = 1, 2, · · · )に対して、

m(
∞⋃

n=1

En) ≤
∞∑

n=1

m(En)　 (劣加法性)

(m.7)　En ∈ F(n = 1, 2, · · · ), En ⊂ En+1(n ≥ 1)ならば

lim
n→∞m(En) = m(

∞⋃

n=1

En)　 (上方連続性)
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(m.8)　En ∈ F(n = 1, 2, · · · ),m(En) < ∞かつEn ⊃ En+1(n ≥ 1)ならば

lim
n→∞m(En) = m(

∞⋂

n=1

En)　 (下方連続性)

証明
最初に (m.5)から示す。
mの σ加法性の性質を利用する。En∩Em = ∅ (n 6= m)とすると

m(
∞⋃

j=1

Ej) = m(
n⋃

j=1

Ej ∪ (
∞⋃

j=n+1

Ej)) =
n∑

j=1

m(Ej) +
∞∑

j=n+1

m(Ej)

今、n′ > nに対して、En′ = ∅ とするとm(En′) = 0
以上より

m(
n⋃

j=1

Ej) =
n∑

j=1

m(Ej)

が成立する。
(m.4)を示す。
E1 ⊂ E2ならば有限加法性 (m.5)より

m(E2) = m(E1) + m(E2 \ E1) ≥ m(E1)

が成立する。
(m.6)を示す。

F1 = E1, Fn = En \
n−1⋃

k=1

Ek(n ≥ 2)とおくと

{Fn}は互いに素な集合列で、∪∞n=1Fn = ∪∞n=1En を満たし,また Fn ∈ F である。した
がって、(m.2)(m.4)より

m(
∞⋃

n=1

En) = m(
∞⋃

n=1

Fn) =
∞∑

n=1

m(Fn) ≤
∞∑

n=1

m(En)

となり (m.6)が成立する。
(m.7)を示す。
ある j ∈ Nに対して、m(Ej) = ∞の場合は成立する。よって、m(Ej) < ∞の場合を考
える。

F1 = E1, Fn = En \En−1 (n ≥ 2)

とおくと、{En}が単調増加列より、{Fn}は互いに素で、∪∞n=1En = ∪∞n=1Fnが成立し

m(
∞⋃

n=1

En) = m(
∞⋃

n=1

Fn) =
∞∑

n=1

m(Fn)
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となる。そして

∞∑

n=1

m(Fn) = lim
n→∞{

n∑

j=2

m(Fj) + m(F1)}

= lim
n→∞{

n∑

j=2

(m(Ej)−m(Ej−1)) + m(E1)}

= lim
n→∞m(En)

以上より、m(∪∞n=1En) = lim
n→∞m(En)が成立する。

(m.8)を示す。

E1\(
∞⋂

n=1

En) = E1 ∩ (
∞⋂

n=1

En)c = E1 ∩ (
∞⋃

n=1

En
c) =

∞⋃

n=1

(E1 ∩ En
c) =

∞⋃

n=1

(E1\En)

が成立する。よって {En}は単調減少列より E1\En−1 ⊂ E1\En(n ≥ 2)となり

m
(
E1\(

∞⋂

n=1

En)
)

= m
( ∞⋃

n=1

(E1\En)
)

= lim
n→∞m(E1\En)　　 (上方連続性より)

= m(E1)− lim
n→∞m(En)

が成立する。また

m(E1\(
∞⋂

n=1

En) = m(E1)−m(
∞⋂

n=1

En)

が成立する。以上よりm(∩∞n=1En) = lim
n→∞m(En)が成立する。

命題 1.8 En ∈ F (n ≥ 1)に対して

lim inf
n→∞ m(En) ≥ m(

∞⋃

n=1

∞⋂
m=n

Em)

証明
Bn =

⋂∞
k=n Ek　 (n ≥ 1)とおくと

{Bn}は単調増加列でBn ∈ F , Bn ⊂ En,
⋃∞

n=1 Bn =
⋃∞

n=1

⋂∞
m=n Emを満たす。

単調性からm(Bn) ≤ m(En)となり

lim
n→∞m(Bn) = lim inf

n→∞ m(Bn) ≤ lim inf
n→∞ m(En) (1.6)

が成立する。そして、上方連続性より

lim
n→∞m(Bn) = m(

∞⋃

n=1

Bn) = m(
∞⋃

n=1

∞⋂
m=n

Em) (1.7)

(1.6), (1.7)より命題を示せた。 ¥

12



命題 1.9 En ∈ F (n ≥ 1)がm(En∩Em) = 0 (n 6= m)を満たすとき、

m(
∞⋃

n=1

En) =
∞∑

n=1

m(En)

が成立する。

証明

F1 = E1, Fn = En\(
n−1⋃

m=1

Em)　 (n ≥ 2)

とおくと

Fm∩Fn = ∅ (m 6= n)かつ
∞⋃

n=1

Fn =
∞⋃

n=1

En

よって σ加法性より

m(
∞⋃

n=1

En) = m(
∞⋃

n=1

Fn) =
∞∑

n=1

m(Fn)

仮定と劣加法性から

m(En ∩ (
n−1⋃

m=1

Em)) ≤
n−1∑

m=1

m(En∩Em) = 0

ゆえに

m(En) = m(Fn) + m(En∩(
n−1⋃

m=1

Em)) = m(Fn)　 (n ≥ 1)

となり成立する。 ¥

1.3 外測度

この節では、まず一般的な外測度の持つ性質について述べる。そして、外測度が与え
られれば、それについて可測な集合全体は σ集合体となり、外測度はその上に制限すれ
ば測度となることを導く。

定義 1.9「外測度」
集合Xの任意の部分集合Aに対して定義された関数m∗が次の 3条件を満たすとき、m∗

をX 上の外測度という。
(γ.1)　 0 ≤ m∗(A) ≤ ∞,m∗(∅) = 0　 (非負性)
(γ.2)　A ⊂ Bならばm∗(A) ≤ m∗(B)　 (単調性)

(γ.3)　m∗(
⋃∞

n=1 An) ≤
∞∑

n=1

m∗(An)　 (劣加法性)
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定義 1.10「有限加法的測度」
Aは集合XのF 集合体とする。(X,A)上で定義された有限加法的な非負集合関数m0を
有限加法的測度という。すなわち
(m0.1)　m0(∅) = 0, 0 ≤ m0(E) ≤ ∞　 (E ∈ A)
(m0.2)　 n ≥ 2に対して、Ej ∈ A(1 ≤ j ≤ n)Ej ∩ Ek = ∅(j 6= k)ならば

m0(
n⋃

j=1

Ej) =
n∑

j=1

m0(Ej)

を満たす。このとき、(X,A,m0)を有限加法的測度空間という。

定理 1.1 集合X 上の F-集合体Aに有限加法的測度mが与えられているとき、任意の
A ⊂ X について

m∗(A) = inf{
∞∑

n=1

m(An) : An ∈ A,
∞⋃

n=1

An ⊃ A} (1.8)

は外測度になる。

証明
外測度の 3条件を満たすことを確かめる。
(γ.1)空集合の部分集合は空集合なのでm∗(∅) = 0であり、m(An) ≥ 0より 0 ≤ m∗(A) ≤
∞となる。
(γ.2)を示す。
m∗(B) = ∞のときは (γ.2)は成立する。
m∗(B) < ∞のとき、任意の ε > 0に対して

∞∑

n=1

m(Bn)−m∗(B) < ε

を満たすBの被覆 {Bn}が存在する。
A ⊂ Bならば {Bn}はAの被覆にもなっているので

m∗(A) ≤
∞∑

n=1

m(Bn) ≤ m∗(B) + ε

ε > 0 は任意より (γ.2)は成立する。
(γ.3)を示す。∑∞

n=1 m∗(An) = ∞のときは (γ.3)は成立する。∑∞
n=1 m∗(An) < ∞のとき、任意の ε > 0, n ≥ 1 に対して、{Fn,m}∞m=1 ⊂ Aが存在し

An ⊂
∞⋃

m=1

Fn,mかつm∗(An) ≥
∞∑

m=1

m(Fn,m)− ε

2n
(1.9)

を満たす。また
∞⋃

n=1

An ⊂
∞⋃

n=1

∞⋃

m=1

Fn,m
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も成立。よって、(1.8), (1.9)より

m∗(
∞⋃

n=1

An) ≤
∞∑

n=1

∞∑

m=1

m(Fn,m)

≤
∞∑

n=1

m∗(An)− ε

ε > 0 は任意より (γ.3)は成立する。したがって、m∗は外測度となる。 ¥

定義 1.11「m∗ 可測」
外測度m∗が集合X 上で定義されているとき、任意の E ⊂ X に対して

m∗(E) = m∗(A ∩ E) + m∗(Ac ∩ E)

を満たす集合Aをm∗ 可測ということにする。

補題 1.1 Aが任意のE ⊂ X に対して

m∗(E) ≥ m∗(A ∩ E) + m∗(Ac ∩ E) (1.10)

を満たせばAはm∗可測である。

証明　 (A ∩ E) ∪ (Ac ∩ E) = Eよりm∗(E) ≤ m∗(A ∩ E) + m∗(Ac ∩ E)が成立。よっ
て補題 1.1の条件を満たせばAはm∗可測である。

定理 1.2 F 集合体A上の有限加法的測度mから作られるm∗について、Aの元はm∗可
測である。

証明
A ∈ Aを任意に一つ選ぶ。そして、任意のE ⊂ X を考える。任意の ε > 0に対して、A
による可算個の被覆 {An}が存在して

m∗(E) ≥
∞∑

n=1

m(An)− ε

を満たす。また {An ∩A}はA ∩ E、{An ∩Ac}はE ∩Acの被覆なので
∞∑

n=1

m(An ∩A) ≥ m∗(A ∩ E)

∞∑

n=1

m(An ∩Ac) ≥ m∗(Ac ∩ E)

成立する。したがってm(An ∩A) + m(An ∩Ac) = m(A)であるから

m∗(E) ≥
∞∑

n=1

m(An)− ε

=
∞∑

n=1

m(An ∩A) +
∞∑

n=1

m(Ac
n ∩A)− ε

≥ m∗(A ∩ E) + m∗(Ac ∩ E)− ε

ε > 0 は任意よりA ∈ Aはm∗可測である。 ¥
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定理 1.3 Bをm∗可測集合全体とする。そのとき、Bは σ 集合体となり、(Ω,B,m∗)は
測度空間になる。

証明
まず Bが σ集合体になることを示す。
A = ∅ととればA∩E = ∅, Ac ∩E = Eおよびm∗(∅) = 0より (1.10)を満たすので ∅ ∈ B
となる。
A ∈ BならばAc ∈ Bであることは、(1.10)を見れば明らかである。
残っているのは互いに素な集合の可算和に対する条件だけだが、まず有限和について

成立することを示す。A,B ∈ Bとする。

(A ∪B) ∩ E = (A ∩ E) ∪ (Ac ∩B ∩ E)

に注意すると、任意の集合 Eに対して

m∗((A ∪B) ∩ E
)

+ m∗((A ∪B)c ∩ E
)

=m∗((A ∩ E) ∪ (Ac ∩B ∩ E)
)

+ m∗(Ac ∩Bc ∩ E)

≤m∗(A ∩ E) + m∗(Ac ∩B ∩ E) + m∗(Ac ∩Bc ∩ E)

=m∗(A ∩ E) + m∗(B ∩ (Ac ∩ E)
)

+ m∗(Bc ∩ (Ac ∩ E)
)

=m∗(A ∩ E) + m∗(Ac ∩ E)

=m∗(E)

したがって、m∗((A ∪B) ∩ E
)

+ m∗((A ∪B)c ∩ E
) ≤ m∗(E)が成立する。

補題 1.1よりA ∪B ∈ Bが示せた。
そして、B上で外測度m∗の有限加法性を示す。

まず、A,B ∈ Bが互いに素ならば、任意の E ⊂ X に対して

m∗(E ∩ (A ∪B)
)

= m∗(E ∩A) + m∗(E ∩B) (1.11)

が成立することを示す。

m∗((A ∪B) ∩ E
)

= m∗
((

(A ∪B) ∩ E
) ∩B

)
+ m∗

((
(A ∪B) ∩ E

) ∩Bc
)

= m∗(B ∩ E) + m∗(A ∩ E ∩Bc)

A,Bは互いに素だから、A ∩ E ∩Bc = A ∩ Eとなり

m∗((A ∪B) ∩ E
)

= m∗(B ∩ E) + m∗(A ∩ E)

が成立する。このことから E = A ∪Bととれば、A,B ∈ Aが互いに素のとき

m∗(A ∪B) = m∗(A) + m∗(B)

を得る。
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Bが σ集合体になること、および B上の σ加法性を示す。{An} ⊂ Bを互いに素とす
る。まず、∪n

i=1An ∈ Bより

m∗(E) = m∗(E ∩ (
n⋃

i=1

Ai)
)

+ m∗(E ∩ (
n⋃

i=1

Ai)c
)

=
n∑

i=1

m∗(E ∩Ai) + m∗(E ∩ (
n⋃

i=1

Ai)c
)

≥
n∑

i=1

m∗(E ∩Ai) + m∗(E ∩ (
∞⋃

i=1

Ai)c
)

(1.12)

すべての nについて成立するので、無限和にできて、さらに (γ.3)より

m∗(E) ≥
∞∑

i=1

m∗(E ∩Ai) + m∗(E ∩ (
∞⋃

i=1

Ai)c
)

(1.13)

≥ m∗(E ∩ (
∞⋃

i=1

Ai)
)

+ m∗(E ∩ (
∞⋃

i=1

Ai)c
)

したがって

m∗(E) = m∗(E ∩ (
∞⋃

i=1

Ai)
)

+ m∗(E ∩ (
∞⋃

i=1

Ai)c
)

(1.14)

が成立するので、∪∞i=1Ai ∈ Bとなる。さらに E = ∪∞i=1Aiを (1.13)に代入すると

m∗(
∞⋃

i=1

Ai) =
∞∑

i=1

m∗(Ai)

を得る。互いに素でない {An}について ∪∞i=1Aiがm∗可測であることは

B1 = A1, Bn = An ∩ (
n−1⋃

i=1

Bi)c　 (n ≥ 2)

とおけば {Bn}は互いに素で、∪n
i=1Bi = ∪n

i=1Aiが成り立つことから分かる。 ¥

1.4 ホップの拡張定理

定義 1.12 「拡張について」
有限加法的測度空間 (X,A,m)に対して、Aを含む最小の σ集合体をσ(A)と表す。ここ
で

(
X,σ(A)

)
上の完全加法的測度m′が有限加法的測度mの拡張であるとは次の条件を

満たすことである。
m′(B) = m(B)　 (B ∈ A) (1.15)
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m∗を定理 1.1で定めた外測度とし、Bをm∗可測集合全体とすると、σ(A) ⊂ Bを満た
すのでmに対応する外測度m∗はmの拡張となる候補であるが、定義 1.12から

m∗(B) = m(B)　 (B ∈ A) (1.16)

が成立すればよい。次に述べるホップの拡張定理では (1.16)が成り立つための条件を与
える。

定理 1.4 「ホップの拡張定理」
F 集合体A上に有限加法的測度mが存在するとき
(1) mがσ(A)上に拡張できるための必要かつ十分条件は、任意の互いに素なA1, A2, . . . ∈
Aに対して、∪∞n=1An ∈ Aならば

m(
∞⋃

n=1

An) =
∞∑

n=1

m(An)

を満たすことである。
(2)さらに、{Xn} ⊂ AでX =

⋃∞
n=1 Xnかつm(Xn) < ∞をみたすものがあれば、その

拡張は一意的である。

証明
(1)の必要性を示す。mが σ(A)上に測度を拡張できるなら、A上で完全加法性を満たさ
なければならないので必要性は言える。
(1)の十分性を示す。
m∗について可測な集合全体 Bは σ集合体になり、Aを含んでいるから、Aから生成さ
れる σ集合体も含んでいる。つまり σ(A) ⊂ Bが成立する。このことからm∗は σ(A)上
で完全加法性を満たす。
次に、m∗(A) < ∞を満たすような任意の A ∈ Aについて、任意の ε > 0に対して、

∪∞n=1An ⊃ Aを満たす {An} ⊂ Aが存在して

m∗(A) ≥
∞∑

n=1

m(An)− ε

が成立する。今

B1 = A1 ∩A,Bn = (An ∩A) ∩ (
n−1⋃

i=1

Bi)c　 (n ≥ 2)

とおく。そうすると、{Bn} ⊂ Aは互いに素で、Bi ⊂ Aiかつ ∪n
i=1Ai =

⋃n
i=1 Bi を満た

す。よって、n →∞をとって、mの完全加法性を用いると

m∗(A) ≥
∞∑

n=1

m(An)− ε ≥
∞∑

n=1

m(Bn)− ε = m(
∞⋃

n=1

Bn)− ε

= m(A)− ε
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となる。ε > 0は任意よりm∗(A) ≥ m(A)となる。また、A自身がAの被覆であること
から、m∗(A) ≤ m(A)となり、任意のA ∈ Aに対してm∗(A) = m(A)となる。
次に (2)の一意性を示す。

外測度から導かれるm∗の他にm′があるとする。任意のA ∈ σ(A)に対して、Aの被覆
{An} ⊂ Aで

m∗(A) ≥
∞∑

n=1

m(An)− ε

を満たすものを考えると、m′(An) = m∗(An)であることから

m′(A) ≤ m′(
∞⋃

n=1

An) ≤
∞∑

n=1

m′(An)

=
∞∑

n=1

m(An)

≤ m∗(A) + ε

を満たす。ε > 0は任意より
m′(A) ≤ m∗(A)

を得る。

仮定より、Xn ∈ Aかつm(Xn) < ∞が存在する。A ⊂ Xnならば

m′(A) ≤ m∗(A),m′(Xn ∩Ac) ≤ m∗(Xn ∩Ac) (1.17)

を得るが、Xn ∈ A より
m′(Xn ∩Ac) = m′(Xn)−m′(A)

= m∗(Xn)−m′(A)

≥ m∗(Xn)−m∗(A)

= m∗(Xn ∩Ac) (1.18)

よって、(1.17), (1.18)からm′(A) = m∗(A)となる。
次に、一般のAについて示す。一般のAについては

A =
∞⋃

n=1

(Xn ∩A)

と選べばXn ∩Aは互いに素なので

m′(A) = m′(
∞⋃

n=1

(Xn ∩A)) =
∞∑

n=1

m′(Xn ∩A)

=
∞∑

n=1

m∗(Xn ∩A) = m∗(
∞⋃

n=1

(Xn ∩A))

= m∗(A)

¥
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定理 1.5 「σ加法性と同値な条件」
任意の互いに素なA1, A2 · · · ∈ Aに対して、∪∞n=1An ∈ Aならば

m(
∞⋃

n=1

An) =
∞∑

n=1

m(An)

を満たすことは、次の２条件を満たすことと同値である。
(1) A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · (An ∈ A)がm(A1) < ∞かつ ∩∞n=1 An = ∅ならば

lim
n→∞m(An) = 0

(2) A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · (An ∈ A)が ∪∞n=1An ∈ Aかつm(∪∞n=1An) = ∞ならば

lim
n→∞m(An) = ∞

証明
mが A上で完全加法的ならば、{An} ⊂ Aが単調減少で、m(A1) < ∞を満たせば、
Bn = An ∩Ac

n+1ととると、{Bn} ⊂ Aは互いに素であり
∞⋃

n=m

Bn = Am

を満たすので

m(A1) = m(
∞⋃

n=1

Bn) =
∞∑

n=1

m(Bn) < ∞

よって、任意の ε > 0に対してあるm ∈ Nが存在して
∞∑

n=m

m(Bn) < ε

が成立。以上より

m(Am) =
∞∑

n=m

m(Bn) < ε

したがって
lim

n→∞m(An) = 0となる。

単調増加列 {An} ⊂ Aについては、

A0 = ∅, B1 = A1, Bn = An ∩Ac
n−1　 (n ≥ 1)

とおくと,{Bn} ⊂ Aは互いに素であり、また
∞⋃

i=1

Ai =
∞⋃

i=1

Bi,
n⋃

i=1

Bi = An
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を満たす。よって

m(
∞⋃

i=1

Ai) = m(
∞⋃

i=1

Bi) =
∞∑

i=1

m(Bi) = lim
n→∞

n∑

i=1

m(Bi)

= lim
n→∞m(

n⋃

i=1

Bi) = lim
n→∞m(An) = ∞

となる。
次に、逆を示す。{An}⊂Aが互いに素で、A = ∪∞n=1An ∈ Aとする。

m(A) < +∞のときには,

Bn = A ∩ (
n⋃

i=1

Ai)c

とおくと、{Bn} ⊂ Aは単調減少で、
∞⋂

n=1

Bn = A ∩ ( ∞⋃

n=1

(
n⋃

i=1

Ai)
)c = A ∩ (

∞⋃

n=1

An)c = A ∩Ac = ∅

である。したがって {Bn}は (1)の条件を満たす集合列である。よって

lim
n→∞m(Bn) = 0

また

m(Bn) = m(A)−
n∑

i=1

m(Ai)

よって

lim
n→∞m(Bn) = m(A)− lim

n→∞

n∑

i=1

m(Ai)

以上より
∞∑

n=1

m(An) = m(A) = m(
∞⋃

n=1

An)

m(A) = ∞のときには、
Bn =

n⋃

i=1

Ai

とおけば、{Bn} ⊂ Aは単調増加である。したがって、{Bn}は (2)の条件を満たす集合
列であるから

lim
n→∞m(Bn) = ∞

また

lim
n→∞m(Bn) = lim

n→∞m(
n⋃

i=1

Ai) = lim
n→∞

n∑

i=1

m(Ai) =
∞∑

i=1

m(Ai)

以上より
∞∑

i=1

m(Ai) = m(
∞⋃

i=1

Ai) = ∞

¥
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1.5 ルベーグ測度の存在について

定義 1.5でルベーグ測度 λ を次の条件を満たす
(
Rd,B(Rd)

)
上の測度として導入した。

d次元区間 J に対して　λ(J) = |J |

このルベーグ測度が存在することをホップの拡張定理を応用して証明する。ここではル
ベーグ測度より一般的なルベーグ・スティルチェス測度を構成する。なお、ここでは 1次
元の場合に限定して考えることにする。

f : R1 7→ R1を右連続かつ単調非減少関数とする。この f に対して、次の条件を満た
す

(
R1,B(R1)

)
上の測度 λf を f に対応するルベーグ・スティルチェス測度という。

λf

(
(a, b]

)
= f(b)− f(a)　 (−∞ < a < b < +∞)　 (1.19)

とくに、R1 上のルベーグ測度は f(t) = tに対応するルベーグ・スティルチェス測度で
ある。

定理 1.6 任意の右連続かつ単調非減少関数 f : R1 → R1 に対して、(1.19) を満たす(
R1,B(R1)

)
上の測度 λf は一意的に存在する。

証明
有限または無限区間の有限和集合からなる集合全体を F0 で表す。すなわち

F0 = {E =
m⋃

i=1

(ai, bi] : −∞ ≤ ai < bi ≤ +∞}

ただし (a,∞]は (a,∞)とみなす。例 1.1より F0が R1上の F 集合体である。そこで区
間 (a, b]に対して

m0

(
(a, b]

)
= f(b)− f(a)

とおく。ただし、

f(∞) = lim
t→∞ f(t) ≤ ∞, f(−∞) = lim

t→−∞ f(t) ≥ −∞

とする。次に、E ∈ F0を互いに交わりのない半開区間の和集合

E =
m⋃

k=1

Ik (1.20)

と表し、

m0(E) =
m∑

k=1

m0(Ik) (1.21)

とおく。このとき、m0(E)を定義する (1.21)の右辺の値はEを構成する区間の半開区間
の和集合としての表し方によらず定まる。また、m0は

(
R1,F0

)
上の有限加法的測度に

なる。そこで、ホップの拡張定理を適用するためにm0がF0上で σ加法性をもつことを
示せばよい。そのために次の補題 1.2を準備する。
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補題 1.2 {(αn, βn]}は互いに交わらない区間列で
∞⋃

n=1

(αn, βn] = (a, b]

を満たすとき、任意の右連続かつ単調非減少関数 fに対して

∞∑

n=1

(f(βn)− f(αn)) = f(b)− f(a) (1.22)

証明
(a, b]が無限区間の場合でも同様に示せるので、ここでは、(a, b]を有限区間として考え

ることにする。f の右連続性から任意の ε > 0に対して、

βn < β′nかつ |f(β′n)− f(β)| ≤ ε

2n
(n ≥ 1) (1.23)

を満たすような {β′n}選ぶと

[a + ε, b] ⊂
∞⋃

n=1

(αn, β′n)

が成立する。よって、[a + ε, b]のコンパクト性より、あるM ∈ Nが存在し

[a + ε, b] ⊂
M⋃

n=1

(αn, β′n) ⊂
M⋃

n=1

(αn, β′n]

が成立する。よって、

f(b)− f(a + ε) ≤
M∑

n=1

(f(β′n)− f(αn))

≤
∞∑

n=1

(f(β′n)− f(αn))　 (1.23)より

≤
∞∑

n=1

(f(βn)− f(αn)) + ε　

ε > 0は任意であり、f は右連続であるから

f(b)− f(a) ≤
∞∑

n=1

(f(βn)− f(αn))

が成り立つ。また,任意の l ∈ Nに対して
l∑

n=1

(f(βn)− f(αn)) ≤ f(b)− f(a)
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より l →∞すると
∞∑

n=1

(f(βn)− f(αn)) ≤ f(b)− f(a)

を得る。よって、補題 1.2が成立する。 ¥
さて、{En}n≥1 ⊂ F0は En ∩ Em = ∅(n 6= m)かつ

⋃∞
n=1 En ∈ F0を満たす集合列と

する。すると、
⋃∞

n=1 En ∈ F0であるから、

∞⋃

n=1

En =
M⋃

k=1

(ak, bk]

と表される。ここでの {(ak, bk]}は互いに交わりのない区間である。
よって、各 kに対して

∞⋃

n=1

(En ∩ (ak, bk]) = (
∞⋃

n=1

En) ∩ (ak, bk] =
( M⋃

k=1

(ak, bk]
) ∩ (ak, bk] = (ak, bk]

が成立する。また、{En ∩ (ak, bk]}n=1,2,···は互いに素であり、区間の有限和集合なので
補題 1.2の仮定を満たすから、

∞∑

n=1

m0

(
En ∩ (ak, bk]

)
= m0(ak, bk]　 (1 ≤ k ≤ m)

が成立する。よって、kについて和をとると、左辺は

(左辺) =
M∑

k=1

{ ∞∑

n=1

m0(En ∩ (ak, bk])
}

=
∞∑

n=1

{ M∑

k=1

m0(En ∩ (ak, bk])
}

=
∞∑

n=1

m0

( M⋃

k=1

(En ∩ (ak, bk])
)

=
∞∑

n=1

m0(En ∩
M⋃

k=1

(ak, bk])

=
∞∑

n=1

m0(En ∩
∞⋃

n=1

En) =
∞∑

n=1

m0(En)

右辺は

(右辺) =
m∑

k=1

m0(ak, bk] = m0(
M⋃

k=1

(ak, bk]) = m0(
∞⋃

n=1

En)

となり
∞∑

n=1

m0(En) = m0(
∞⋃

n=1

En)

よって、m0は F0上で σ加法的であることが分かる。
さらに、f(αn) < ∞, f(βn) < ∞かつ lim

n→∞ f(βn) = ∞, lim
n→∞ f(αn) = −∞を満たす

(αn, βn]をとると

∞⋃

n=1

(αn, βn] = R1
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かつ、任意の n ∈ Nに対して、m0

(
(αn, βn]

)
< ∞が成立する。また、命題 1.4から、

σ(F0) = B(R1)が分かる。したがって、ホップの拡張定理から、m0は
(
R1,B(R1)

)
上の

測度 λf に一意的に拡張される。 ¥

さらに命題 1.6において f(t) = tの場合、1次元半開区間 J = (a, b]に対して、

λ(J) = f(b)− f(a) = b− a = |J | = λ∗(J)　 (λ∗はルベーグ外測度)

が成立する。このことから、任意の E ∈ B(R1)に対して

λ(E) = λ∗(E)

となり、定義 1.5 (λ.3)を満たすことが分かる。
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第2章 ルベーグ積分

前章では、d次元ユークリッド空間 Rd上にボレル集合体 B(Rd)とルベーグ測度 λを
導入した。このルベーグ測度をもとにしてRd上で定義された関数に積分が定義される。
この積分をルベーグ積分という。本章では、一般の測度空間 (X,F ,m)上でルベーグ式積
分を構成していく。さらに、ルベーグ積分で重要とされている収束定理 (単調収束定理、
ファトウの補題、ルベーグ収束定理)について述べ、証明も与える。なお、本章では、記
載が長くなるため、積分の基本的な性質の証明については割愛する。

2.1 可測関数

ルベーグ積分は可測関数に対して定義される。本節では、可測関数の定義および、そ
の基本的な性質について述べる。

定義 2.1 「可測関数」
(X,F ,m)を測度空間とする。関数 f : X 7−→ [−∞,∞]が次の条件を満たすとき、fを可
測関数という。

任意の a ∈ R1に対して　 [f > a] = {x ∈ X : f(x) > a} ∈ F

命題 2.1 関数 f : X 7−→ [−∞,∞]に対し、次の条件は同値である。
(1) f は可測関数である。
(2) 任意の実数 aに対し　 [f ≥ a] ∈ F
(3) 任意の実数 aに対し　 [f < a] ∈ F
(4) 任意の実数 aに対し　 [f ≤ a] ∈ F
(5) 任意のB ∈ B(R1)に対して [f ∈ B] ∈ F かつ [f = ∞] ∈ F

証明に関しては、参考文献 [2] p.33を参照のこと。

定義 2.2 「単純関数」
X の部分集合A ∈ F に対して,Aの定義関数 IAを次で定義する。

IA(x) =





1 (x ∈ Aのとき)

0 (x 6∈ Aのとき)

また、可測関数 f : X −→ (−∞,∞)が有限個の値しかとらないとき、単純関数という。
このとき f は次の形で表すことができる。
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f(x) =
n∑

i=1

aiIAi(x)　 (−∞ < ai < ∞, Ai ∈ F)

ここでは ai 6= aj , Ai ∩Aj = ∅ (i 6= j)
このように定めると定義関数、単純関数は可測関数である。

命題 2.2 f(x), g(x)を単純関数とし、α, β を実数とする。このとき

αf(x) + βg(x), f(x)g(x), |f(x)|
もまた単純関数である。

証明に関しては参考文献 [6] p.135を参照のこと。

命題 2.3 非負関数 f : X 7−→ [0,∞]が可測ならば非負単純関数列 {fn}が存在し、各点
x∈X で {fn(x)}(n ≥ 1)は単調非減少かつ f(x)に収束する。

証明

fn(x) =
n·2n∑

k=1

k − 1
2n

I[(k−1)2−n≤f(x)<k·2−n] + nI[f(x)≥n]　 (n ≥ 1)

とおくとき、この非負単純関数は題意を満たすことを示す。まず fn(x)が nに関して単
調非減少であることを示す。

　任意の x ∈ [
k − 1
2n

≤ f(x) <
k

2n
]　 (k = 1, 2, · · · , n · 2n)に対して fn(x) =

k − 1
2n
となる。

(1) 任意の x ∈ [
k − 1
2n

≤ f(x) <
k − 1
2n

+
1

2n+1
]　 (k = 1, 2, · · · , n · 2n)に対して

fn+1(x) =
k − 1
2n

= fn(x)

(2) 任意の x ∈ [
k − 1
2n

+
1

2n+1
≤ f(x) <

k

2n
]　 (k = 1, 2, · · · , n · 2n)に対して

fn+1(x) =
k − 1
2n

+
1

2n+1
> fn(x)

　 (1), (2)より任意の x ∈ [0 ≤ f(x) < n]に対して、fn(x) ≤ fn+1(x)

(3) 任意の x ∈ [
k − 1
2n+1

≤ f(x) <
k

2n+1
]　 (k = n · 2n+1 + 1, n · 2n+1 + 2, · · · , (n + 1) · 2n+1)

に対して

fn+1(x) =
k − 1
2n+1

fn(x) = n

よって 任意の x ∈ [n ≤ f(x) < n + 1]に対して fn(x) ≤ fn+1(x)
(4) 任意の x ∈ [n + 1 ≤ f(x)]に対して
fn(x) = n, fn+1(x) = n + 1より fn(x) ≤ fn+1(x)
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　 (1)(2)(3)(4)から fn(x) (x ∈ X)は nに関して単調非減少である。
次に, x∈X に対して fn(x) → f(x)(n →∞)を示す。
f(x0) < n　 (x0を固定)ならば

k0 − 1
2n

≤ f(x0) <
k0

2n

を満たすある k0が存在する。よって

f(x0)− fn(x0) = f(x0)− k0 − 1
2n

<
k0

2n
− k0 − 1

2n
=

1
2n

が成立する。以上より f(x) < ∞を満たす点 xについては,x ∈ [f(x) < n]なので

0 ≤ f(x)− fn(x) <
1
2n

となり、fn(x) → f(x) (n →∞)となる。f(x) = ∞となる点は x ∈ [f ≥ n]なのでそう
いう点 xに対して

fn(x) = n →∞　 (n →∞)

したがって、題意を満たす非負単純関数 fnは存在する。 ¥

命題 2.4 f, g : X 7→ (−∞,∞)が可測関数ならば、
cf(cは実数), f + g, |f |, fg,max{f, g}, min{f, g}
は可測関数である。

証明
(1)任意の a ∈ Rに対して [cf > a] ∈ F を示す。
c=0のとき,

[cf > a] =




∅ (a > 0のとき)

X (a ≤ 0のとき)

c 6= 0のとき
[cf > a] = [f >

a

c
]

よって、[cf > a] ∈ F となり cf は可測関数である。
(2) 有理数は実数のなかで稠密で可算個しかないことより
任意の a ∈ Rに対して,

[f + g > a] =
⋃

r:有理数

([f > r] ∩ [g > a− r])

右辺に現れる 2つの集合はともに F に属し、それらの可算和はであるから F に属す。
(3) a < 0の場合、[|f | > a] = X であり、a < 0のときは

[|f | > a] = [f > a] ∪ [f < −a] ∈ F

となる。よって、f が可測ならば |f |は可測となる。
(4)f · g = 1

4

{(
f + g

)2 − (
f − g

)2} であるから、f が可測ならば f2も可測であることを
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示めせば十分である。

[f2 > a] =





[|f | >
√

a] (a ≥ 0のとき)

X (a < 0のとき)

どちらの場合も、F に属しているので f2は可測関数である。

(5)(6)に関しては　max{f, g} = (f+g+|f+g|)
2 ,min{f, g} = (f+g−|f+g|)

2 であるから
(1)(2)(3)より、可測性が分かる。 ¥
また、f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0)とおくとき、f = f+− f−, |f | = f+ + f−で

あり、したがって、f が可測であることと、f+と f−がともに可測であることは同値で
ある。

命題 2.5 f, g : X 7−→ [−∞,∞]はともに可測ならば
(1) [f > g], [f = g] ∈ F となる。

証明
(1)[f > g] = [f − g > 0]であるが、f, gが可測ならば、f − gも可測なので [f > g] ∈ F
となる。
(2)　 (1)と同様に f − gが可測であるので f − gが 0に等しい集合も可測となる。 ¥

命題 2.6 {fn}(n = 1, 2, · · · )は可測関数列とするとき
(1) sup{fn(x) : n = 1, 2, · · · }, inf{fn(x) : n = 1, 2, · · · }は可測関数である。
(2) lim sup

n→∞
fn(x), lim inf

n→∞ fn(x)は可測関数である。

(3) {fn}がある関数 f に各点収束すれば、f は可測関数である。

証明
(1) a ∈ Rについて、上限が aより大きいためにはどれかひとつが aより大きくなればい
いので

{
x ∈ X : sup{fn(x) : n = 1, 2, · · · } > a

}
=

∞⋃

n=1

{x ∈ X : fn(x) > a}

より関数の上限が可測であることに従う。下限についても同様に、下限が aより大きい
ためにはすべてが aより大きくなければならないことから

{
x ∈ X : inf{fn(x) : n = 1, 2, · · · } ≥ a

}
=

∞⋂

n=1

{x ∈ X : fn(x) ≥ a}

となり、可測であることが分かる。
(2) 上極限、下極限の定義より、lim sup

n→∞
fn(x) = inf

n∈N
sup
k≥n

fn(x) であり lim inf
n→∞ fn(x) =

sup
n∈N

inf
k≥n

fn(x)だから (1)より lim sup
n→∞

fn(x), lim inf
n→∞ fn(x)は可測関数である。

(3)　 lim
n→∞ fn(x)の値が存在するなら、 lim

n→∞ fn(x) = lim sup
n→∞

fn(x) = lim inf
n→∞ fn(x)より

f(x)は可測関数である。 ¥
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2.2 積分の定義

測度空間 (X,F ,m)を固定して考える。(X,F)上で定義された可測関数に対して、測
度mをもとにしたルベーグ式積分を定義する。その方法とはまず定義関数の積分を定め、
これをもとに、一般の可測関数まで積分の定義を拡張していく。

定義 2.3 「定義関数の積分」
A ∈ F に対する定義関数 f = IAの積分を

∫

X
f(x)m(dx) = m(A)

と定める。

定義 2.4 「非負単純関数の積分」
非負単純関数

f =
n∑

i=1

aiIAi　 (ai ≥ 0, Ai ∈ F )

に対しては ∫

X
f(x)m(dx) =

n∑

i=1

aim(Ai)

と定める。

命題 2.7 f, gを 2つの非負単純関数とする。
(1)　定数 c > 0に対して

∫

X
cf(x)m(dx) = c

∫

X
f(x)m(dx)

(2) ∫

X
(f + g)(x)m(dx) =

∫

X
f(x)m(dx) +

∫

X
g(x)m(dx)

(3)

f(x) ≥ g(x)　ならば
∫

X
f(x)m(dx) ≥

∫

X
g(x)m(dx)

定義 2.5 「非負可測関数の積分」
f : X 7→ [0,∞]を非負可測関数とすると、f(x)に各点収束する非負単純関数列 {fn(x)}が
存在し,その積分値の数列 {∫

X
fn(x)m(dx)

}

n=1,2,···
は単調非減少列だから、その極限値が有限値または、∞として確定する。この値を∫

X
f(x)m(dx) = lim

n→∞

∫

X
fn(x)m(dx)

と表し、f のX 上の積分という。しかし、この定義が意味をもつためには、右辺の極限
値が f を近似する非負単純関数列 {fn}の選び方に依存しないことを示す必要がある。そ
して、そのことを次の命題 2.8で確かめる。
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命題 2.8 {fn}n=1,2,···, {gn}n=1,2,···はともに非負単純関数の非減少列で

lim
n→∞ fn(x) = lim

n→∞ gn(x) ≤ ∞　 (x ∈ X)

ならば

lim
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) = lim

n→∞

∫

X
gn(x)m(dx) ≤ ∞　

命題 2.8を証明するために、補題 2.1を用意する。

補題 2.1 {fn}n=1,2,···は非負単純関数の非減少列で,b > 0, B ∈ F に対して

lim
n→∞ fn(x) ≥ bIB(x)

ならば

lim
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) ≥ bm(B)

証明
仮定から,任意の ε > 0に対して

∞⋃

n=1

[fn > b− ε] ⊃ Bを満たす。

なぜなら任意の x ∈ Bをとると
lim

n→∞ fn(x) ≥ b

が成立する。よって任意の ε > 0 に対してあるN ∈ Nが存在して、任意の n ≥ N に対
して

fn(x) > b− ε

が成立するので

x ∈
∞⋃

n=1

[fn > b− ε]

また、任意の x ∈ [fn > b− ε]をとると

b − ε < fn(x)を満たし, fn(x)は単調非減少なので b − ε < fn(x) ≤ fn+1(x)が成立す
る。

よって x ∈ [fn+1(x) > b− ε]

このことから
{

[fn > b− ε]
}

(n = 1, 2, · · · )は単調増加列より極限値が存在し

lim
n→∞m

(
[fn > b− ε]

)
= m

( ∞⋃

n=1

[fn > b− ε]
)
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が成立する。また、任意の ε > 0 に対して

fn(x) ≥ (b− ε)I([fn>b−ε])

より ∫

X
fn(x)m(dx) ≥ (b− ε)m([fn > b− ε])

となり、n →∞すれば、任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) ≥ (b− ε) lim

n→∞m([fn > b− ε])

≥ (b− ε)m(B)

よって示せた。 ¥
命題 2.8の証明

各m ≥ 1に対して

lim
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) ≥

∫

X
gm(x)m(dx)

を示せば十分。今、gmをを互いに素な可測集合 {B1, · · · , Bl}を用いて

gm =
l∑

j=1

bjIBj　 (x ∈ X)

と表し
fn,j = fnIBj

とおく。仮定から
lim

n→∞ fn,j(x) ≥ gm(x)IBj (x) = bjIBj (x)

補題 2.1より

lim
n→∞

∫

X
fn,j(x) ≥ bjm(Bj)

また

fn(x) ≥
l∑

j=1

fn,j(x)　 (x ∈ X)

が成立するから

∫

X
fn(x)m(dx) ≥

∫

X

l∑

j=1

fn,j(x)m(dx)　 (x ∈ X)
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よって

lim
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) ≥ lim

n→∞

∫

X

l∑

j=1

fn,j(x)m(dx)

= lim
n→∞

l∑

j=1

∫

X
fn,j(x)m(dx)

≥
l∑

j=1

bjm(Bj)

=
∫

X
gm(x)m(dx)

ゆえに成立する。 ¥
以上の結果から任意の非負可測関数 f の積分は f を近似する任意の非負単純関数の積

分値の極限をとることによって定められる。

定義 2.6 「一般の可測関数の積分」
f : X 7→ [−∞,∞]を可測関数とする。∫

X
|f(x)|m(dx) < ∞のとき、m可積分という。

このとき、f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) = max{−f(x), 0}の積分値も有限だから f の
積分値を次のように定める。∫

X
f(x)m(dx) =

∫

X
f+(x)m(dx)−

∫

X
f−(x)m(dx)

命題 2.9 2つの可測関数 f, gはともにm可積分ならば
(1) 任意の実数 a, bに対して、af + bgもm可積分で∫

X
(af + bg)(x)m(dx) = a

∫

X
f(x)m(dx) + b

∫

X
g(x)m(dx)

(2)さらに f(x) ≥ g(x)　 (x∈X)ならば∫

X
f(x)m(dx) ≥

∫

X
g(x)m(dx)

定義 2.7 「部分集合上の積分」
可測関数 f : X 7→ [−∞,∞]およびE ∈ F に対して、IEf がm可積分ならば∫

E
f(x)m(dx) =

∫

X
IEf(x)m(dx)

と表し,f のE上の積分という。

命題 2.10 E1 ∈ F , E2 ∈ F , E1 ∩ E2 = ∅とする。f は E1∪E2 上m可積分ならば,f は
E1およびE2上でm可積分で∫

E1∪E2

f(x)m(dx) =
∫

E1

f(x)m(dx) +
∫

E2

f(x)m(dx)
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2.3 収束定理

本節では、単調収束定理、ファトウの補題、ルベーグの収束定理などのいわゆる収束
定理とよばれている諸定理を紹介する。

定理 2.1 「単調収束定理」
{fn}は非負可測関数の非減少列とする。すなわち

0≤fn(x)≤fn+1(x)　 (x ∈ X,n ≥ 1)

このとき

lim
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) =

∫

X
lim

n→∞ fn(x)m(dx)

証明
各 n ≥ 1に対して fnに各点収束する非負単純関数の非減少列 {fn,m}m=1,2,···をとってく
ると定義 2.5によって次の式が成立する。

lim
m→∞

∫

X
fn,m(x)m(dx) =

∫

X
fn(x)m(dx)

また、gm(x) = max
1≤n≤m

fn,m(x)とおくと gm(x)は非負単純関数となる。よって

gm(x) ≤ max
1≤n≤m

fn,m(x) ≤ max
1≤n≤m

fn,m+1(x) = gm+1(x)

から、gm(x)はmに関して単調非減少である。さらに

fn,m(x) ≤ gm(x) ≤ max
1≤n≤m

fn(x) = fm(x)　 (1 ≤ n ≤ m) (2.1)

よってm →∞ すると (2.1)は

fn(x) ≤ lim
m→∞ gm(x) ≤ f(x)

だから {gm}は f = lim
n→∞ fnに各点収束する非負単純関数の非減少列である。よって命題

2.8と (2.1)より
∫

X
f(x)m(dx) = lim

m→∞

∫

X
gm(x)m(dx)

≤ lim
m→∞

∫

X
fm(x)m(dx)

他方 f(x) ≥ fm(x)　 (x ∈ X, m ≥ 1) から
∫

X
fm(x)m(dx) ≤

∫

X
f(x)m(dx)

lim
n→∞

∫

X
fm(x)m(dx) ≤

∫

X
f(x)m(dx)

以上より定理 2.1が成立する。 ¥
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定理 2.2 「ファトウの補題」
{fn}は非負可測関数の列とするとき

lim inf
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) ≥

∫

X
lim inf
n→∞ fn(x)m(dx)

証明
gn(x) = inf

m≥n
fm(x)とおくと {gn(x)}n=1,2,···は非負可測関数の非減少列で

gn(x) = inf
m≥n

fm(x) ≤ fn(x)　 (x ∈ X)

を満たす。また

lim
n→∞ gn(x) = lim

n→∞ inf
m≥n

fm(x) = lim inf
n→∞ fn(x)　 (x ∈ X)

となる。以上より

lim inf
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) ≥ lim inf

n→∞

∫

X
gn(x)m(dx)

= lim
n→∞

∫

X
gn(x)m(dx)

=
∫

X
lim

n→∞ gn(x)m(dx)　 (定理 2.1より)

=
∫

X
lim inf
n→∞ fn(x)m(dx)

よって定理 2.2が示せた。 ¥

定理 2.3 「ルベーグ収束定理」
m可積分関数列 {fn}と可測関数 f は次の条件を満たす。
(1)　各点 x ∈ X で lim

n→∞ fn(x) = f(x)

(2)　非負m可積分関数 gが存在し、

|fn(x)| ≤ g(x)　 (x ∈ X, n ≥ 1) (2.2)

そのとき fもm可積分で

lim
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) =

∫

X
f(x)m(dx)

証明
(2.2)から

|f(x)| ≤ g(x)　 (x ∈ X, n ≥ 1)
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が成立するので
∫

X
|f(x)|m(dx) ≤

∫

X
g(X)m(dx) =

∫

X
|g(x)|m(dx) < ∞

となる。よって、f はm可積分である。そこで hn(x) = g(x)− fn(x)とおくと、{hn}も
非負可測関数列である。ここで、ファトウの補題を用いると

lim inf
n→∞

∫

X
{g(x) + fn(x)}m(dx) ≥

∫

X
lim inf
n→∞ {g(x) + fn(x)}m(dx)

=
∫

X
{g(x) + lim inf

n→∞ fn(x)}m(dx)

=
∫

X
{g(x) + f(x)}m(dx)

よって

lim inf
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) ≥

∫

X
f(x)m(dx)

が成立する。また、kn(x) = g(x)− fn(x)とおくと

lim inf
n→∞

∫

X
{g(x)− fn(x)}m(dx) ≥

∫

X
g(x)m(dx)−

∫

X
f(x)m(dx)

lim inf
n→∞

∫

X
{−fn(x)}m(dx) ≥ −

∫

X
f(x)m(dx)

− lim inf
n→∞

∫

X
{−fn(x)}m(dx) ≤

∫

X
f(x)m(dx)

lim sup
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) ≤

∫

X
f(x)m(dx) ≤ lim inf

n→∞

∫

X
fn(x)m(dx)

以上より

lim
n→∞

∫

X
fn(x)m(dx) =

∫

X
f(x)m(dx)

が成立する。 ¥

定理 2.4 (1) 非負可測関数の列 {fn}n≥1に対して、

∫

X

( ∞∑

n=1

fn(x)
)
m(dx) =

∞∑

n=1

∫

X
fn(x)m(dx)

(2) m可積分関数の列 {fn}n≥1が

∞∑

n=1

∫

X
|fn(x)|m(dx) < ∞

を満たせば
∑∞

n=1 fnもm可積分で

∫

X

( ∞∑

n=1

fn(x)
)
m(dx) =

∞∑

n=1

∫

X
fn(x)m(dx)
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(3)m可積分関数 f とEn∩Em = ∅(n 6= m)を満たす可測集合の列 {En}n ≥ 1に対して、

∞∑

n=1

∫

En

fn(x)m(dx) =
∫

∪∞n=1En

f(x)m(dx)

定義 2.8 「概収束」
(X,F ,m)を測度空間上で定義された関数 fや可測関数の列{fn}に関する命題がm(E) = 0
をみたすある集合 E ∈ F の点をのぞくすべての点 xで成り立つとき、その命題はmに
関してほとんど到るところで成立するといいm− a.e.x ∈ X と表す。例えば

f(x) = 0　m− a.e.x

は
m([f 6= 0]) = m(x ∈ X : f(x) 6= 0) = 0

の意味である。
可測関数列 {fn}がほとんど到るところで f に収束するとき

lim
n→∞ fn(x) = f(x)　m− a.e.x ∈ X

と表し、{fn}は f にm-a.e収束 (概収束)するという。この正確の意味は

m
(
x ∈ X : lim

n→∞ fn(x) 6= f(x)
)

= 0

である。

単調収束定理 (定理 2.1)、ルベーグ収束定理 (定理 2.3)において可測関数の列 {fn}は
各点収束することを仮定したが、概収束に置き換えても成立する。証明に関しては参考
文献 [3] p.99,p.102-104を参照のこと。

命題 2.11 (1) m可積分関数 f が
∫

X
|f(x)|m(dx) = 0

となるための必要十分条件は

f(x) = 0　m− a.e.x ∈ X

(2) f はm可積分, gは可測関数で

g(x) = f(x)　m− a.e.x

ならば gもm可積分で ∫

X
f(x)m(dx) =

∫

X
g(x)m(dx)
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命題 2.12
∫

X
|f(x)|m(dx) < ∞ならば |f(x)| < ∞ m− a.e.x ∈ X

証明
M > 0に対し

EM = [|f | ≥ M ]

とおくと
MIEM

≤ |f |
なので両辺の積分を比べると

m(EM ) ≤ 1
M

∫

X
|f(x)|m(dx)

ゆえに
m(|f | = ∞) = lim

M→∞
m(EM ) = 0

となり |f(x)| < ∞ m− a.e.xが成立する。 ¥

命題 2.13 X 上の 2つのm可積分関数 f ,gに対して,次の (1), (2)は同値である。
(1)f(x) = g(x) m− a.e.x∈X

(2)任意のE ∈ F に対して
∫

E
f(x)m(dx) =

∫

E
g(x)m(dx)

定義 2.9 「測度収束」
{fn}は可測関数列で f は可測関数とする。任意のε > 0対して、

lim
n→∞m(x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ε) = 0

をみたすとき {fn}は f に測度収束するという。
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第3章 確率論の基本的な概念

本章では、まず初等確率モデル、確率空間を述べる。第 1章で測度空間を定義したが、
確率空間は全測度 1の測度空間として定義されている。そして、可測関数を確率変数と
し、可測関数の積分値を期待値として扱うことから、ルベーグ積分で得られた結果を利
用することができる。

3.1 初等確率モデル

ランダムな実験 (試行)において出現する結果全体の集合を Ωで表し、標本空間とい
う。そして、標本空間 Ω の各要素を標本といい、標本空間の部分集合を事象という。ま
た、事象の集まりを F で表し、F を事象族という。
一般に標本空間Ωが有限集合の場合には、F としてΩの部分集合全体としてとることが
できる。
ここで、硬貨投げ試行について考える。硬貨を投げて表が出れば 1、裏が出れば 0と表

すことにする。また、n回硬貨投げ試行の標本空間を Ωn、事象族を Fnとする。

例 3.1 硬貨を 1回投げる試行の標本空間は

Ω1 = {0, 1}

である。また、硬貨を 2回投げる試行の標本空間は

Ω2 = {ω = (i, j) : i, j ∈ {0, 1}}

である。

例 3.2 硬貨を n回投げる試行の標本空間は

Ωn = {ω = (i1, i2, . . . , in) : ik∈{0, 1}, 1 ≤ k ≤ n} (3.1)

である。

例 3.3 無限回硬貨投げ試行の標本空間は

Ω = {ω = (i1, i2, . . .) : ik∈{0, 1}, k ∈ N} (3.2)

である。

39



例 3.4 硬貨投げ 1回試行における事象族 F1は

A1 = {0, 1}, A2 = {1}, A3 = {0}, A4 = ∅

とおくと
F1 = {A1, A2, A3, A4}

となる。

命題 3.1 Fnの元の個数は 22n
である。

証明
Ωnの要素の個数は 2nである。よってΩnのすべて部分集合の個数は、m = 2nとおくと、

m∑

k=0

mCk = (1 + 1)m = 2m = 22n

となる。 ¥

また、偏りがない硬貨を n回投げた時、各事象A ∈ Fnの確率 P (A)は

P (A) =
Aの要素の数
Ωnの要素の数

=
Aの要素の数

2n
(3.3)

と定められる。

このように定めた確率 P は事象族 Fn上で定義された関数で次の性質をもつ。
(P.1)　 0 ≤ P (A) ≤ 1　 (∀A ∈ Fn),　 P (Ω) = 1
(P.2)　A ∈ Fn, B ∈ Fn, A∩B = ∅ならば

P (A∪B) = P (A) + P (B)　　（有限加法性）

一般的に、有限標本空間Ω,事象族F および (P.1), (P.2)を満たす P の組 (Ω,F , P )を
初等確率モデルとする。そして、標本空間のそれぞれの元 ω に対し実数X(ω)を対応さ

せたものを確率変数という。
次に、確率変数Xのとりうる値の集合 (値域)をRX で表す。このとき、次の関係によ

りRX 上の非負関数 µX : RX → [0,∞)が定まる。

µX(a) = P (X = a)　 (a ∈ RX)

この µX をXの分布という。またXの期待値E(X)および分散 V (X)は次の式により
定義する。

E(X) =
∑

a∈RX

aP (X = a) =
∑

a∈RX

aµX(a)

V (X) = E((X − E(X))2) =
∑

a∈RX

(a−E(X))2µX(a)
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3.2 確率空間について

定義 3.1 「有限加法的確率空間」
Aは集合X の F 集合体とする。(X,A)上で定義された有限加法的な非負集合関数 P を
有限加法的測度という。すなわち、
(p.1)　 P (∅) = 0, P (X) = 1,≤ P (E) ≤ 1　 (E ∈ A)
(p.2)　 n ≥ 2に対して、Ej ∈ A(1 ≤ j ≤ n), Ej ∩ Ek = ∅(j 6= k)ならば

P (
n⋃

j=1

Ej) =
n∑

j=1

P (Ej)

を満たす。このとき、(X,A, P )を有限加法的確率空間という。

定義 3.2 「確率空間」
P (Ω) = 1を満たす測度空間 (Ω,F , P )を確率空間という。すなわち、
(F .1)　 Ω ∈ F
(F .2)　A ∈ F ならば　Ac ∈ F
(F .3)　An ∈ F ならば　 ∪∞n=1 An ∈ F
さらに P は F 上で定義された関数で
(P.1)　 0 ≤ P (A) ≤ 1　 (∀A ∈ F),　 P (Ω) = 1
(P.2)　An ∈ F 　 (n = 1, 2, · · · ), An ∩Am = ∅ならば,

P (
∞⋃

n=1

An) =
∞∑

n=1

P (An)　 (σ加法性)

を満たす。このとき、Ωを標本空間、F を事象族、P を確率測度という。また、命題 1.7
の性質が、確率 P に対しても成立する。

定義 3.3 「確率変数」
Ω 上で定義された関数X : Ω → R1が F 可測のとき、X を確率変数という。
すなわち、(Ω,F , P )上で関数Xが任意の a ∈ R に対して

{ω ∈ Ω : X(ω) > a} ∈ F
を満たすとき、関数X を確率変数という。

定義 3.4 「独立 ·分布」
Xk(k = 1, 2, · · ·, n)を確率空間 (Ω,F , P )上の実数値確率変数とする。このとき {Xk}n

k=1

が独立であるとは、任意の a1, · · · , an ∈ R1に対して、次式が成り立つときにいう。

P (X1 ≤ a1, · · · , Xn ≤ an) = P (X1 ≤ a1) · · ·P (Xn ≤ an)　 (3.4)

さらに nが無限のとき {Xk}k≥1が独立であるとは、任意のN ≥ 1に対して {Xk}N
k=1が

独立であるときにいう。
特に,Xkが可算個の値 S = {aj}j≥1しかとらないとき、(3.4)は次の条件と同値である。

P (X1 = b1, · · · , Xn = bn) = P (X1 = b1)· · ·P (Xn = bn)　 (bk∈S, k = 1, · · · , n)

また µX(A) = P (X∈A)をX の分布という。
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定義 3.5 「期待値」
確率空間 (Ω,F , P )上で

∫
Ω |X(ω)|P (dω) < ∞ (P 可積分)のとき、

E(X) =
∫

Ω
X(ω)P (dω)

とおき、E(X)をX の期待値という。また、非負確率変数X に対しては
∫

Ω
X(ω)P (dω) = ∞

のときX の期待値は無限大といい

E(X) = ∞

と表す。

命題 2.9(1)から次の命題が得られる。

命題 3.2 「期待値の線形性」
X,Y が P 可積分な確率変数のとき実数 a, bに対して aX + bY も P 可積分な確率変数と
なり

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y )

命題 3.3 {Xn}を次の条件を満たす確率変数列とする。
∞∑

n=1

E(|Xn|) < ∞

このとき
∞∑

n=1

|Xn| < ∞　 P − a.s　かつ　E(
∞∑

n=1

Xn) =
∞∑

n=1

E(Xn)

定理 2.4(2)と命題 2.12から示される。

命題 3.4 「期待値の積公式」
確率変数X1, X2は独立でかつP可積分であるなら、その積X1X2もP可積分となり、以
下の等式が成立する。

E(X1X2) = E(X1)E(X2)

証明
まず、X1, X2がともに、非負の確率変数の場合を示す。命題 2.3よりX1(ω), X2(ω)に各
点収束するような単調非減少な非負単純関数 fn(ω), gn(ω)を以下のようにおく。

fn(ω) =
n·2n∑

k=1

k − 1
2n

I[(k−1)2−n≤X1(ω)<k·2−n] + nI[X1(ω)≥n]　 (n ≥ 1)
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gn(ω) =
n·2n∑

l=1

l − 1
2n

I[(l−1)2−n≤X2(ω)<l·2−n] + nI[X2(ω)≥n]　 (n ≥ 1)

とおく。まず、E(fngn) = E(fn)E(gn)となることを示す。

E(fngn)

= E
( n·2n∑

k=1,l=1

k − 1
2n

· l − 1
2n

I[(k−1)2−n≤X1(ω)<k·2−n](ω) · I[(l−1)2−n≤X2(ω)<l·2−n](ω)

+ n

n·2n∑

k=1

k − 1
2n

I[(k−1)2−n≤X1(ω)<k·2−n](ω) · I[X2(ω)≥n](ω)

+ n

n·2n∑

l=1

l − 1
2n

I[(l−1)2−n≤X2(ω)<l·2−n](ω) · I[X1(ω)≥n](ω)

+ n2I[X1(ω)≥n](ω) · I[X2(ω)≥n](ω)
)

=
n·2n∑

k=1,l=1

k − 1
2n

· l − 1
2n

P
(
(k − 1)2−n ≤ X1(ω) < k · 2−n, (l − 1)2−n ≤ X2(ω) < l · 2−n

)

+ n

n·2n∑

k=1

k − 1
2n

P
(
(k − 1)2−n ≤ X1(ω) < k · 2−n, X2(ω) ≥ n

)

+ n
n·2n∑

l=1

l − 1
2n

P
(
(l − 1)2−n ≤ X2(ω) < l · 2−n, X1(ω) ≥ n

)

+ n2P
(
X1(ω) ≥ n,X2(ω) ≥ n

)
(3.5)

X1, X2の独立性から (3.5)は

E(fngn)

=
n·2n∑

k=1,l=1

k − 1
2n

· l − 1
2n

P
(
(k − 1)2−n ≤ X1(ω) < k · 2−n

)
P

(
(l − 1)2−n ≤ X2(ω) < l · 2−n

)

+ n
n·2n∑

k=1

k − 1
2n

P
(
(k − 1)2−n ≤ X1(ω) < k · 2−n

)
P

(
X2(ω) ≥ n

)

+ n

n·2n∑

l=1

l − 1
2n

P
(
(l − 1)2−n ≤ X2(ω) < l · 2−n

)
P

(
X1(ω) ≥ n

)

+ n2P
(
X1(ω) ≥ n

)
P

(
X2(ω) ≥ n

)

= E(fn)E(gn) (3.6)

となる。fn, gnは単調非減少の非負単純関数なので単調収束定理が適用でき、

lim
n→∞E(fngn) = E

(
lim

n→∞ fngn

)
= E(X1X2)
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lim
n→∞E(fn)E(gn) = E(X1)E(X2)

となり
E(X1X2) = E(X1)E(X2)

が成立する。
一般の確率変数X1, X2に関しては

X1 = X+
1 −X−

1 , X2 = X+
2 −X−

2

と考えれば

E(|X1X2|) = E
(
(X+

1 + X−
1 )(X+

2 + X−
2 )

)

= E(X+
1 )E(X+

2 ) + E(X+
1 )E(X−

2 )

+ E(X−
1 )E(X+

2 ) + E(X−
1 )E(X−

2 )

< ∞

となり,X1X2は P 可積分となる。さらに

E(X1X2) = E
(
(X+

1 −X−
1 )(X+

2 −X−
2 )

)

= E(X+
1 )E(X+

2 )− E(X+
1 )E(X−

2 )

− E(X−
1 )E(X+

2 ) + E(X−
1 )E(X−

2 )

=
(
E(X+

1 )−E(X−
1 )

)(
E(X+

2 )−E(X−
2 )

)

= E(X+
1 −X−

1 )E(X+
2 −X−

2 ) = E(X1)E(X2)

が成立する。よって、命題 3.4が示された。 ¥

定理 3.1 「チェビシェフの不等式」
E(|X|p) =

∫
Ω |X(ω)|pP (dω) < ∞のとき、任意の a > 0に対して、

P (|X| ≥ a) ≤ 1
ap

∫

Ω
|X(ω)|pP (dω)　 (p ≥ 1)

証明
任意の a > 0に対して、

∫

Ω
|X(ω)|pP (dω) =

∫

X≥a
|X(ω)|pP (dω) +

∫

X<a
|X(ω)|pP (dω)

≥
∫

X≥a
|X(ω)|pP (dω)

≥
∫

|X|≥a
apP (dω)

= ap

∫

Ω
I|X|≥a(ω)P (dω)

= apP (|X| ≥ a)

¥
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定義 3.6 「モーメント ·分散」
確率変数Xおよび整数m ≥ 1に対して、E(|X|m) < ∞のとき,E(Xm)をXのm次モーメント
という。特に、E(X2) < ∞のとき

V (X) = E
(
(X −m)2

)
　 (m = E(X))

をX の分散という。

命題 3.5 以下の等式が成立する。

V (X) = E(X2)− (
E(X)

)2

証明

V (X) = E
(
(X −m)2

)
=

∫

Ω
(X −m)2P (dω)

=
∫

Ω
(X2 − 2mX + m2)P (dω)

=
∫

Ω
X2P (dω)− 2m

∫

Ω
XP (dω) + m2

∫

Ω
P (dω)

= E(X2)− 2m2 + m2 = E(X2)− (
E(X)

)2

¥

定義 3.7「P-a.s.」
ある確率的な命題が確率 1で成立するとき、その命題はほとんど確実に成立する (また
はP-a.s.に成立する)という。例えば、確率変数X に対し,P (X∈E) = 1ならば

X ∈ E P − a.s.

と表す。また確率変数列 {Xn}と確率変数X に対し

P ( lim
n→∞Xn = X) = 1

ならば {Xn}はX に P − a.s.収束するといい

Xn → X (n →∞) P − a.s

と表す。

定理 3.2 確率変数列 {Xn}n=1,2,···および確率変数X に対して
(1)単調収束定理

0 ≤ Xn ≤ Xn+1 (n ≥ 1)かつXn → X P − a.s

ならば
lim

n→∞E(Xn) = E(X)
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(2)ファトウの補題
Xn ≥ 0 P − a.s (n ≥ 1)

ならば
lim inf
n→∞ E(Xn) ≥ E(lim inf

n→∞ Xn)

(3)ルベーグ収束定理

Xn → X 　 (n →∞) P − a.s.

と仮定する。このとき期待値をもつ非負確率変数 Yが存在して

|Xn| ≤ Y 　 P − a.s. (n ≥ 1)

を満たせば、X も期待値をもち

lim
n→∞E(Xn) = E(X)

3.3 大数の法則

独立で同分布をもつ確率変数列 {Xn}に対して、その算術平均

X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

は n→∞のとき、X1の期待値に収束するという主張を大数の法則という。この大数の法
則には強法則と弱法則があり、強法則では、算術平均の極限が期待値に収束する確率は
1であると主張する。一方、弱法測では、n回の算術平均が試行回数を増やすことで期待
値に測度収束するという主張である。本章では、大数の弱法則及び 4次のモーメントが
存在する条件の下で強法則が成立することを示す。

定理 3.3 「大数の弱法則」
独立、同分布をもつ確率変数列 {Xn}n=1,2,···は分散をもつと仮定する。すると、同分布
よりm = E(Xn), σ2 = V (Xn)とおくことができる。
そのとき、以下の等式が成立する。
任意の ε > 0に対して

lim
n→∞P (| 1

n

n∑

k=1

Xk −m| ≥ ε) = 0　 i.e.　 lim
n→∞P (| 1

n

n∑

k=1

Xk −m| < ε) = 1

　
証明

{Xn}が独立であるから、mが定数なので {X̃n = Xn −m}も独立となる。よって

1
n

n∑

k=1

Xk −m =
1
n

n∑

k=1

(Xk −m) =
1
n

n∑

k=1

X̃k
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から、Xnの代わりに、{X̃n}を考えることにより、初めからm = 0すなわち、E(Xn) = 0
として良い。このとき、V (Xn) = E(Xn

2)が成り立つ。また、独立性から i 6= j(i, j ∈ N)
のとき、E(XiXJ) = E(Xi)E(Xj)を満たす。このことから

E((
n∑

k=1

Xk)2) =
n∑

k=1

E(Xk
2) =

n∑

k=1

V (Xk) = nσ2

が成立する。よって、任意の ε > 0 に対して、

P (| 1
n

n∑

k=1

Xk| ≥ ε) = P (|
n∑

k=1

Xk| ≥ εn)

≤ E(
∑n

k=1 Xk)2

ε2n2
　 (チェビチェフの不等式より)

≤ nσ2

ε2n2
=

σ2

ε2n

であるから n →∞とすれば示される。 ¥

定理 3.4 「大数の強法則」
{Xn}n=1,2,···を独立、同分布の確率変数列で E(Xn

4) < ∞を仮定する。そのとき、m =
E(X1)とおくと

P ( lim
n→∞

1
n

n∑

k=1

Xk = m) = 1

が成立する。

ここでは 4次のモーメントが存在する条件の下で大数の強法則を証明する。一般的に
は独立、同分布の確率変数列 {Xn}に対する大数の強法則は、Xnの期待値の存在を仮定
するだけで成立することが知られている。参考文献 [1]ｐ.282を参照のこと。

証明
Xnの代りに、{X̃n = Xn −m}を考えることにより、初めからm = 0と仮定して証明
すればよい。

Yn =
X1 + · · ·+ Xn

n

とおいて、

E(Yn
4) =

1
n4

E((
n∑

j=1

Xj)4)

=
1
n4

∑

1≤i,j,k,l≤n

E(XiXjXkXl)

=
1
n4
{nE(X1

4) + 3n(n− 1)E(X2
1 )2}

≤ 1
n2

C 　　 (C;定数) (3.7)
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なぜなら、独立性の仮定とm = E(Xn) = 0を用いれば、j, k, l,mが異なるならば、
E(Xj

3Xk), E(Xj
2XkXl), E(XjXkXlXm)の値はすべて 0になる。

ゆえに、0でない項は、
E(Xj

4) = E(X1
4)の形のものが n個ある。

そして、E(Xj
2Xk

2) を満たす j, k の組み合わせは nC2 通りあり、j, k を固定すると、
E(Xj

2Xk
2)の組み合わせは 4C2通りある。

よって、E(Xj
2Xk

2) = E(Xj
2)E(Xk

2) = E(X1
2)2の形のものが nC2 × 4C2 = 3n(n− 1)

個ある。

また,SN =
N∑

n=1

Y 4
n として単調収束定理を適用すると lim

N→∞
SN =

∞∑

n=1

Y 4
n で

lim
N→∞

E(SN ) = E( lim
N→∞

SN )

が成立する。よって
∞∑

n=1

E(Yn
4) = E(

∞∑

n=1

Yn
4)

が成立する。そして (3.7)より

E(
∞∑

n=1

Yn
4) ≤

∞∑

n=1

C

n2
< ∞

が成立する。よって、命題 3.3より

∞∑

n=1

Yn
4 < ∞　 P − a.s

となり

P (
∞∑

n=1

Yn
4 < ∞) = 1

成立する。したがって、
P ( lim

n→∞Yn = 0) = 1

となり、大数の強法則が示される。 ¥

48



第4章 有限試行の無限回反復を実現する
確率空間について

4.1 導入

偏りのない硬貨を n回投げる試行を考える。表が出れば 1裏が出れば 0とすれば、標本
空間は例 3.2で示した標本空間となる。そして、FnをΩnの部分集合全体とすると、Fn

の任意の要素Aに対して,

P (A) =
Aの要素の個数
Ωnの要素の個数

=
Aの要素の個数

2n

とすると、初等確率モデル (Ωn,Fn, P )を構成することができた。
次に偏りのない硬貨を無限回投げる試行を考える。標本空間 Ωは

Ω = {ω = (i1, i2, . . .) : ik ∈ {0, 1}, k ≥ 1}

で表される。また、任意の ω ∈ Ωに対して A = {ω}をとる。初等確率モデルと同様に
P (A)の値を定めると以下のようになる。

P (A) =
Aの要素の個数
Ωの要素の個数

=
1
∞ = 0

よって、このような方法では、1点集合の確率はすべて 0となってしまう。すなわち 1点
集合の確率を規定しても、事象を測ることは無理となる。また、標本空間が有限集合で
ある時、事象族は標本空間の部分集合全体としてとれる一方、標本空間が無限集合であ
る時、標本空間の部分集合全体としてとることができない。このことから、事象族及び
確率測度を定めることは容易ではない。
そこで本章では、より一般化し、有限試行を無限回反復させる試行を考える。第 1章

で示したホップの拡張定理を応用し、有限試行の無限回反復を実現する確率空間を構成
する。

4.2 主定理

今、Sを有限集合 {s1, s2, · · · , sl}とし、0 < psi < 1,
∑

si∈S

psi = 1 となるように各 siに

対して psi を定める。また、標本空間 Ωを

Ω = SN = {ω = (i1, i2, . . .) : ik ∈ {s1, · · · , sl}, k ∈ N}
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とする。
さらに、任意の ω ∈ Ω,任意の k ∈ N に対して、zk(ω) を無限列 ω の第 k座標の値とす
ると ωは次のように表される。

ω =
(
z1(ω), z2(ω), . . .

)

次に
A = {ω ∈ Ω :

(
z1(ω), . . . , zn(ω)

) ∈ H}　 (H ⊂ Sn) (4.1)

という集合を考える。この形の集合を長さ nのシリンダー集合という。また、

C0 =
{{ω ∈ Ω :

(
z1(ω), . . . , zn(ω)

) ∈ H} : n ∈ N ,H⊂Sn
}

(4.2)

とする。そして (4.1)で定めた集合Aに対して

P (A) =
∑

(u1,u2,···,un)∈H

pu1 · · · pun (4.3)

とする。
S = {s1, s2, · · · , sl}が与えられたとき、上のように定めた psi(1 ≤ i ≤ l),Ω, C0, P に対

して、次の主定理が成立する。

主定理¶ ³

(4.3)で定義した P を可測空間
(
Ω, σ(C0)

)
上の確率測度 P として一意的に拡

張できる。
µ ´

4.3 主定理の証明

ホップの拡張定理 (定理 1.4)と σ加法性と同値の条件 (定理 1.5)から後に述べる命題
4.1を示せば,(4.3)で定義した P を可測空間

(
Ω, σ(C0)

)
上の確率測度 P として一意的に

拡張できる。まず、命題 4.1の条件である (Ω, C0, P )が有限加法的確率空間であることを
示す。¶ ³
補題 4.1 (Ω, C0, P )は有限加法的確率空間である。

µ ´
証明

最初に、C0が F 集合体であることを示す。
(1) H = ∅とおけば ∅ ∈ C0である。
(2) A = {ω ∈ Ω :

(
z1(ω), . . . , zn(ω)

) ∈ H}ならば

Ac = {ω ∈ Ω :
(
z1(ω), . . . , zn(ω)

) ∈ Sn ∩Hc} (Sn ∩Hc ⊂ Sn) (4.4)

となる。よって、Ac ∈ C0となる。
(3) A, B ∈ C0ならばA ∪B ∈ C0を示す。

A = {ω ∈ Ω :
(
z1(ω), . . . , zn(ω)

) ∈ H} (4.5)
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B = {ω ∈ Ω :
(
z1(ω), . . . , zm(ω)

) ∈ I} (4.6)

とすると (4.5)のAは以下のA′として表現できる。
n ≤ mに対して

A′ = {ω ∈ Ω :
(
z1(ω), . . . , zm(ω)

) ∈ H ′} (H ′ = H × S(m−n)) (4.7)

よって

A ∪B = A′ ∪B = {ω ∈ Ω :
(
z1(ω), . . . , zm(ω)

) ∈ H ′ ∪ I} (H ′ ∪ I ⊂ Sm)

からA ∪B ∈ C0となり、m ≤ nのときも同様に考えるとA ∪B ∈ C0を満たす。
(1), (2), (3)より、C0は F 集合体となる。
次に,(4.5)で定めた Aと (4.7)で定めた A′に対して、P (A) = P (A′)となることを示

す。さきほどと同様に、n ≤ mのときを示せば十分である。

P (A′) =
∑

(u1,...,um)∈H′
pu1 · · · pum

=
∑

(u1,...,un)∈H かつ (un+1,...,um)∈S(m−n)

pu1 · · · pun × pun+1 · · · pum

=
∑

(u1,...,un)∈H

pu1 · · · pun ×
∑

(un+1,...,um)∈S(m−n)

pun+1 . . . pum

=
∑

(u1,...,un)∈H

pu1 · · · pun

= P (A)

となる。よって、(4.5),(4.6)で定めたA,Bに対して、互いに素なら

P (A ∪B) = P (A′ ∪B) =
∑

H′∪I

Pu1 · · ·Pum

=
∑

H′
Pu1 · · ·Pum +

∑

I

Pu1 · · ·Pum

= P (A′) + P (B) = P (A) + P (B)

となる。また、(4.3)でH = Snとおくと P (Ω) = 1となる。よって、P は C0上で有限加
法的確率測度である。以上の結果から、(Ω, C0, P )は有限加法的確率空間となる。 ¥
そして次に述べる命題 4.1を示せば定理 1.5より有限加法的確率P は σ(C0)上に確率測

度 P として拡張できる。また、P は有限加法的確率測度よりホップの拡張定理 1.4 (2)は
成立するので、拡張は一意的となる。このことから命題 4.1を示せば主定理が成立する。¶ ³
命題 4.1 有限加法的確率空間 (Ω, C0, P )に対して、
A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · ·(An ∈ C0)かつ lim

n→∞An = ∅ならば lim
n→∞P (An) = 0

µ ´
命題 4.1を示すために、補題 4.2を用意する。
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¶ ³
補題 4.2 An 6= ∅で、A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · (An ∈ C0)ならば lim

n→∞An 6= ∅
µ ´
補題 4.2の証明

任意の t ∈ Nに対して、Atを長さmtのシリンダー集合とする。

At = {ω ∈ Ω :
(
z1(ω), . . . , zmt(ω)

) ∈ Ht} (Ht ⊂ Smt) (4.8)

と表される。次にシリンダー集合Anの要素 ωnを 1つ選ぶ。下の図のように、n列目に
ωnの要素となるように並べる。

z1(ω1) z1(ω2) z1(ω3) · · · z1(ωn) · · ·
z2(ω1) z2(ω2) z2(ω3) · · · z2(ωn) · · ·

...
...

...
...

...
...

(4.9)

Sは有限集合より、ある u1 ∈ Sが存在し、任意の k ∈ Nに対して

z1(ωn1,k
) = u1　

を満たす増加整数列 {n1,k}k=1,2,···が存在する。同様に考えると、ある u2 ∈ Sが存在し、
任意の k ∈ Nに対して

z2(ωn2,k
) = u2

を満たす {n1,k}の部分列 {n2,k}k=1,2,···が存在する。以上のことから、
{nl−1,k}kの部分列 {nl,k}kが存在し、zl(ωnl,k

) = ul　 (ul ∈ S)を満たす。

また nk = nk,kとおくと k ≥ rに対して

zr(ωnk,k
) = zr(ωnk

)＝ ur (4.10)

を満たす。したがって

(
z1(ωnk

), . . . , zr(ωnk
)
)

= (u1, . . ., ur)

となる。また
k ≥ tなら nk ≥ tかつ　ωnk

∈ Ank
⊂ At

を満たす。よって、ωnk
∈ Atより

(
z1(ωnk

), . . . , zmt(ωnk
)
) ∈ Ht ⊂ Smt (4.11)

が成立する。
次に ωo = (u1, u2, . . .)＝

(
z1(ωo), z2(ωo), . . .

)
とおくと、ωo ∈ SNとなる。

そして、任意の t ∈ Nに対して、k ≥ mtとなる kを選ぶと

(
z1(ωnk

), . . . , zmt(ωnk
)
)

= (u1, . . ., umt) =
(
z1(ωo), . . . , zmt(ωo)

) ∈ Ht (4.12)
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となる。よって、ωo ∈ Atが成立するので

ωo ∈ ∩∞t=1At = lim
t→∞At (4.13)

となる。以上より補題 4.2は成立する。
次に命題 4.1を証明する。

命題 4.1の証明
命題 4.1の仮定は、A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · ·(An ∈ C0)かつ lim

n→∞An = ∅ということなので補
題 4.2からAn0 = ∅となるような n0 ∈ Nが存在する。
実際、そのような n0が存在しないとすると、任意の n ∈ Nに対して、An 6= ∅ となる

ので、補題 4.2より ∩∞n=1An = lim
n→∞An 6= ∅となり、これは命題 4.1の仮定に反する。

したがって、任意の n ≥ n0に対して An = ∅となることから lim
n→∞P (An) = 0となり

命題 4.1を示せた。

以上より、(4.3)で定義した P は可測空間
(
Ω, σ(C0)

)
上の確率測度 P として一意的に

拡張される。

¥
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4.4 大数の強法則を定式化しうる確率空間

本節では前節で定めた確率空間
(
Ω,σ(C0), P

)
上で考えることにする。ただし Sは有限

集合 {s1, s2, · · · , sl}としたが、ここでは、各 si (1 ≤ i ≤ l)は実数とする。
また、(4.3)より

P
(
z1(ω) = u1, . . . , zn(ω) = un

)
= P

(
z1(ω) = u1

) · · ·P (
zn(ω) = un

)
(∀uk ∈ S, k = 1, 2, · · · , n)

が成立するので、{zi(ω)}n
i=1が独立となり、任意のN ≥ 1に対しても、{zi(ω)}N

i=1が独
立であることから、{zn(ω)}n≥1は独立となる。
また、znの分布は

P (zn(ω) = uk) = puk
(uk ∈ S)

より、nに依存しないので {zn(ω)}n≥1は同分布である。
次に以下の命題を示す。

¶ ³
命題 4.2

A = {ω ∈ Ω : lim
n→∞

z1(ω) + z2(ω) + · · ·+ zn(ω)
n

= m}

とおくと、A ∈ σ(C0)となる。ただし、mは znの期待値とする。
µ ´
証明

dn(ω) = z1(ω) + z2(ω) + · · ·+ zn(ω)

とおくことにする。また、Aは以下の式で表すことができる。

A = {ω ∈ Ω : lim
n→∞

dn(ω)
n

= m}

= {ω ∈ Ω : ∀k > 0 (k ∈ Z), ∃N, ∀l > N,　
dl(ω)

l
∈ [m− 1

k
,m +

1
k
] }

=
∞⋂

k=1

{ω ∈ Ω : ∃N, ∀l > N,　
dl(ω)

l
∈ [m− 1

k
,m +

1
k
] }

=
∞⋂

k=1

( ∞⋃

N=1

{ω ∈ Ω : ∀l > N,　
dl(ω)

l
∈ [m− 1

k
,m +

1
k
] })

=
∞⋂

k=1

[ ∞⋃

N=1

( ∞⋂

l=N+1

{ω ∈ Ω :
dl(ω)

l
∈ [m− 1

k
,m +

1
k
] })]

よって、A ∈ σ(C0)となり、Aは (4.3)で定めた確率 P で測ることができる。

以上の結果から、大数の強法則の仮定を満たすので、確率空間
(
Ω, σ(C0), P

)
上で、

P (ω ∈ Ω : lim
n→∞

z1(ω) + z2(ω) + · · ·+ zn(ω)
n

= m) = 1

が成立する。よって、確率空間
(
Ω, σ(C0), P

)
において、大数の強法則を正確に定式化す

ることができた。 ¥
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