
【記念公演】

周期的回転超出面について ～数学者によって発見された美しい出面～

剣持 勝衛 顧問 (日蘇日41年卒業)

数学者 (私も含めて)カミ見つけた美しい出面を、今日は紹介したいと思います。

これは石けん膜です。左と右に丸い円を針金で作つておいて、それに石けん膜を張らせたものです。

これをモデルとして数学者はどのような曲面を考えたか、そこから始めたいと思います。

懸垂面

文献によると、オイラー (L.Euler)が 1744年 だそうですけれども、先ほどお見せした石けん膜をモ

デルとする曲面 (数学的にきちんと式で書かれているもの一懸垂面―)を 発見したということです。オ

イラーはどのようにしてこの出面の数式を見つけたのかを説明します。最初にお見せした石けん膜は両

側の丸い円を境界とする曲面の中で、表面張力が働くことによって、表面積が最小となっています。こ

のことを数式で書こうということから始めたようです。 オ イラーの方法と述べましたが、オイラーの

原論文を見たのではなく、教科書に書いてある計算式を解釈するとこうやつたのではないかということ

です。つまり、オイラーは 18世 紀中頃、回転面だけに限定して表面積を最小にする計算技法を開発し

ていた。ニュー トンが 1727年 に、ライプニッツは 1716年 に亡くなつていますから、1744年 には微積

分学はある程度できていて、当時の最新理論である微積分学を応用すると曲面の表面積の式が書けます。

次に、少しその出面を変化させ、面積が最小となる、すなわち、面積汎関数の第一変分がゼロであるこ

とから研究すべき微分方程式を導きだしたようです。
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この方程式を解いて生成曲線 位(s),

す。この微分方程式を解くと、χ(ざ)

呼ばれている曲線になります。

ラーの研究した回転面の生成曲線を定めている微分方程式です。

ノ(S))を得たら、それをメ軸の周 りに回転させて回転面が得られま

とノ(S)は双曲線関数の式で、生成曲線は懸垂線 (カテナリ
ー)と

=0

次に話を進めるには、
一つだけ曲面論のことを思い出す必要があります。

主曲率

この図は、一般の出面ですけれども、真中のところで平面で切つています。切ると、切 り口に曲線が

でてきています。平面で切つていますから、切り回は平面曲線となります。平面曲線というのは、点と

法線方向を固定すると、法線方向に対して、下にくびれているか、上にくびれているかで符号が付きま

す。平面曲線の場合、曲率には符号が付いていることを思い出してください。切 り口をつくる平面をい

ろいろ変えていくと、その点を通る平面曲線の族が出てきますが、それら平面曲線達の出率の最大値と

最小値 (曲面の主曲率という)の 平均をとります。これを平均曲率と呼びます。回転面に限ると、出面

は2次元ですけど主曲率
て1、【2はざの一変数関数となつていますが、その平均をとつたものです。

それで、平均曲率は〃(s)=(て1+て2)/2と 書かれます。平均曲率という概念が、どのようにして出てき

たのか興味があります。単に 2つ 主曲率があるから、それらをたして2で害Jると平均ですけれども、そ

れだけでは誰も重要だとは思わなかったわけです。 ど うして重要だと思われるようになったのか、そ

れは、ジェルメン(S.Germaine)が1820年代に弾性体理論を研究したときに出てきた式を表現するため

に平均曲率が必要だつたのです。 オ イラーの発見した曲面は平均曲率が恒等的にゼロで、現代ではそ

のような出面を極小曲面と呼んでいます。

オイラーの研究が 1744年 で、平均曲率という概念が出てきて平均曲率一定曲面に対しての研究は

1820年 代から始まるのですが、数学者はその間何をやっていたかというと、回転面よリー般な極小曲

面の研究をずっとやってきました。1820年 に話を戻すと、ジェルメンが平均曲率という概念を考え、「平
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均曲率一定曲面というのは、体積を一定にしておいて表面積を最小にする変分問題の停留曲面として特

徴づけられる」ということが分かつて、平均曲率一定の出面に対して興味が沸いてきたということです。

円程面

これは、平均出率一定曲面の例です。この円柱面ですと、χ軸に平行に伸びた方が直線だからその出

率はゼロで、それに直交した方向に切つた切り日として円がありその出率は正の一定値ですから、2つ

の主曲率は曲面上のどこでも同じです。従つて、それらの平均も一定です。このような例だけだつたら

平均曲率一定曲面はあまり興味を持たれなかつたわけです。しかし、主曲率は変化するがそれらの平均

が一定となる曲面が、1841年デローネイ (C.Delaunay)に よって発見されました。

はじめから回転面に限つて、平均曲率一定の出面を考えます。平均曲率はゼロでないとします。平均

曲率がゼロの場合はオイラーが見つけた懸垂出面です。ゼロでない場合はどうなっているかというと、

球面、円柱面、アンデュロイ ド、又はノドイ ドの4種 類に限るということをデローネイは証明しました。

では、アンデュロイ ドやノドイ ドはどのような曲面かといいますと、

ドイ

です。左側がアンデュロイドで周期的曲面ですね。右側がノドイドで、生成曲線が自分自身と切りあつ

ています。だから、ノドイドは現実世界にある物体の表面にはなりえないのですが、左側の方だと、そ

れに似た生物はあります。円柱の両端を固定して体積一定のままで変形していくと、あのようなタイプ

の出面となるわけです。これらの出面の図示には数式処理ノフトウエア ・マセマティカ(Wolfram

Mathematica)とレイトレーシングソフトウエア・ポヴレイ(POV‐Ray)を使いました。アンデュロイドと

ノドイドは有名な曲面なので、いろいろな人が多様なノフトウエアーを使つて描いていてネット上に公

開 され て い ま す 。 例 え ば 、 次 の 図 は ブ ァ ー チ ャル ・マ ス ・ミ ュ ー ジ ア ム

(http:〃www.宙rtualmathmuseum.org)ヤこあるアンデュロイドです。

ノアンヂュロイド
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アンヂュロイド

次の図はノドイ ドで、ここでは曲面の中がどうなつているかを見るために、

(http:〃commons,wikimedia.org/wikyFile:Nodoid.pn9。

半分に切つてあります

ノドイド

デローネイの研究した方程式は

です。ここで 労(ざ)、ノ(ざ)カミ生成曲線の座標関数で、第二式は単に弧長sをパラメ
ータにとつているこ

とを表しているだけですから、第一式が大事な式ですけれども、Frが定数でゼロではないというところ

がポイントです。これを幾何学的に解釈すると、第 1項 χ
″
(ざ)ノ〈ざ)~メ〈S)メ(ざ)が

一つの主曲率で、第

2項 労
′
(ざ)/ノ(S)がもう

一つの主曲率で加えて一定の値 2〃 となるという式です。

1841年 にデローネイはこの連立微分方程式を解いて、4種 類の曲面しかないと言つたわけです。こ

れを彼はどうやつて証明したのでしょうか。先ほどお見せした図はもちろんあるわけない、コンピュー

タもないわけですから。現在では、デローネイの回転構成法と呼ばれていますが、精円 (または双曲線)

を直線上で滑ることなく転がします。転がした時の精円の
一つの焦点の軌跡を考えます。実は、その焦

点の軌跡が、先ほどの微分方程式の解となつています。また逆に、解はそういうもの (双曲線の場合も

含める)し かないことを示しました。この精円の焦点が描く軌跡は、ヴァーチャル ・マス ・ミュージア
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ムのサイ ト (http7ww立 宙rtualmathmuseum.org/unduloid.mov)で 見ることができます。

橋円の焦点の軌跡

これがヴァーチャル ・マス・ミュージアムのサイトにある動画です。サイトを見るだけならいつでも見

られるのですが、ダウンロードしたファイルを見るためには、有料のQuick Timeが必要です。今日の

ために投資したので、もう一回お見せします。

アンデュロイドとノドイドの生成曲線

i な   | ' 育

アンヂュラリのグラフ

1 田    A 8    _ 澄    事

ノーダリのグラフ

これは、アンデュロイ ドとノドイ ドの生成曲線だけを描いたものです。上の方がアンデュラリで、横

軸 (ヌ軸)の 周 りに回転させるとアンデュロイ ドになります。下側がノ
ーダリで、これをヌ軸の周りに

回転させるとノドイ ドヤこなります。

デローネイの仕事の現代における意義ですけれども、彼は体積
一定で表面積最小な非自明な曲面を最

初に発見しました。それが、1840年 代ですけれども、回転面とは限らない平均曲率
一定曲面の本格的

な研究は、ここ 30年 ぐらいで大きな進歩を遂げています。デローネイ曲面は、
一般な平均曲率一定曲

面の無限遠での形状を理解するために使われています。 デ ローネイの出面はその発見からおよそ 140

年たつて現代幾何学において重要な役割を演じているのです。
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さら1                     え ましょう。

を考えます。この微分方程式の第一式は、ノが正なるとこだけで幾何学的な意味を持ちますけれども、

これを解いて延長して、全体はどうなるかと見ると、ノ座標がだんだんゼロに近づくということがおこ

りえます。ノがゼロになった瞬間には、これは普通の微分方程式ではなくなります。微分方程式論の
一

般論からさっきの微分方程式はノが正なるところで局所解を持つことがわかるわけですが、この微分方

程式の場合は、局所解は
一意に延長できます。

私は 1980年 にこの微分方程式の厳密解を求めました。私のアイデアは

Z(S):=ノ(ざ)ノ
′
(S)十う〈s)χ

′
(S)

という複素数値関数を考えることで、先ほどの微分方程式は

Z(s)-2ガ 7(ざ)Z(S)-1=0

という1階 の線形の微分方程式になります。この微分方程式は、理系の 2年 生の応用数学の授業で習つ

た方法で解けます。ここで得られた式で 〃(s)=丁 定 とすると、デロ
ーネイの定理(1841年 )の別証明が

できます。しかし、定数ではない 〃(ざ)に 対して、私の解法はどのような使い方があるかわからなかつ

たのですが、2003年 になつて次に述べるような応用がありました。

問題  与 えられた周期関数〃(ざ)に 対し,ダ (s)を平均曲率にもつ回転面形 を考える

そのとき、7自 身が周期的か?

という問題を自分で設定しました。ただこれだけですと、答えはダメなわけで、〃(s)≡0だ とすると、

最初に述べたオイラーが求めた懸垂面ですから、ゼロの場合は周期的ではないわけです。でも、ダ(s)が
一定でゼロでないとすると、デローネイの定理から、でてきた曲面はすべて周期的となつているわけで

す。このようなことが、〃(s)が
一定でない関数の場合に、どのようなときに起こるかという問題です。

お        客

rr(s)=1.2c osの場合

この図は、マセマティカを使つて数値実験したものです。左側はガ(s)=1.15cosG)を 微分方程式に

代入して、マセマティカで解かせるわけです。初期条件は労=0の ところでノ=1に なっています。初

期ベクトルはχ軸と平行として、マセマティカで描かせると、左側の図になります。次に、

Fr(s)=1,2cosG)と して、同じ計算をコンピュータにやらせると、右側の図になります。係数を変化

させると、だんだん周期的になってきたので、条件を求める気になつたわけです。

私が発見した判定条件は、次のようなものです。

ダ(S)=1.15cosG)の場合
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7(ク):=21ほrr(ざ)あな  と泳封く。

定理(Kenmotsu,2003):〃(s)を周期五の周期関数、ン を回転面でその平均曲率が

ダ(ざ)とする.そのとき、

れ律 周期的 ⇔  ダ (S):

F C O S 7 (夕)湧
物

Sin7(二)

約束 :分母=0く 抄 分子=0

これで周期的回転面になるための必要十分条件がでたわけですが、等式 (★★)を 満たすような周期関数

〃(s)はどのようなものがあるか ?が つぎの問題です。先行結果としては、〃(s)が定数でゼロでない

場合がありますが、私が見つけた解答は次です。

定理(Kenmotsu,2003): ん(s)を長さ二の滑らかな平面閉曲線の曲率 (弧長径数)とする。

そのとき、た(S)/2は条件 (キつ を満たす。従つて、た(S)/2を平均曲率にもつ周期的 回転面が存

在する。

どんな平面閉曲線でも、その曲率た(s)に対し、た(s)/2を〃(s)として、先ほどの式に代入してやる

と、周期的回転面がいくらでも得られるという結果です。デローネイの定理は、この立場から見ると、

平面閉曲線として円をとつた場合だつたということです。円の曲率は一定ですから、アンデュロイ ドや

ノドイ ドになります。

実際に描いてみます。まず、平面閉曲線を精円とするとどうなるでしょうか ?

左側が、一般アンデュロイ ドになります。右側が一般ノドイ ドとなります。右側の出面は中で交わつて

います。

次に紹介したいのが、2001年に坂根由昌氏が描いてくれた図です。

rsin7(ク )冴
物

1-cos7(二 )

一般アンヂュロイドの図 一般ノドイドの図
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彼はあの頃、プロが使 う高価なレングリングソフトウエアーを研究室に導入したばかりで、試しに描

いてあげるということで、私の研究が実験材料になったのですが、この図を見た時はうれしかつたです

ね。2001年ですから、この研究に関する論文も書いてない頃で、誰もやつてなくて寂しいときに、彼が

面白いと言つてくれて、それで研究を続ける気になりました。私にとつては思い出の出面です。

次は高次元に拡張します。回転超曲面 (タイ トルにありましたが)と いうのは、″次元ユークリッド

空間を考えて、その中のり 平面に曲線を描いて、それを労軸の周りに″
-1次 元空間の中で回転させて

できる超曲面のことです。次元が高くなつても、式としてはほとんど同じです。

〃(ざ)を平均曲率とする回転超曲面の生成曲線 C(ざ),ノ(S))の方程式です :

′―労ケ
″十(″-2)エー(″_1)〃(ざ)=0

ノ

+ノ
′2 = 1 ,  ノ

( S ) > 0

上の式を解こうとして、湾=3の ときに私が使つたアイデアでは、ダメだというのがわかります。
一

方、れが4以 上で〃(s)が
一定とすると、それは Hsiang‐Yu(1981)や Hsiang(1982)の研究によつて、

デローネイの方法は一般化できるということがわかつています。

では、ガ(S)が
一定でないときですが、ノが正のところだけですと、

一般論を使って解が出てきます

が、出てきた解が労軸に到達した時どうなるかという問題に対する答えは
一般論からは出てきません。

最初に調べるべき問題というのは、「″が4以 上で、与えられた連続関数〃(s)(ざ∈沢)に 対して、上の

微分方程式の解は大域的に存在するか?」 です。もし解が大域的に存在しなければ、下の問題 (2)は

考える意味がありません。解が大域的に存在したとわかったときに、(2)に あるような問題 「勉'が周

期的となるための〃(s)の条件は何か」を考えることができます。

問題  れ ≧4、 〃(s)≠Cと き、

(1)与 えられた非定数連続関数ダ(s)に対し、上の微分方程式の解は大域的に存在するか?
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(2)ダ (ざ)を平均曲率にもつ大域的な回転超曲面をン とする。そのとき、地「が周期的となる

ためのダ(ざ)の条件はなにか?

これについて、(1)は 最近解決されました。最初、〃(s)が実解析的な場合に、ドイツの数学者 ドル

フマイスター (」.Dorfmeister)といっしょに研究しました (Dorfmeister―Kenmotsu.DGA,2009)。

〃(s)が連続関数の場合は、埼玉大学教授の長澤くん、微分方程式の専門家ですが、彼の助けを借りて

解決されたと思っています (Kenmotsu―Nagasawa,prepttnt 2012)。 (2)は 未解決です。次元が高

い時の必要十分条件、これはまだわかっていません。

結びですけれど、今日お話ししたことは、与えられた周期関数に対し、それを平均出率にもつ回転面

が周期的になるための判定条件を見つけたこと。応用として、任意の滑らかな平面閉曲線の出率を使っ

て、周期的回転面を数学的に構成できる (数式で表せる)こ とを示しました。例えば、次の曲面は具体

的に式で書かれていて、その数学的構造はすべてわかります。

そして、高次元の場合への拡張については未完成であることも報告しました。本日の講演はオイラー

の定理から始めました。それは 18世 紀中頃の結果で、約百年経つて、平均曲率
一定曲面の意義、その

重要性がわかって、デローネイがオイラーの定理を拡張しました。私は 20世 紀の終わる頃になってデ

ローネイの定理を拡張し、そのあと次元を高くした場合の研究として、Dorfmeisterや長澤くんと共同

研究を行つています。周期的回転面という特殊な研究対象ですが、18世 紀から現代へと続く研究とな

つていることを報告しました。
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