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1 概要

(1.1) . この文章は千葉大の学生向けに書いた圏および関手についての紹介文です。主に [Ka76] および

[Mac98]を参考にしています。

(1.2). 数学においては, いくつかの異なる理論で同じ役割をするものがいろいろとある。例えば直積という

概念は, 集合の理論や, 位相空間の理論, 加群の理論, 環論などいくつもの理論に現れる。そこで, このような

概念を抽象化して各理論によらないメタな理論を作ることを考える。この場合, 直積などの対象を構成的に定

義しようとするとどうしても各理論に固有の定義にならざるを得ないので, そうではなく, 対象は何の構造も

持たない点みたいなものと見なす。その代わりに基本的に射に注目し, 射によって対象を特徴付けることにな

る。少々分かりにくい例えだが, 人を見るときに, その人の身長とか体重とか中身を見るのではなく, 他者とど

ういう関係にあるか, 社会的な位置付けみたいなものでその人を捉えるという立場を取るようなものである。

こうした視点に立つと, 例えば集合論における直積, 位相空間の直積, 加群の直積などを統一的に定義すること

が可能になる。また集合論のおける非連結和と加群の直和を統一的に扱うことも可能になる。それにより, 複

数の理論の間の関係がよりすっきりと見えてくるし, ある数学の理論から別の数学の理論の定理を導くなどの

ことが簡単にできるようになる。

(1.3). 圏論は,歴史的には EilenbergとMac Laneにより代数的位相幾何学における「自然な射」を厳密に定式

化することを目的に考えられた。「自然な射」は様々な場面に現れるが,ここでは体K 上のベクトル空間を例に

とって説明しよう。K 上の有限次元ベクトル空間は, 次元が等しければ互いに同型である。例えば V を有限次

元ベクトル空間とすると, その双対空間 V ∗ = Hom(V,K)は V と同型である。しかし, V と V ∗の間には自然

な同型は存在しない。一方, V と V ∗∗ = Hom(Hom(V,K),K)の間には η : V → V ∗∗; x 7→ (ϕx : p 7→ p(x))

なる自然な同型がある。この場合の η : V → V ∗∗ の自然さを, 感覚的にではなく数学的にきちんと定義した

いということである。この自然さは, 単独の V だけで考えるのではなく, 他のベクトル空間との関係, つまり

線形写像まで含めて考えれば明解に説明できる。f : V → W なるベクトル空間の線形写像があった場合, や

はり自然な線形写像 F (f) : V ∗∗ → W ∗∗;ϕ 7→ ψ が ψ(q) = ϕ(q ◦ f) で定まる。V , W についての η をそ

れぞれ ηV : V → V ∗∗;x 7→ (p 7→ p(x)), ηW : W → W ∗∗; y 7→ (q 7→ q(y)) と書いて区別する。このとき

q ◦ f(x) = q(f(x)) = q(y)より

V //

��

V ∗∗

��

x ✤ //
❴

��

(ϕ : p 7→ p(x))
❴

��
W // W ∗∗ y ✤ // (ψ : q 7→ q ◦ f(x) = q(y))

が可換になる。この図式は F (V ) = V ∗∗, F (W ) = W ∗∗ と書くなら,

V
ηV //

f
��

F (V )

F (f)
��

W
ηW

// F (W )

と表せる。このような ηV の族を与えるのが, 自然な射である。つまり, η を特定の V から V ∗∗ への射とみ

なすのではなく, 全ての K 上のベクトル空間 V について ηV : V → V ∗∗ を定める規則と見なし, それが

f : V → W なる線形写像について上の図式を可換にするということでもって「自然さ」を定式化しているわ
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けである。この例における F のように, ベクトル空間のような対象と, その間の線形写像のような射の両方に

別の対象や射を対応させるものを関手と呼ぶ。そして, 自然な同型 η は, この関手と関手の間の射として捉え

られる。上の例で言えば, idを恒等関手, つまり V を V 自身に写し f : V → W を f : V → W そのものに写

す id(V ) = V , id(f) = f なる関手とすると, η は関手 idから関手 F への射になっている。このような関手か

ら関手への射を自然変換と呼ぶ。

以上のような議論を一般的に行えるような枠組を作るには, ベクトル空間のような「対象」とその間の線形

写像のような「射」の集まりを抽象化する必要がある。それが圏と呼ばれるものである。そして関手は, 圏 C

の対象をもう一つの圏 C ′ の対象に写し, C の射を C ′ の射に写す仕組として定義される。すると「自然な射」

が, 関手から関手への射 (自然変換) として一般的に定義できるというわけである。

(1.4). このように, 圏や関手の概念はもともとは自然な射を定式化するために考えられたわけだが, 冒頭にも

書いたように, このように射を重視する考え方や, 圏や関手という枠組は, その後いろいろな理論において様々

な応用があることがわかってきた。もはや現代数学は圏と関手の概念なしには成り立たないと言っても過言で

はない。この文章ではこれまで圏論を知らなかった学生を対象に, 主にホモロジー代数などへの応用を念頭に

置いて, 圏論における基本的な概念, 言葉を理解できるようになるための入門的な内容を書いている。なお, 圏

論は論理学や計算機科学などにも応用があるが, ここではそのような話題には触れていない。また, 極限の概

念については別のノートにまとめるために, ここでは書いていない。

(1.5). 圏の理論においてはその性格上, 集合全体のなす族のような概念を扱わざるを得ない。そのため数学基

礎論で問題になるような議論が必要になるが, ここではそのような議論は省略することにする。ただし何も用

語を用意しないと記述が面倒になるので, 集合全体のなす集まりや群全体のなす集まりなどを表す言葉として

クラスという用語を使用する。集合全体からなるクラスを考えればわかるように, クラス自身は集合とは限ら

ない。

2 圏

(2.1). 圏の導入の仕方にはいくつかの方法があるが, ここでは次のように定義することにする。

(2.2) 定義 (圏). 次のような 6つ組 C = (Ob C ,Mor C ,dom, cod, 1, ◦) を考える。

• クラス Ob C . その要素を対象 (object) と呼ぶ。

• クラスMor C . その要素を射 (morphism) と呼ぶ。

• 写像 dom : Mor C → Ob C . 射 f に対し dom f を始域 (domain)と呼ぶ。

• 写像 cod : Mor C → Ob C . 射 f に対し cod f を終域 (codomain) と呼ぶ。また, X = dom f ,

Y = cod f であることを記号的に f : X → Y のように表記する。集合の写像とは限らないので

注意。更に, X,Y ∈ Ob C に対し, dom f = X, cod f = Y なる f ∈ Mor C 全体のなすクラスを

HomC (X,Y )ないしは, 単に Hom(X,Y )と書く。

• 写像 1 : Ob C → Mor C ;X 7→ 1X . 1X はしばしば idX とも書き, 恒等射 (identity) と呼ぶ。

• 任意の X, Y , Z ∈ Ob C に対する写像 ◦ : Hom(X,Y ) × Hom(Y,Z) → Hom(X,Z); (f, g) 7→ g ◦ f .

この演算を合成 (composition) と呼ぶ。また g ◦ f を f と g の合成 (composite) と呼ぶ。

圏 (category) とは, このような 6つ組であって次の条件を満たすものである。
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(1) (結合律) f : X → Y , g : Y → Z, h : Z → W のとき h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

(2) (恒等射) 任意の f ∈ Mor C に対し, X = dom f , Y = cod f として, f ◦ 1X = 1Y ◦ f = f .

条件から特にX ∈ Ob C に対し dom 1X = cod 1X = X でなければならないことに注意。

(2.3). 上の定義は少し分かりにくいが, 要するに, 対象全体のクラス Ob C と, 対象間の射全体のなすクラス

Mor C を抽象的に与え, 射については, 始域 (domain)と終域 (codomain)を指定し, 恒等射と合成という射が

持つ最低限の性質のみを公理的に仮定している。従って, 定義の上では対象や射と言っても単なるクラスの要

素にすぎない。それでも定義の (1), (2) の条件があるため, 射についての最低限の操作はできることになる。

また, domと codから全ての射は何らかの対象X から Y への射であるので, いずれかの Hom(X,Y )に属す。

結果的に, 圏は対象のクラス Ob C と, 任意の対象X,Y に対する射の集合 Hom(X,Y ), 恒等射, および合成か

ら決まる。このように見た方が直観的に理解しやすいので, この形で例を挙げることにする。

(2.4) 例. 集合の圏 C = (Set)は次のように定まる。

(1) Ob C は集合全体のなすクラス。

(2) HomC (X,Y )は X から Y への写像全体のなす集合。

(3) 1X は恒等写像 idX ∈ HomC (X,X).

(4) 合成は写像の合成。

(2.5) 例. 群の圏 C = (Grp)は次のように定まる。

(1) Ob C は群全体。

(2) HomC (G,H)は Gから H への準同型全体.

(3) 1G は恒等写像 idG ∈ Hom(G,G).

(4) 合成は準同型の合成。

(2.6) 例. 位相空間の圏 C = (Top)は次のように定まる。

(1) Ob C は位相空間全体のなすクラス。

(2) HomC (X,Y )は X から Y への連続写像全体のなす集合。

(3) 1X は恒等写像 idX ∈ HomC (X,X).

(4) 合成は連続写像の合成。

(2.7). 同様にして, 環の圏, 可換環の圏, A加群の圏など様々な圏が定まる。

(2.8) 補足. 上の例から分かるように, C の対象は「集合」や「群」を抽象化したものであり, C の射はそれ

らの間の「写像」や「準同型」を抽象化したものであり, また 1X は「恒等写像」を抽象化したものである。

しかし, 一般の圏においては X, Y ∈ Ob C はそれ自身が集合の構造を持っているとは限らない。従って, 射

f : X → Y も通常の意味での集合の写像とみなせるとは限らない。単に X, Y ∈ C に対し HomC (X,Y )と

いう集合が与えられて, それが上の仮定をみたしていさえすればよい。それゆえ「射の合成」も (4) の性質を

満たすものとして, 抽象的に定義する必要があるわけである。以下, そのような圏の例をいくつか挙げる。
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(2.9) 例. Ob C もMor C も空集合である圏を空圏 (empty category) という。

(2.10) 例. Ob C を 1点だけからなる集合 {x}とし, 射の集合を HomC (x, x) = {1x}と定めると C は圏。

(2.11) 例. S を集合とする。Ob C = S とし, x, y ∈ S に対し xから y への射の集合を

Hom(x, y) =

{
{1x}, x = y,

∅, x 6= y.

とすることで, 圏 C を作ることができる。

(2.12) 例. M をモノイドとする。つまり, M は空でない集合で, 2項演算M ×M → M ; (f, g) 7→ fg が定

義され, 結合律 f(gh) = (fg)hを満たし, 単位元, 即ち任意の f ∈ M に対し ef = fe = f となる e ∈ M が

存在するとする。この時, Ob C を 1 点からなる集合 {x} とし, HomC (x, x) = M , 合成をM の演算, 1x を

e ∈ M と定めると C は圏。

(2.13). 対象が集合の構造を持ち, 射も写像と見なすことができ, 集合の写像として異なれば圏の射としても

異なるような圏は concrete category と呼ばれる。これは, 後で定義する関手の言葉を使えば, 集合の圏へ

の忠実な関手が存在する圏として定義できる。上の例の中では最初に挙げた集合の圏や群の圏, 位相空間の圏

などが典型的な concrete category である。(5.2)参照。

(2.14) 補足. この文章の定義では, Ob C や Mor C , Hom(X,Y ) はクラスであって必ずしも集合ではない。

上の例でも, 集合の圏や群の圏の場合は, 対象のクラス Ob C は集合ではない。ただし, これらの場合でも

Hom(X,Y )は集合である。Ob C やMor C が集合である場合, C を小圏 (small category) という。また,

任意の X,Y ∈ C に対し Hom(X,Y ) が集合である場合, C は局所小 (locally small) であるという。こ

こでは説明は省くが, 圏論における集合論的な問題を回避する方法はいくつかあり, Grothendieck は, 宇宙

(universe) という仕組を導入することで, 基本的に集合の範囲で圏論を展開している。この場合は, 宇宙 U

を固定するとき, 圏が小圏とは Ob C や Mor C が U 小集合であることとし, また, 圏が局所小とは, 任意の

X,Y ∈ Ob C に対し Hom(X,Y )が U 小集合であることとする。この文章ではこのような事柄には踏み込ま

ないが, 後で述べる米田の補題 (8.5)には局所小という条件が必要になることは注意しておきたい。

(2.15) 定義. C を圏, X,Y ∈ Ob C とする。f : X → Y が同型射 (isomorphism) であるとは, f の逆射

(inverse), 即ち g : Y → X なる射で, f ◦ g = 1Y , g ◦ f = 1X なるものが存在することである。またこのとき

X,Y は同型である (isomorphic) という。f が同型射であれば, 明らかに逆射も同型射である。また, g, g′

がともに f の逆射なら g = g1Y = g(fg′) = (gf)g′ = 1Xg
′ = g′ より g = g′ だから, 逆射は f に対し一意的。

(2.16) 例. (1) 集合の圏 (Set)での同型射とは, 全単射のこと。

(2) 群の圏 (Grp)での同型射とは同型写像のこと。

(3) 位相空間の圏 (Top)での同型射とは同相写像のこと。

(2.17) 定義. 圏 C に対し, 射の向きを逆にした圏を双対圏 (dual category) ないしは逆圏 (opposite

category) という。この文章では C ◦ と書く。正確には次のような圏。

Ob C
◦ = Ob C , HomC ◦(X,Y ) = HomC (Y,X)

C
◦ での 1X は C での 1X

C
◦ での g ◦ f は C での f ◦ g
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(2.18). 双対圏の定義が可能であるのも, 射の概念を抽象化したお陰と言える。

(2.19). 次の節で説明する圏における種々の概念については, 射の向きを逆にしたものも同時に定義されるこ

とが多い。これらは元の概念の双対 (dual) と呼ばれる。また圏における命題についても, その双対命題が考

えられる。その命題が一般の圏についての形式的なものであれば, 双対命題の証明は単に射の向きを逆にする

だけで得られる。つまり双対圏で考えることにより, 元の命題の証明から双対命題の証明が得られることに

なる。

(2.20) 定義. C , D を圏とするとき, C × D という圏を, Ob(C × D) = Ob C × Ob D , 射を C の射と D の

射のペアとして定め, これを C と D の圏の直積 (product) という。これについての恒等射や射の合成など

の定義は自明だと思われるので省略する。

3 圏における種々の概念

(3.1). 圏においては対象や射が抽象化されているため, 例えば 2つの集合の直積を構成的に要素のペアの集

合として定義したりするようなことはできない。その代わりに, 射に注目することで, これらの概念を定義す

ることになる。このような射による特徴付けは普遍性と呼ばれる。こういう見方は, 一見抽象的でわかりにく

いと感じるかもしれないが, 一旦慣れてしまうと実は非常に見通しがよく, 場合によっては極めて効率的であ

ることがわかるだろう。また, 集合論における単射や全射といった概念も要素を使わず射の性質によって再定

義することができる。この節では, このような事柄について説明する。まずは直積を, 普遍性を用いて定義す

ることから始める。この例から, これまで構成的に定義したものがどのように射の性質から定義できるかを見

て欲しい。

(3.2) 定義. C の対象の族 (Xλ)λ∈Λ の直積 (direct product), あるいは単に積 (product) とは, 対象
∏
λ∈Λ Xλ および各 λに対する pλ :

∏
λ∈Λ Xλ → Xλ の組

(∏
λ∈Λ Xλ, pλ

)
であって, 任意の X ∈ Ob C と射

の族 fλ : X → Xλ に対し, f : X →
∏
λ∈Λ Xλ で, 任意の λに対し fλ = pλ ◦ f となるものが一意的に存在

するという性質を持つものである。この種の性質を一般的に普遍性 (universality) と呼ぶ。以後しばしば
∏
λ∈Λ Xλ を

∏
Xλ と略記する。

∏
Xλ

pλ // Xλ

X
fλ

;;①①①①①①①①
∃1f

OO

(3.3). 上の定義は少し分かりづらいので, まず, 集合の圏においては通常の直積が確かに上の意味での直積で

あることを, 2つの集合 X, Y の直積の場合に説明しよう。X × Y を通常の直積, 即ち (x, y) (x ∈ X, y ∈ Y )

なる順序付きの組全体のなす集合とする。また, p1 : X × Y → X; (x, y) 7→ x, p2 : X × Y → Y ; (x, y) 7→ y

をX 及び Y への射影とする。このとき (X × Y, p1, p2)が (3.2)の普遍性を持つことを示せばよい。即ち集合

Z と写像 q1 : Z → X, q2 : Z → Y が与えられたとき, f : Z → X × Y で qi = pi ◦ f (i = 1, 2) となるものが

一意的に存在することを言えばよい。f(z) = (q1(z), q2(z))なる写像は確かにこの性質を満たしており, また
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一般に p1 で xに, p2 で y に写る元が (x, y)しかないことから一意的であることもわかる。

X X × Y
p1oo p2 // Y

Z

f

OO

q1

cc❍❍❍❍❍❍❍❍ q2

;;✇✇✇✇✇✇✇✇

q1(x) (q1(x), q2(x))
✤p1oo ✤ p2 // q2(x)

x
❴
f

OO

✎
q1

gg❖❖❖❖❖❖❖❖❖❖ ✴ q2

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦

もちろん, 従来の直積がこの性質を満たしているというだけでは, 直積を普遍性によって特徴付けたことには

ならない。同様の性質を持つものが他にもあるかもしれないからである。しかし実際には上のような組は同型

の違いを除けば一意的に決まる。より一般に次の (3.4)が成立する。

(3.4) 命題. 任意の圏において, (Xλ)の直積 (
∏
Xλ, pλ) は存在すれば同型を除いて一意的であり, その同型

射も一意的。即ち, もし (Z, qλ)も直積の普遍性を持てば, 同型 f : Z →
∏
Xλで, 任意の λに対し pλ ◦f = qλ

であるものが一意的に存在する。

(3.4.1)
∏
Xλ

pλ // Xλ

Z

f

OO

qλ

::tttttttt

(証明). (Z, qλ) が (3.4.1) の性質を満たすとする。(
∏
Xλ, pλ) が (3.2) の普遍性を満たすことから f : Z →

∏
λMλ で (3.4.1)の図式が可換であるようなものが存在する。同様に, (Z, qλ)も同じ普遍性を満たすことか

ら g :
∏
λXλ → Z が存在し, 下の可換図式が得られる。

Z
qλ

$$❏
❏❏

❏❏
❏❏

❏

∏
Xλ

g

OO

pλ // Xλ

Z
qλ

::tttttttt
f

OO

このとき g ◦ f も idZ も図式を可換にするので, やはり一意性から g ◦ f = idZ でなければならない。全く同

様の理由で f ◦ g も恒等写像なので, g は f の逆射であり, 従って f が同型であることがわかる。

(3.5). なお, 勝手な圏においては必ずしも直積が存在するとは限らない。しかし存在すれば同型を除いて一意

的に決まり, 更にその同型射も一意的に決まるというわけである。

(3.6) 定義. C の対象の族 (Xλ)λ∈Λ の直和 (direct sum) ないしは単に和 (sum), あるいは余積 (coprod-

uct) とは, 対象
∐
λ∈Λ Xλ および各 λに対する iλ : Xλ →

∐
λ∈Λ Xλ の組

(∐
λ∈Λ Xλ, iλ

)
であって, 任意の

X ∈ Ob C と射の族 fλ : Xλ → X に対し, f :
∐
λ∈Λ Xλ → X で, 任意の λに対し fλ = f ◦ iλ となるものが

一意的に存在するという普遍性を持つもの。直積と同様, 以後しばしば
∐
λ∈Λ Xλ を

∐
Xλ と略記する。

∐
Xλ

∃1f

��

Xλ

fλ||①①
①①
①①
①①
①

iλoo

X
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(3.7) 命題. 圏 C において, 直和は存在すれば同型の違いを除いて一意的。正確には, もし (Z, jλ)が直和の

普遍性を持てば, 同型 f :
∐
Xλ → Z で, 任意の λに対し iλ = jλ であるものが一意的に存在する。

(3.7.1)
∐
Xλ

f

��

Xλ
iλoo

jλ{{①①
①①
①①
①①

Z

(証明). 証明は直積の場合とほぼ同様なので省略する。

(3.8) 例. 集合の圏 (Set)では, 直積は通常の直積。直和は非連結和。学部の授業ではあまり非連結和を扱わ

ないと思われるので, ここで定義を復習しておこう。集合の族 Aλ (λ ∈ Λ) の非連結和 (disjoint union)

とは ⊔
Aλ = {(a, λ) | a ∈ Aλ, λ ∈ Λ}

なるもの。ただし (a, λ)は順序付きの組を表す。こうすることで, 各 Aλ が互いに共通部分を持たないような

和集合を構成できる。この場合, iλ : Aλ →
⊔
Aλ は iλ(a) = (a, λ)で定まる射。例えば

A ⊔A = {(a, i) | a ∈ A, i = 1, 2} = A× {1, 2}

である。これが確かに直和の普遍性を満たしていることは簡単に確かめられる。

(3.9) 例. 位相空間の圏 (Top) では, 直積は集合としての直積に直積位相を入れたもの。また (Xλ)λ∈Λ の直

和は集合としての非連結和に, 各 Xλ が開かつ閉になるように位相を入れたもの。

(3.10) 例. A を環とするとき, 左 A 加群の圏 (A-Mod) では, 直積は集合としての直積
∏
λMλ に, (xλ) +

(yλ) = (xλ + yλ), a(xλ) = (axλ) のように成分ごとに和やスカラー倍を定義したもの。また直和は,

⊕
Mλ = {(xλ) ∈

∏
Mλ | 有限個を除いて xλ 6= 0}

なる
∏
Mλ の部分加群と, x ∈ Mλ を, λ成分が xで他は 0である元に写す iλ : Mλ →

⊕
Mλ なる射たちか

らなる組 (
⊕
Mλ, iλ). また有限個の族の場合は直積と直和は A加群としては同型になる。

(3.11) 例. 群の圏 (Grp)では直積は通常の直積群, 直和は自由積。

(3.12) 例. この文章では, 可換環と言えば積についての単位元 1を持つものとし, 準同型は 1を 1に写すもの

とする。この場合, 可換環の圏では, 直積は通常の直積環。(有限個の)直和はテンソル積。

(3.13) 定義. C を圏, e ∈ Ob C とする。

(1) eが終対象 (final object) ⇔ ∀X ∈ Ob C , ∃1g : X → e.

(2) eが始対象 (initial object) ⇔ ∀X ∈ Ob C , ∃1f : e → X.

(3) eが零対象 (zero object) ⇔ eは始対象かつ終対象。

これらは存在すれば同型を除いて一意的に決まる。

(3.14) 補足. なお, 終対象は空である族の直積, 同じく始対象は空である族の直和と見なせる。
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(3.15) 例. (Set)では, 終対象は 1点だけからなる集合 {∅}, 始対象は ∅. この 2つは集合の圏において同型で

はない (つまり, これらの間に全単射がない) ので, (Set)では零対象は存在しない。ちなみに任意の集合 Aに

対し, Hom(∅, A)が一点だけからなるということは次のようにわかる。もともと Aから B への写像とは (グ

ラフで考えれば) G ⊂ A×B なる部分集合 Gで

(M1) ∀a ∈ Aに対し, ∃b ∈ B s.t. (a, b) ∈ G.

(M2) (a, b), (a, b′) ∈ G ⇒ b = b′

という条件を満たすものとして定義できる。従って, 写像全体は次のように書ける。

Hom(A,B) = {G ⊂ A×B | (M1)かつ (M2)が成立 }

こう考えると, A = ∅の場合は A×B = ∅であるが, G = ∅ ⊂ A×B は条件を満たすので, Hom(∅, B) = {∅}

より, 確かに一点だけからなる集合になっている。一方, A 6= ∅で B = ∅なら Hom(A, ∅) = ∅である。実際,

この場合も A×B = ∅だが, G = ∅ ⊂ A×B は (M1)の条件を満たさない。

(3.16) 例. A加群の圏では, 終対象も始対象もどちらも {0}. したがって {0}は零対象でもある。

(3.17) 例. 可換環の圏では, 終対象は零環, 始対象は Z. この 2つは同型ではないので, 零対象は存在しない。

(3.18). 一般には圏 C の対象 X は, Ob C の 1 つの要素に過ぎないので, そのままでは X の点を考えるこ

とはできない。しかし, 集合の圏 (Set) においては集合 X の点 x を与えることは, 終対象 {∅} からの写像

f : {∅} → X を f(∅) = xとして定めることと同等であるから, X と Hom({∅},X)を同一視できる。このこ

とに着目して, 一般の圏 C においても, もし C が終対象 eを持つ場合は, Hom(e,X)の元を X ∈ Ob C の点

と呼ぶ場合がある。このような定義は C が群の圏や加群の圏の場合は意味がないが, 特定の圏では有用な場合

がある。

(3.19). 次に, 直積や直和の概念を少し一般化した概念について説明する。

(3.20) 定義 (ファイバー積). 圏 C における射 f : X → Z, g : Y → Z のファイバー積ないしは引き戻し

(fiber product, fibered product, pullback)とは対象 X ×Z Y と p : X ×Z Y → X, q : X ×Z Y → Y

の組 (X ×Z Y, p, q)であって次の普遍性を満たすもの。

(1) fp = gq.

(2) 任意の対象 T と射 u : T → X, v : T → Y で fs = gt なる組に対し, u : T → X ×Z Y で s = pu,

t = quなるものが一意的に存在する。

X

Y

Z

X ×Z Y

T
∃1u

��

t

!!

s

��
p

��

q //

f
//

g

��

f : X → Z, g : Y → Z のファイバー積は, 存在すれば強い意味で一意的。つまり (W,p′, q′)で上の普遍性を

満たすものがあれば, 同型 v : W → X ×Z Y で p′ = pv, q′ = qv なるものが一意的に存在する。証明はこれ

までと同様なので省略する。
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(3.21). X ×Z Y という記号には f, g という射が明示されていない。f , g を明示的に書きたい場合の表記は

標準的なものがあるわけではないように思われるが, 例えば

X ×〈f,g〉 Y, X ×
fցZւg

Y

のような表記が使われることがある。また, 上の定義で s, tから定まる写像 u : T → X ×Z Y を (s, t)と書く

場合がある。

(3.22). C に終対象 eが存在するなら, C における X ×e Y は X × Y と一致する。

(3.23) 定義 (余ファイバー積). 圏 C における射 f : Z → X, g : Z → Y の余ファイバー積ないしは押し出

し (fiber sum, fibered sum, pushout) とは対象 X ⊔Z Y と i : X → X ⊔Z Y , j : X ⊔Z Y → Y の組

(X ⊔Z Y, i, j)であって次の普遍性を満たすもの。

(1) if = jg.

(2) 任意の対象 T と射 s : T → X, t : T → Y で sf = tg なる組に対し, u : X ⊔Z Y → T で s = ui,

t = uj なるものが一意的に存在する。

Z X

Y X ⊔Z Y

T
∃1u

??t //

s

NN

i

OO
j //

f
//

g

OO

ファイバー積と同様, 余ファイバー積も存在すれば強い意味で一意的である。つまり, (W, i′, j′)が同様の普遍

性を満たすなら, 同型 v : X ⊔Z Y → W で i′ = vi, j′ = vj なるものが一意的に存在する。

(3.24). こちらについても, f , g を明示的に書きたい場合は

X ⊔〈f,g〉 Y, X ⊔
fտZրg

Y

のような表記が使われることがある。

(3.25). 圏 C に始対象 eが存在するときは, 余ファイバー積X ⊔e Y は, 直和 X ⊔ Y と一致する。

(3.26) 例. 集合の圏 (Set)では f : X → Z, g : Y → Z のファイバー積は常に存在する。実際,

X ×Z Y = {(x, y) ∈ X × Y | f(x) = g(y)}

とし, p : X ×Z Y → X と q : X ×Z Y → Y を包含写像X ×Z Y → X × Y とX × Y からX や Y への射影

の合成で定義すれば, (X ×Z Y, p, q)はファイバー積の普遍性を満たすことが簡単に確かめられる。特別な場

合をいくつか見てみよう。

(1) X ⊂ Z, Y ⊂ Z が Z の部分集合で, f, g が包含写像の場合, X ×Z Y は X ∩ Y と同一視できる。

(2) f : X → Z が写像で, Y ⊂ Z が部分集合, g が包含写像の場合, X ×Z Y は f−1(Y )と同一視できる。

特に z ∈ Z に対し, X ×Z {z}は f−1(z)とみなせる。
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(3.27) 例. 集合の圏 (Set)では, f : Z → X, g : Z → Y の余ファイバー積も常に存在する。実際, 非連結和

X ⊔ Y において x ∈ X, y ∈ Y に対し

xRy ⇔ z ∈ Z で f(z) = x, g(z) = y なるものが存在する

という関係 Rで生成される同値関係を ∼とするとき,

X ⊔Z Y = X ⊔ Y/ ∼

とおき, i : X → X ⊔Z Y や j : Y → X ⊔Z Y を自然な包含写像と全射X ⊔ Y → X ⊔Z Y の合成で定義すれ

ば, (X ⊔Z Y, i, j)は余ファイバー積の普遍性を満たす。

(1) f : Z → X, g : Z → Y が単射であれば, X ⊔Z Y は X と Y を Z をのりしろにして貼り合わせたもの

と見なせる。

(2) Z ⊂ X が部分集合で f が包含写像, Y = {y}が 1点からなる集合のときは, X ⊔Z {y}は Z ⊂ X を 1

点につぶした集合と見なせる。

(3.28) 例. 可換環の圏では, f : A → B, g : A → C なる環準同型の余ファイバー積は環のテンソル積

B ⊗A C である。

(3.29). 次に, 集合の圏における単射や全射の概念を圏の射の場合に拡張しよう。節の冒頭でも注意したよう

に, 圏においては射が抽象化されているので, 集合の写像のように単射や全射の概念を定めるわけにはいかな

い。そうではなく, 他の射との関係でもってこれらに代わる概念を定義する必要がある。

(3.30). 集合の圏においては, f : X → Y が単射であるとき g : Z → X は, f ◦ g により一意的に決まる。即

ち Hom(Z,X) → Hom(Z, Y ); g 7→ f ◦ g なる射は単射である。逆に, Hom(Z,X) → Hom(Z, Y ); g 7→ f ◦ g

が単射であれば, f は単射である。実際, x, x′ ∈ X に対し f(x) = f(x′)だとする。このとき Z = {z}を 1点

からなる集合, g, g′ ∈ Hom(Z,X)をそれぞれ g(z) = x, g′(z) = x′ で定まる写像とすれば, f ◦ g = f ◦ g′ よ

り g = g′ だから, x = x′ でなければならない。つまり次が成立する。

f : X → Y が単射 ⇐⇒ 任意の Z に対し, Hom(Z,X) → Hom(Z, Y ); g 7→ f ◦ g が単射。

同様に, f : X → Y が全射であるときには, g : Y → Z が, g ◦ f により一意的に決まる。即ち Hom(Y,Z) →

Hom(X,Z); g 7→ g ◦ f なる射は単射である。逆に, Hom(Y,Z) → Hom(X,Z); g 7→ g ◦ f が単射であれば,

f は全射である。実際, もし f が全射でなければ y0 6∈ f(X) なる y0 が取れる。このとき Z = {0, 1} とし,

g : Y → Z を任意の y に対し g(y) = 1なる写像, また g′ : Y → Z を g′(y0) = 0, y 6= y0 なら g′(y) = 1なる

写像とする。すると, g 6= g′ だが g ◦ f = g′ ◦ f である。以上から次が言える。

f : X → Y が全射 ⇐⇒ 任意の Z に対し, Hom(Y,Z) → Hom(X,Z); g 7→ g ◦ f が単射。

これらの単射や全射の言い換えでは, X という集合の要素は必要なく, 射だけが必要なので, 一般の圏で意味

を持つ。以上を踏まえて次のように定義する。

(3.31) 定義. C を圏, f : X → Y を C の射とする。

(1) f : X → Y がmono
def
⇔ ∀Z ∈ Ob C に対し, Hom(Z,X) → Hom(Z, Y )が単射。

(2) f : X → Y が epi
def
⇔ ∀Z ∈ Ob C に対し, Hom(Y,Z) → Hom(X,Z)が単射。
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なお, mono であることを monic ないしは monomorphic, epi であることを epic ないしは epimorphic と言

う場合もある。また, mono である射を monomorphism, epi である射を epimorphism と呼ぶこともある。

この文章では mono や epi を形容詞的にも名詞的にも使う。

(3.32) 例. (3.30)より, 集合の圏 (Set)ではmono は単射, epi は全射であることと同値。Aを環とするとき,

左 A加群の圏 (A-Mod)でも同様である。

(3.33). 一方, concrete category (2.13)であっても mono は単射とは限らないし, また epi も全射とは限ら

ない。

(3.34) 例. ハウスドルフ位相空間のなす圏 (HausTop)では,

f : X → Y が epi ⇐⇒ f(X)が Y で稠密

である。実際, まず f(X)が Y で稠密だとしよう。g, h : Y → Z が位相空間の連続写像で, g ◦ f = h ◦ f なる

ものとすると, もし g 6= hなら g(y) 6= h(y)なる y ∈ Y が存在するので, ハウスドルフの仮定より g(y) ∈ V ,

h(y) ∈ W なる Z の開集合 V , W で V ∩W 6= ∅ なるものが取れる。このとき U = g−1(V ) ∩h−1(W )とする

と, U ∩ f(X) 6= ∅である。よって f(x) ∈ U なる x ∈ X が存在するが, このき g ◦ f(x) = h ◦ f(x) ∈ V ∩W

となって矛盾。よって, g = hでなければならないので, f は epi. 逆に, f : X → Y が稠密でないとする。こ

のとき, f(X) ⊂ Y の閉包を f(X) として, Y ⊔ Y = {(y, i) | y ∈ Y, i = 0, 1} を 2つの Y の非連結和とし,

i0 : Y → Y ⊔ Y ; y 7→ (y, 0), i1 : Y → Y ⊔ Y ; y 7→ (y, 1) を自然な包含写像とする。同値関係 ∼を

y ∈ f(X) なら (y, 0) ≃ (y, 1)

となるような最小の同値関係として定義する (つまり 2つの Y を f(X) をのりしろとして貼り合わせる)。そ

して Z = Y ⊔ Y/ ∼を商位相空間, p : Y ⊔ Y → Z を自然な射とする。Z は明らかにハウスドルフ空間であ

る。g0, g1 : Y → Z を g0 = p ◦ i0, g1 = p ◦ i1 で定義すると, 構成から g0 ◦ f = g1 ◦ f であるが, f(X) ⊂ Y

が稠密でないことから y 6∈ f(X)なる y ∈ Y が存在し, このとき g0(y) 6= g1(y)だから g0 6= g1. よって f は

epi ではない。

X

Y

Y

Y ⊔ Y Z

f <<②②②②

f ""❊
❊❊

❊

i0""❊
❊❊

i1

<<②②②

g0

%%

g1

99
p //

(3.35) 補足. ハウスドルフ位相空間ではなく, 位相空間のなす圏 (Top)においては, epi は集合論的に全射で

あることと同値である。実際, Z = {0, 1}に密着位相 (indiscrete topology), つまり ∅と Z のみを開集合とす

る位相を入れたとする。もし, f : X → Y が全射でなければ, y0 6∈ f(X)を取るとき, g : Y → Z を値 0を取

る定数関数, また h : Y → Z を, y 6= y0 なら h(y) = 0, h(y0) = 1 なる関数とするとき, g, h は連続写像で

g ◦ f = h ◦ f だが, g 6= hである。

(3.36) 例. (ComRng) を可換環のなす圏とする。ただし可換環というときは, 積についての単位元 1 の存

在を仮定し, 準同型は 1 を 1 に写すものとする。このとき, Z → Q は集合の写像としてはもちろん全射で

はないが, (ComRng) において epi である。より一般に A を可換環, S を A の積閉集合とするとき, 局所化

ϕ : A → S−1Aは epi である。これは, Hom(S−1A,B)が空でない場合, つまり f : S−1A → B なる準同型

が存在する場合は, f(S) ⊂ B× であることから, 局所化の普遍性により Hom(A,B) ≃ Hom(S−1A,B)であ
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ることによる。具体的には, a ∈ A, s ∈ S とするとき f(s/1)f(a/s) = f(a/1)かつ f(s/1) ∈ B× から f(a/s)

は f(a/1)と f(s/1)で決まるが, これは A → B から一意的に決まる。

(3.37) 例. concrete category (2.13) において, mono が必ずしも単射でない例としては次のようなものが

ある。(Div) を, 加除群 (divisible group), 即ち, アーベル群 G であって, 任意の自然数 n に対し, n 倍写

像 G → G; g → ng が全射であるようなもの, を対象とし, 準同型を射とする圏とする。このとき (Div)のお

ける自然な全射準同型 f : Q → Q/Z は, 集合の写像としては単射ではないが mono であることを示そう。

g, h : G → Qを加除群からの準同型で f ◦ g = f ◦ hなるものとするとき, g = hを言えばよい。g − hを g と

書き直せば, f ◦ g = 0なら g = 0を示してもよい。x ∈ Gとする。Gは加除群なので, 任意の n ∈ Nに対し,

ny = xなる y ∈ Gが存在する。よって, g(x) = g(ny) = ng(y)だが, 仮定から g(y) ∈ Z だから, g(x) ∈ nZ.

即ち g(x)は全ての自然数で割り切れるので, g(x) = 0である。よって g = 0.

(3.38). 集合の圏 (Set)では, 射 f が mono かつ epi なら全単射なので, 圏の同型射である。しかし一般の圏

では mono かつ epi であるからといって同型とは限らない。例えば上の (3.34)のように (HausTop)において

は, 射 f : X → Y が単射でかつ像が Y で稠密なら mono かつ epi である。しかし, f が集合論的な全射でな

ければ逆射が存在しないので, 必ずしも同型ではない。

(3.39) 命題. f : X → Y , g : Y → Z に対し,

(1) f , g がmonoなら g ◦ f もmono.

(2) f , g が epiなら g ◦ f も epi.

(証明). 定義から自明。

(3.40) 命題. f : X → Y , g : Y → Z に対し,

(1) gf が monoなら f も mono.

(2) gf が epiなら g も epi.

(証明). (1) 合成 Hom(W,X) → Hom(W,Y ) → Hom(W,Z) が単射なら Hom(W,X) → Hom(W,Y ) も単

射であることから明らか。(2) 合成 Hom(Z,W ) → Hom(Y,W ) → Hom(X,W )が単射なら Hom(Z,W ) →

Hom(Y,W )も単射であることから明らか。

4 関手

(4.1). 圏論における関手とは, ある意味集合論における写像にあたるものだが, 写像とは異なり, 対象と射の

両方を写す対応になっている。まずは定義から述べよう。

(4.2) 定義. C , C ′ を圏とするとき, 共変関手 (covariant functor) F : C → C ′ とは次のものの組。

(1) 写像 F : Ob C → Ob C ′;X → F (X).

(2a) 各 X,Y ∈ Ob C に対し, 写像 F : HomC (X,Y ) → HomC ′(F (X), F (Y )); f 7→ F (f) であって次を満

たすもの。

(i) F (1X) = 1F (X).
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(ii) F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g).

X
g◦f //

f ��❃
❃❃

❃ Z

Y
g

@@✁✁✁✁

F (X)
F (g◦f) //

F (f) $$❍
❍❍

❍❍
F (Z)

F (Y )
F (g)

;;✈✈✈✈✈

対象についての写像と, 射についての写像のどちらも同じ F という記号を用いているので注意。同様に, 反変

関手 (contravariant functor) とは, 次のものの組である。

(1) 写像 F : Ob C → Ob C ′;X → F (X).

(2b) 各 X,Y ∈ Ob C に対し, 写像 F : HomC (X,Y ) → HomC ′(F (Y ), F (X)); f 7→ F (f) であって次を満

たすもの。

(i) F (1X) = 1F (X).

(ii) F (f ◦ g) = F (g) ◦ F (f).

共変関手と違い, 射の向きが逆になることに注意。

(4.3). 集合の写像 f : A → B が次のようなイメージであるとすると,

A
f // B

a ✤ // f(a)

圏の関手 F : C → C ′ は次のようなイメージになる。

共変関手

C
F // C ′

X

f
��  

F (X)

F (f)
��

Y F (Y )

反変関手

C
F // C ′

X

f
��  

F (X)

Y F (Y )

F (f)

OO

また, F : Ob C → Ob C ′ と各 X,Y ∈ Ob C に対する F : HomC (X,Y ) → HomC ′(F (X), F (Y ))が与えら

れたとき, それが上の (2a)ないしは (2b)を満たすこと, 即ち F が共変関手ないしは反変関手であることを, F

は関手的 (functorial) であるという風に言う。

(4.4). 反変関手 F : C → C ′ は, F : C ◦ → C ′ なる共変関手ともみなせる。そこで, 特に断りがない場合は,

F : C → C ′ と書いたら共変関手, F : C ◦ → C ′ と書いたら反変関手を表すものとする。

(4.5) 補足. 具体的な関手 F : C → C ′ を与える場合, しばしば対象についての写像を与えれば, 射について

の写像は自然に自明なものが定まることがある。このような場合, 「関手 F を F (X)が次のようなものと定

める」といった言い方をし, 射の説明を省略することがある。

(4.6) 例. C を圏とするとき, X ∈ Ob C に対し X 自身を対応させ, 射 f : X → Y に対し f 自身を対応させ

る C から C への関手を C の恒等関手 (identity functor) という。この文章では 1C ないしは idC と表記

する。1や idと略記することも多い。
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(4.7) 例. 集合の圏を (Set), 位相空間の圏を (Top)で表すとき, F : (Top) → (Set)という共変関手が次のよ

うにして定まる。

(1) 位相空間 X 7→ X (位相構造を忘れたもの)。

(2) 連続写像 f 7→ f (単なる写像とみなしたもの)。

このように構造を忘れて集合とみなす関手を忘却関手 (forgetful functor) という。

(4.8) 例. (Top)を位相空間の圏, (R-Alg)を可換 R代数の圏とする。このとき F : (Top) → (R-Alg)を

(1) X 7→ C(X) = X 上の R値連続関数全体のなす環。

(2) (f : X → Y ) 7→ (F (f) : C(Y ) → C(X);ϕ 7→ ϕ ◦ f).

として定めると, F は反変関手である。この例のように圏論の枠組を使うと, 位相空間のような図形的なもの

と, 可換 R代数という代数的なものを直接関係付けることが可能になる。

X Y

R

f
//

ϕ
ZZ✺✺✺✺

ϕ◦f
DD✠✠✠✠

(4.9) 例. K を体とし, (K-Vec) を対象が K ベクトル空間, 射が K 線形写像である圏とする。このとき

F : (K-Vec) → (K-Vec)を次のように定める。

(1) V をK ベクトル空間とするとき, F (V )を V の双対空間, 即ち V ∗ = HomK(V,K) (V からK へのK

線形写像全体) とする。

(2) 線形写像 f : V → W に対し, F (f) = f∗ : W ∗ → V ∗; ϕ 7→ ϕ ◦ f とする。

このとき F は反変関手である。

V W

K

f
//

ϕ
ZZ✺✺✺✺

f∗(ϕ)=ϕ◦f
DD✠✠✠✠

(4.10) 例. K を体とする。位相空間 X に対してその K 係数の m 次ホモロジー群 (resp. コホモロジー群)

Hm(X) (resp. Hm(X))を対応させる関手 (Top) → (K-Vec)は共変 (resp. 反変) 関手。一般に位相空間の性

質をそのまま数学的に扱うのは大変であるが, 線形代数は扱いが簡単である。この (コ)ホモロジー関手を通じ

て, 位相空間の性質を線形代数に写し取ることができるようになっている。

5 充満性,忠実性,部分圏

(5.1). 圏 C と C ′ の間に関手 F : C → C ′ があるというだけでは, 2つの圏がこの関手によってどれ程密接に

関係しているか, つまり片方の圏の性質が F を通じてどの程度もう一方の圏に反映されるかはわからない。こ

の問題については次に説明する関手の忠実性や充満性が基本的である。なお (9.3)も参照のこと。

(5.2) 定義. F : C → C ′ を共変関手とする。Hom(X,Y ) → Hom(F (X), F (Y ))が単射であるとき F は忠実

(faithful)であるといい, また全射であるとき充満 (full)であるという。特に全単射のときは充満忠実 (fully

faithful)であるという。
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(5.3) 例. 忘却関手は忠実であるが, 一般には充満ではない。例えば (4.8)の忘却関手 (Top) → (Set)を考え

ると, (Set)では連続でない写像も射であるので充満ではない。

(5.4). 充満忠実でない関手では, 元の圏での性質が写った先の圏に良く反映されない。例えば, 上の例の忘却

関手 F : (Top) → (Set)を考えてみよう。位相空間の連続写像 f : X → Y は全単射であっても同相写像とは

限らない。これは逆写像が連続であるとは限らないためである。従って, F (f)が同型でも f が同型とは限ら

ない (下図)。つまり集合の圏で考えると元の射が同型かどうか判断できないわけで, それだけ情報が失われて

いることになる。

(Top)
忘却関手 F // (Set)

X

f が同相でなくても
��
 

F (X)

F (f) は全単射 (集合の圏での同型) となり得る
��

Y F (Y )

(5.5). 一方, F : C → C ′ が充満忠実であれば, f : X → Y が同型であることと F (f) : F (X) → F (Y )

が同型であることは同値である。実際, f が同型なら, もちろん F (f) も同型であるが, 逆に F (f) が

同型なら g′ ∈ Hom(F (Y ), F (X)) で F (f) ◦ g′ = 1F (Y ), g
′ ◦ F (f) = 1F (X) なるものが存在するが,

Hom(X,Y ) ≃ Hom(F (X), F (Y ))から F (g) = g′ なる g が存在する。これが f の逆射になっていることを

示すのは簡単である。同型であるものを同じとみなす立場からは, 圏論において関手が充満忠実であることは,

集合論において写像が単射であることの類似と見なせることがわかるだろう。

(5.6). 以前定義した concrete category (2.13) という概念は, ここでの言葉を使うと, 圏 C と, C から集合の

圏への忠実な関手 F : C → (Set)の組 (C , F )のことであると定義できる。

(5.7) 定義. C , C ′ を圏とする。Ob(C ′) ⊂ Ob(C ) かつ任意の X,Y ∈ Ob(C ′) に対し HomC ′(X,Y ) ⊂

HomC (X,Y ) であってかつ合成が共通であるとき, C ′ を C の部分圏 (subcategory) という。更に,

HomC ′(X,Y ) = HomC (X,Y )が常に成立するとき, C ′ を C の充満 (full) 部分圏という。

(5.8) 例. アーベル群のなす圏 (Abel)は, 群の圏 (Grp)の充満部分圏。

(Abel)
full subcategory
−−−−−−−−−−→ (Grp).

6 自然変換

(6.1). ここでは圏論が生まれるきっかけとなった自然変換について説明する。これは言わば関手から関手へ

の射である。

(6.2) 定義. C , C ′を圏とする. F,Gを C から C ′への共変関手とするとき, F からGへの自然変換 (natural

transform) ないしは (関手の) 射 ϕ : F → Gとは, 各 X ∈ Ob C に対する ϕX ∈ HomC ′(F (X), G(X))の
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族で任意の f : X → Y に対し次が可換であるもの。

X

f

��
 

F (X)

F (f)

��

ϕX // G(X)

G(f)

��
Y F (Y )

ϕY

// G(Y )

序文でも説明したように, 圏論はもともとこの自然変換を定式化するために考えられた。

(6.3). C , C ′ を圏とするとき, 圏 Hom(C ,C ′)を

対象 : {C から C
′ への (共変) 関手 }

射 : 共変関手 F,G : C → C
′ に対し, Hom(F,G) = {ϕ : F → G | 自然変換 }

で定めると, Hom(C ,C ′)は自然に圏になる。

(6.4) 定義. F , Gを C から C ′ への共変関手とする。自然変換 ϕ : F → Gが 同型, あるいは ϕ : F → Gが

自然同型 (natural isomorphism) であるとは, ϕが Hom(C ,C ′)における同型射であることである。これ

は, ϕ : F → Gが自然変換で, かつ任意の X ∈ C に対し ϕX : F (X) → G(X)が同型であることとも言い換

えられる。

(6.5) 例. 冒頭の例をもう一度挙げよう。K を体, (K-Vec) を K ベクトル空間のなす圏, D : (K-Vec) →

(K-Vec)をベクトル空間 V に対し, 双対ベクトル空間 V ∗ = HomK(V,K)を対応させ, 線形写像 f : V → W

に対し f∗ : W ∗ → V ∗; ϕ 7→ ϕ ◦ f を対応させる反変関手とする。すると, F = DD : (K-Vec) → (K-Vec)

は共変関手である。このとき, ベクトル空間 V に対し, ηV : V → F (V ) = V ∗∗ を ηV (x) = ϕ : p → p(x)

と定める。すると, η は (K-Vec) の恒等関手 id から F への自然変換である。実際, 冒頭でも述べたように

f : V → W を線形写像とするとき,

V
ηV //

f
��

V ∗∗

F (f)
��

x
✤ //

❴

��

(ϕ : p 7→ p(x))
❴

��
W

ηW

// W ∗∗ f(x) ✤ // (ψ : q 7→ q ◦ f(x))

が可換になる。(1.3)参照。

(6.6) 例. (ComRng) を, 可換環の圏*1, (Grp) を群の圏とする。可換環 A と自然数 n に対し, GLn(A) =

{X ∈ Mn(A) | detX ∈ A×} と置く。ただしMn(A) は A を成分とする n 次正方行列, A× は A の可逆元

全体のなす群を表す。f : A → B が環の準同型なら, GL(f) : GLn(A) → GLn(B) なる群の準同型が誘導

される。このとき可換環 Aに GLn(A)を対応させ, 環準同型 f : A → B に GL(f)を対応させることで関手

GLn : (ComRng) → (Grp)が定まる。特に n = 1のときの GL1 を Gm と書く。Gm(A) = A× である。この

とき, 可換環 Aに対し, detA : GLn(A) → Gm(A)を X ∈ GLn(A)に対し detX ∈ Gm(A)を対応させる準

*1 この文章では可換環は積についての単位元 1を持ち, 準同型は 1を 1に写すものと仮定する。
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同型とすると, detは GLn から Gm への自然変換である。実際, 環準同型 f : A → B に対し次は可換である。

GLn(A)
detA //

GLn(f)

��

Gm(A)

Gm(f)

��
GLn(B)

detB // Gm(B)

(6.7). 後で用いる自然変換についての性質をいくつか挙げておく。まず, 自然変換と関手の合成から。B, C ,

D を圏, S : B → C , F,G : C → D を関手, ϕ : F → Gを自然変換とする。

ϕ��B
S // C

F //

G
//
D

X ∈ Ob B に対し (ϕS)X を (ϕS)X = ϕS(X) : FS(X) → GS(X)で定めると, ϕが自然変換であることから

B の射 f : X → Y について次が可換になるので, ϕS : FS → GS なる自然変換を得る。

FS(X)

FS(f)
��

(ϕS)X// GS(X)

GS(f)
��

FS(Y )
(ϕS)Y

// GS(Y )

また, C , D , E を圏, F,G : C → D , T : D → E を関手, ϕ : F → Gを自然変換とする。

ϕ��C

F //

G
//
D

T // E

このときも X ∈ Ob C に対し (Tϕ)X を (Tϕ)X = T (ϕX) : TF (X) → TG(X)と定めると, ϕが自然変換で

あることから, C の射 f : X → Y について次が可換になるので, Tϕ : TF → TGなる自然変換を得る。

TF (X)

TF (f)
��

(Tϕ)X// TG(X)

TG(f)
��

TF (Y )
(Tϕ)Y

// TG(Y )

(6.8). C , D を圏, F , G, H をいずれも C から D への関手とする。自然変換 ϕ : F → G, ψ : G → H に対

し, その合成 ψ ◦ ϕ : F → H を, X ∈ Ob C に対し, (ψ ◦ ϕ)X : F (X) → H(X)が ψX ◦ ϕX となるように定

義する。

ϕ��
C

F //

G //

H
//

ψ��

D

f : X → Y なる C の射に対し, 次の D の図式が可換であることから, ψ ◦ ϕは確かに自然変換である。

F (X)

F (f)
��

ϕX // G(X)

G(f)
��

ψX // H(X)

H(f)
��

F (Y )
ϕY // G(Y )

ψY // H(Y )

このとき, ψ ◦ ϕを ϕと ψ の垂直合成 (vertical composite)と呼ぶ。
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(6.9). C , D , E を圏, F,G : C → D , S, T : B → C を関手, ϕ : F → G, ψ : S → T を自然変換とする。

ϕ�� ψ��C

F //

G
//
D

S //

T
//
E

このとき, X ∈ Ob C に対し D の射 ϕX : F (X) → G(X)が対応するので, ψ が自然変換であることから次の

可換図式を得る。

SF (X)

(Sϕ)X

��

(ψF )X // TF (X)

(Tϕ)X

��
SG(X)

(ψG)X // TG(X)

これは, 次の自然変換の等号を意味する。

(6.9.1) Tϕ ◦ ψF = ψG ◦ Sϕ

そこで, 自然変換 ψϕ : SF → TG を ψϕ = Tϕ ◦ ψF = ψG ◦ Sϕ と定義する。これを ϕ と ψ の水平合成

(horizontal composite)と呼ぶ。

(6.10) 定義 (関手のなす圏). C , D を圏とするとき, 対象が C から D への関手で, 関手 F,G : C → D に対

し, Hom(F,G)を F から Gへの自然変換全体のなす集合とする。このとき, 1F : F → F を, X ∈ Ob C に対

し 1F (X) : F (X) → F (X)を対応させる自然変換とし, ϕ : F → G, ψ : G → H に対し, ψ ◦ ϕを垂直合成で

定義すると, 圏ができる。これを, Hom(C ,D)ないしは DC と書き, C から D への関手のなす圏と呼ぶ。

7 随伴

(7.1). この節では, 圏と言えば局所小, 即ち Hom(X,Y )が集合であるような圏のみを考えることにする。ま

た (Set)を集合の圏とする。随伴にはいくつかの定義の仕方がある。ここでは比較的分かりやすいと思われる

定義から始める。後で述べる例を見れば, 随伴関手の重要性が良くわかると思う。

(7.2) 定義. C ,D を圏とする。C と D の間の随伴 (adjunction) とは共変関手 F : C → D , G : D → C お

よび C ◦ × D から (Set)への関手の自然同型 η : HomD(F (−),−) → HomC (−, G(−))の組 (F,G, η)のこと

である。このとき, (F,G)を随伴対 (adjoint pair) と言ったり F を Gの左随伴関手 (left adjoint), Gを

F の右随伴関手 (right adjoint) と言ったりする。また, このことを

F ⊣ G

と表記したり, あるいは, 図式の中で

C ⊥

F //
D

G
oo

などと書く。定義からこれは,

HomD(F (X), Y )
∼

ηX,Y

// HomC (X,G(Y ))
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のような, X, Y について関手的な, つまり C の射 f : X ′ → X 及び D の射 g : Y → Y ′ に対し, 次が可換に

なるような全単射の族があることとも言い換えられる。

HomD(F (X), Y )
∼

ηX,Y

//

��

HomC (X,G(Y ))

��

ϕ ✤ //
❴

��

ψ
❴

��
HomD(F (X ′), Y ′)

∼

ηX′,Y ′

// HomC (X ′, G(Y ′)) g ◦ ϕ ◦ F (f) ✤ // G(g) ◦ ψ ◦ f

随伴を別の形で定式化してみよう。

(7.3) 定義 (随伴 (2)). 圏 C と圏 D の間の随伴を共変関手 F : C → D , G : D → C および自然変換

ǫ : idC → GF , δ : FG → idD の組 (F,G, ǫ, δ)であって次を満たすものと定義する。

(1) 自然変換の合成 G
ǫG // GFG

Gδ // G は 1G.

(2) 同じく F
Fǫ // FGF

δF // F は 1F .

このとき, ǫを単位射 (unit), δ を余単位射 (counit) と呼ぶ。

(7.4) . 前の定義との関係を述べよう。まず, この定義 (7.3) から初めの定義 (7.2) が得られることを示

す。上の (F,G, ǫ, δ) が与えられたとき, D の射 g ∈ Hom(F (X), Y ) に対し, ǫX : X → GF (X) と G(g) :

GF (X) → G(Y ) の合成として, G(g) ◦ ǫX : X → G(Y ) が定まる。同様に, f ∈ Hom(X,G(Y )) に対し,

F (f) : F (X) → FG(Y )と δY : GF (Y ) → Y の合成として δY ◦ F (f) : F (X) → Y が定まる。

HomD(F (X), Y )
ηX,Y //

HomC (X,G(Y ))
θX,Y

oo

g
✤ // G(g) ◦ ǫX

δY ◦ F (f) f
✤oo

F (X)

g

��
→

GF (X)

G(g)
��

X
ǫXoo

ηX,Y (g){{✇✇
✇✇
✇✇
✇

Y G(Y )

F (X)

F (f)
��

θX,Y (f)

##❋
❋❋

❋❋
❋❋

X

f

��
←

FG(Y )
δY

// Y G(Y )

すると, η や θ は C ◦ × D → (Set)なる関手の自然変換になっている。また, θX,Y ◦ ηX,Y (g)は次のように書

ける。
θX,Y ◦ ηX,Y (g) = δY ◦ F (G(g) ◦ ǫX) = δY ◦ FG(g) ◦ (Fǫ)X .

このとき次の図式において, 上の三角形の部分は仮定から可換, また下の四角形の部分は ǫが自然変換である
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ことから可換なので ((δF )X = δF (X) に注意), g = θX,Y ◦ ηX,Y (g) が言える。

F (X)
(Fǫ)X

��
(1F )X

��
FGF (X)

FG(g)

��

(δF )X // F (X)

g

��
FG(Y )

δY

// Y

同様に, ηX,Y ◦ θX,Y (f)は,

ηX,Y ◦ θX,Y (f) = G(δY ◦ F (f)) ◦ ǫX = (Gδ)Y ◦GF (f) ◦ ǫX .

このとき下の図式において上の四角形は, (ǫG)Y = ǫG(Y ) に注意すると, ǫが自然変換であることから可換。ま

た下の三角形は仮定より可換なので, ηX,Y ◦ θX,Y (f) = f が言える。

GF (X)

GF (f)

��

X
ǫXoo

f

��
GFG(Y )

(Gδ)Y **

G(Y )

(1G)Y

��

(ǫG)Yoo

G(Y )

よって η, θ は互いの逆変換なので, これらは自然同型。

(7.5) . 今度は逆に, (7.2) の意味での随伴 (F,G, η) が与えられたとする。このとき, Hom(F (X), Y ) ≃

Hom(X,G(Y )) において, Y = F (X) の場合の Hom(F (X), F (X)) ≃ Hom(X,GF (X)) なる射の 1F (X)

の行き先を ǫX : X → GF (X) とする。すると, η の関手性より ǫX は関手的で, 従って ǫ : idC → GF

なる自然変換が定まる。同様に, X = G(Y ) の場合を考えると, Hom(FG(Y ), Y ) ≃ Hom(G(Y ), G(Y ))

で 1G(Y ) に写る元として δY : FG(Y ) → Y とすることで自然変換 δ : FG → idD が定まる。このとき,

FǫX : X → GF (X) より次の可換図式を得る。1GF (X) の行き先を 2 通り計算すれば Fǫ ◦ δF = 1F がわ

かる。
Hom(FGF (X), F (X))

∼

��

Hom(GF (X), GF (X))

��
Hom(F (X), F (X))

∼
Hom(X,GF (X))

(δF )X oo ✤
❴

��

1GF (X)
❴

��
FǫX ◦ (δF )X = 1F (X)

oo ✤ (Fǫ)X

同様に, Gδ ◦ ǫG = 1G もわかるので, (7.3)の意味での随伴 (F,G, ǫ, δ)が定まる。この構成が前のパラグラフ

と逆の構成になっていることは簡単に確かめられる。以上から, (7.2)と (7.3)が同等であることがわかる。

(7.6). 随伴関手は, ある意味一意的である。このことをきちんと説明するには, 随伴の共役の概念が必要にな

る。ここでは詳しい説明は省略する。興味がある人は, 例えば [Mac98, IV, 7]などを参照のこと。概要は次の

通り。
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(7.7). (F,G, ǫ, δ), (F ′, G′, ǫ′, δ′)を, 共通の圏 C , D についての F, F ′ : C → D , G,G′ : D → C , なる随伴と

する。σ : F → F ′, τ : G′ → Gを自然変換とするとき, σ∗X : Hom(F ′(X), Y ) → Hom(F (X), Y ); f 7→ f◦σX ,

τX∗ : Hom(X,G′(Y )) → Hom(X,G(Y )); g 7→ τY ◦ g なる射が定まる。

(7.7.1) Hom(F ′(X), Y )
η′

X,Y //

σ∗

X
��

Hom(X,G′(Y ))

τY ∗

��
Hom(F (X), Y )

ηX,Y // Hom(X,G(Y ))

が可換となるような組 (σ, τ)を, (F,G, ǫ, δ), (F ′, G′, ǫ′, δ′)についての共役 (conjugate) と言う。(7.7.1)の

可換性は, 次のいずれかの図式の可換性と同値になる。証明は [Mac98, IV, 7, Theorem 2]参照。

G′
τ //

ǫG′

��

G

GFG′
GσG′

// GF ′G′

Gδ′

OO F
σ //

Fǫ′

��

F ′

FG′F ′
FτF ′

// FGF ′

δF ′

OO(7.7.2)

FG′
Fτ //

σG′

��

FG

δ
��

F ′G′
δ′

// 1D

1C

ǫ //

ǫ′

��

GF

Gσ
��

G′F ′
τF ′

// GF ′

(7.7.3)

2つの随伴の共役は, 随伴の間の変換と見なせる。これにより, 随伴を対象, 共役を射とする圏ができる。さて,

ここで例えば F = F ′ の場合を考える。このような随伴の組 (F,G, ǫ, δ), (F,G′, ǫ′, δ′)が与えられたとき, こ

れらの間の共役で (1F , τ) (τ : G′ → G)なるものが存在する。実際, (7.7.2)の左の図式で F = F ′, σ = 1F と

すると,

G′
τ //

ǫG′

��

G

GFG′
G1FG

′

// GFG′

Gδ′

OO

なる図式が得られるので, これが可換になる τ が一意的に存在すればよいわけだが, それには τ を他の 3つの

自然変換の合成とすればよいし, そうするしかない。このとき τ は自然同型になる。何故なら Gと G′ を入れ

換えて考えれば, 共役 (1F , τ
′) (τ ′ : G → G′) が存在して τ ′ ◦ τ = 1, τ ◦ τ ′ = 1となるからである。この意味

で, F に対し, Gが一意的に決まる。同様の意味で, Gに対し F が一意的に決まる。

(7.8) 例. Z を集合とする。G = Hom(Z,−) : (Set) → (Set); X 7→ Hom(Z,X) の左随伴関手は, F :

(Set) → (Set); X 7→ X × Z. 実際, f : X → Y に対し, F (f) = f × id : X × Z → Y × Z とする。このとき

X, Y に対し, 次のような全単射 ηX,Y が定まる。

Hom(X × Z, Y )
ηX,Y // Hom(X,Hom(Z, Y ))

ϕ
✤ //

(
x 7→ (z 7→ ϕ(x, z))

)
(
(x, z) 7→ ψx(z)

)
ψ : x 7→ (ψx : z 7→ ψx(z))✤oo

これが X, Y について関手的であることは明らかなので, (F,G, η)は随伴である。この場合, 単位射 ǫ : 1 →

GF は

X
ǫX // Hom(Z,X × Z)

x
✤ //

(
z 7→ (x, z)

)
.

22



一方, 余単位射 δY は

Hom(Z, Y ) × Z
δY // Y

(ψ, z)
✤ // ψ(z).

(7.9) 例. Aを可換環とし, A加群の圏を (A-Mod)とする。A加群 Lを一つ固定し, (A-Mod)から (A-Mod)

への関手 F , Gを F (M) = M ⊗A L, G(N) = HomA(L,N)によって定める。このとき, A加群M , N につ

いての次の自然同型がある。これは実際には A加群の準同型である。

HomA(M ⊗A L,N)
ηM,N // HomA(M,HomA(L,N))

ϕ ✤ //
(
x 7→ (z 7→ ϕ(x⊗ z))

)
(
x⊗ z 7→ ψx(z)

)
ψ : x 7→ (ψx : z 7→ ψx(z))

✤oo

従って, (F,G, η)は随伴である。単位射 ǫ : 1 → GF は,

M
ǫM // HomA(L,M ⊗A L)

x ✤ //
(
z 7→ x⊗ z

)
.

なる射である。一方, 余単位射 δN は

HomA(L,N) ⊗A L
δN // N

ψ ⊗ z ✤ // ψ(z)

で, これは評価写像 (evaluation map) である。

(7.10) 例. A を可換環とする。忘却関手 G : (A-Mod) → (Set) の左随伴関手は集合 X に対し, F (X) =
⊕

x∈X A を対応させ, f : X → Y に対し, F (f) を F (f)
(
(ax)x

)
=

∑
axf(x) なる写像として定まる関手 F

である。実際このとき, M を A加群, X を集合として,

X

��

// M

⊕
x∈X A

∃1

::

なる図式より, 次の関手的な全単射があることがわかる。

HomA-mod(F (X),M) ≃ Hom(Set)(X,M).

この場合, 単位射 ǫ : 1 → GF は, ǫX : X →
⊕

x∈X A; x 7→ ex (ただし ex は x成分が 1で他は 0である元),

また余単位射 δ : FG → 1は δM :
⊕

x∈M A → M ; (ax)x 7→
∑
axx. なお, この場合に集合の圏への忘却関手

の左随伴関手によって自由加群が構成できたことに注目して, 集合の圏への忘却関手の左随伴関手から得られ

る対象を「自由対象」と定義することがある。

(7.11) 例. 忘却関手 G : (完備距離空間) → (距離空間)の左随伴関手は, 距離空間 X に対しその完備化 X̂ を

対応させる関手。実際, X を距離空間, Y を完備距離空間とするとき, X → X̂ を自然な埋め込みとして

X

��

// Y

X̂
∃1

??
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なる図式を考えれば, 次の関手的な全単射ができる。ただし左は完備距離空間の射の集合, 右は距離空間の圏

の射の集合.
Hom(X̂, Y ) ≃ Hom(X,Y ).

この場合, 単位射 ǫ : 1 → GF は, ǫX : X → X̂ が完備化への埋め込みであるような射, また余単位射

δ : FG → 1は, δY : Y → Y が恒等射であるような射 (Y が完備距離空間なら Ŷ = Y であることに注意)。

8 表現可能関手

(8.1). この節でも, 前節に引き続き, 圏と言えば局所小, 即ち, Hom(X,Y )が集合であるような圏のみを考え

ることにする。この節で解説する表現可能関手の考え方は, トポスの概念につながる重要なものである。が,

ここでは基本的な概念を説明するだけにしておく。

(8.2). C を圏とする。X ∈ Ob C に対し, 反変関手 hX : C → (Set) を, Y , Y ′ ∈ Ob C , f : Y → Y ′ に対

して

hX(Y ) = HomC (Y,X)

hX(f) : HomC (Y ′,X) → HomC (Y,X); g 7→ g ◦ f

とすることで定めることができる。同様に共変関手 h′X : C → (Set)も次のように定まる。

h′X(Y ) = HomC (X,Y )

h′X(f) : HomC (X,Y ) → HomC (X,Y ′); g 7→ f ◦ g

(8.3) 定義. C から集合の圏への反変関手を, C 上の集合に値を取る前層ないしは集合の前層と呼ぶ。この文

章では, 集合の前層を対象とし, 自然変換を射とする圏を Ĉ と書く。つまり, Ĉ = Hom(C ◦, (Set)). (6.10)

参照。

(8.4). X ∈ Ob C に対し hX ∈ Ob Ĉ を対応させ, また C の射 f : X → X ′に対し, hX(Y ) = Hom(Y,X) →

hX′(Y ) = Hom(Y,X ′); g 7→ f ◦ g で定まる Ĉ の射 hf : hX → hX′ を対応させることで次の共変関手が定

まる。
h : C → Ĉ .

(8.5) 命題 (米田の補題). C を圏, F : C → (Set)を反変関手とする。X ∈ Ob C に対し, 次の全単射がある。

Hom
Ĉ

(hX , F ) ≃ F (X).

(証明). ϕ : hX → F を自然変換とすると, ϕX : hX(X) = Hom(X,X) → F (X) による 1X の像として

ξ ∈ F (X)が定まる。逆に ξ ∈ F (X)が与えられたとき, ϕY : hX(Y ) → F (Y )を f ∈ hX(Y ) = Hom(Y,X)

に対し F (f)(ξ)を対応させる写像として定めると, g : Z → Y に対し,

(8.5.1) hX(Y ) = Hom(Y,X)
ϕY //

hX

��

F (Y )

F (g)
��

hX(Z) = Hom(Z,X)
ϕZ // F (Z)

f
✤ //

❴

��

F (f)(ξ)
❴

��
f ◦ g ✤ // F (f ◦ g)(ξ) = F (g)(F (f)(ξ))
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となることから ϕは自然変換であり, 次の図式からこれらの ϕ 7→ ξ と ξ 7→ ϕなる写像が互いの逆写像である

ことがわかる。

hX(X) = Hom(X,X)
ϕX //

hX

��

F (X)

F (f)
��

hX(Y ) = Hom(Y,X)
ϕY // F (Y )

1X
✤ //

❴

��

ξ
❴

��
f
✤ // F (f)(ξ)

よって全単射である。

(8.6) 定理 (米田の埋め込み定理). C を圏とする。共変関手 h : C → Ĉ は充満忠実である。

(証明). 米田の補題 (8.5)において, F = hY の場合を考えれば

Hom(hX , hY ) ≃ hY (X) = Hom(X,Y )

が得られる。(8.5)の証明における構成の仕方から, これは (8.4) で定まる射そのものであるから, hは充満忠

実である。

(8.7) 補足. これにより, C という圏を, C 上の前層の圏 Ĉ に充満忠実に埋め込むことができる。一般に C

より Ĉ の方が良い性質を持つので, C における問題を Ĉ の中で考えることにより, 問題が解決できることが

ある。Grothendieck はこの考え方を強力に推し進めることで, コホモロジー理論を発展させた。

(8.8) 定義. 反変関手 F : C → (Set)が表現可能 (representable) であるとは, 自然同型 hX ≃ F が存在す

るような X ∈ C が存在すること。

(8.9). さて, 米田の補題 (8.5)より, Hom
Ĉ

(hX , F ) ≃ F (X)であるから, 自然同型 ϕ : hX ≃ F に対し F (X)

の元 ξ が決まる。(8.5)の証明にあるように, この ξ は

Hom(X,X)
∼ // F (X)

idX
✤ // ξ

で定まる元であり, このとき一般の Y については ϕY : hX(Y ) → F (Y ) が f ∈ hX(Y ) = Hom(Y,X) を

F (f)(ξ) ∈ F (Y )に写す写像として定まるのだった。

(8.10) 定義. 関手 F : C → (Set) に対し, (X, ξ) を X ∈ Ob(C ), ξ ∈ F (X) の組で Hom(Y,X) →

F (Y ); f 7→ F (f)(ξ)が全単射を与えるものとする。このとき, (X, ξ)は F を表現 (represent) するという。

ξ を省略して X が F を表現するということもある。

(8.11) 系. F が表現可能であれば, F ≃ hX となる X は同型を除いて一意的に定まる。

(証明). 実際, hX ≃ hX′ とすると, (8.6)より h : C → Ĉ が充満忠実であることからX ≃ X ′ となる。

(8.12). h′ の場合も同じようなことが言える。例えば, 米田の補題については, 次が成立する。

(8.13) 補題 (米田の補題 (2)). C を圏, F : C → (Set)を共変関手とする。X ∈ Ob C に対し, 次の全単射

がある。
Hom

Ĉ ◦
(h′X , F ) ≃ F (X).

(証明). 反変関手の場合の米田の補題 (8.5) の双対命題である。つまり C ◦ で考えれば直接 (8.5) から従うの

で証明は不要だが, 便宜上, 対応を記しておこう。ϕ : h′X → F (X) を自然変換とすると, ϕX : h′X(X) =
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Hom(X,X) → F (X)による 1X の像として ξ ∈ F (X)が定まる。この対応が全単射となる。すると, 一般の

Y については次の図式から ϕY が復元できる。更に

(8.13.1) h′X(X) = Hom(X,X)
ϕX //

hX

��

F (X)

F (f)
��

h′X(Y ) = Hom(X,Y )
ϕY // F (Y )

1X
✤ //

❴

��

ξ
❴

��
f
✤ // F (f)(ξ)

の可換性から ϕ 7→ ξ と ξ 7→ ϕなる写像が互いの逆写像であることがわかる。

(8.14) 系. 反変関手
h′ : C → Ĉ ◦; X 7→ h′X

は充満忠実。

(証明). 米田の補題 (2)の状況で, F = h′Y の場合を考えると, Hom(h′X , h
′
Y ) ≃ h′Y (X) = Hom(Y,X).

(8.15) 定義. 共変関手 F : C → (Set)が表現可能であるとは, 自然同型 h′X ≃ F が存在するようなX が存在

することである。

(8.14)より X は F に対し同型を除いて一意的に決まる。また, この場合の自然同型 ϕ : h′X ≃ F は F (X)

の元 ξ で, 任意の Y に対し ϕY : Hom(X,Y ) → F (Y ); f 7→ F (f)(ξ)が全単射であるような元と 1対 1で対

応している。そこで, この場合に (X, ξ)は F を表現するという。ξ を省略して, X が F を表現するというこ

ともある。

次に, 表現可能性と随伴関手の関係を述べよう。

(8.16) 定理. 共変関手 F ∈ Hom(C ,D)に対し,

F が右随伴関手を持つ ⇔ 任意の Y ∈ Ob D に対し, Hom(F (−), Y ) : C
◦ → (Set) が表現可能。

(証明). 随伴関手 Gが存在すれば, Gによって表現可能であることは自明。逆に任意の Y ∈ Ob D に対し, X

についての反変関手 T (X) = Hom(F (X), Y )が表現可能だと仮定する。Hom(F (X), Y )が, D の対象G0(Y )

と δY ∈ Hom(FG0(Y ), Y )の組 (G0(Y ), δY )によって表現されるとしよう (G0 は関手ではなく対象の写像な

ので, 区別のためにこう書いている)。このとき, G(Y ) = G0(Y )なる関手 Gおよび次の射 θX,Y で, X, Y に

ついて関手的であるようなものが存在することを言えばよい。

Hom(F (X), Y ) Hom(X,G(Y ))
θX,Y

oo

仮定から G を G0 に置き換えたとき, 各 X, Y に対し全単射 θX,Y が存在し, X について関手的である。

(8.5.1)より, θX,Y は, f : X → G0(Y )に対し

Hom(F (X), Y )
∼ // Hom(X,G0(Y )) δY ◦ F (f) f

✤oo

Hom(FG0(Y ), Y )
∼ //

−◦F (f)

OO

Hom(G0(Y ), G0(Y ))

−◦f

OO

δY
❴

OO

idG0(Y )
✤oo

❴

OO
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が可換になるよう, g = θX,Y (f) = δY ◦ F (f)として定義された。これが全単射であることから, 与えられた

g : F (X) → Y に対し, g = δY ◦ F (f)なる f : X → G0(Y )が一意的に決まる。

(8.16.1) X

∃1f
��

F (X)

F (f)
��

g

##●
●●

●●
●●

●

G0(Y ) FG0(Y )
δY

// Y

さて, 今度は g : Y ′ → Y が与えられたとする。上の図式で, X = G0(Y ), g が g ◦ δY ′ : FG0(Y ′) → Y であ

る場合を考えれば,

G0(Y ′)

∃1f

��

FG0(Y ′)
δY ′ //

F (f)

��

Y ′

g

��
G0(Y ) FG0(Y )

δY

// Y

が可換になるような f : G0(Y ) → G0(Y ′)が一意的に定まる。よって, G(Y ) = G0(Y ), G(g) = f として G

を定めると, 一意性から G(1Y ) = 1G(Y ), また Y
g
−→ Y ′

g′

−→ Y ′′ に対して G(g′g) = G(g′)G(g)となることも

わかる。よって Gは関手になる。作り方からこれが最初の図式を可換にすることは明らか。

(8.17) 補足. 上の (8.16)の証明から, 関手 F : C → D と, 各 Y ∈ Ob D に対して, (8.16.1)のような普遍性

を持つ G0(Y ) と δY : FG0(Y ) → Y の組 (F,G0, δY ) が与えられれば, それにより随伴が定まることを意味

する。

(8.18) 定理. 共変関手 G ∈ Hom(D ,C )に対し,

Gが左随伴関手を持つ ⇔ 任意の X ∈ Ob C に対し, Hom(X,G(−)) : C → (Set) が表現可能。

(証明). (8.16)の双対命題なので本来証明は不要だが, 便宜的な意味で, Hom(X,G(−))を表現する F0(X) ∈

D と ǫX : X → GF0(X)の組 (F0, ǫX)が与えられたとき, F (X) = F0(X)なる関手 F : C → D と, X, Y に

ついての関手の自然同型 ηX,Y : Hom(F (X), Y ) → Hom(X,G(Y ))をどう構成するかを書いておく。仮定か

ら, Y ∈ Ob D について関手的な次の同型 ηX,Y がある。

Hom(F0(X), Y )
ηX,Y // Hom(X,G(Y ))

ここで, (8.13.1)より, 上の射 ηX,Y は, g : F0(X) → Y に対し

Hom(F0(X), Y )
∼ // Hom(X,G(Y )) g

✤ // G(g) ◦ ǫX

Hom(F0(X), F0(X))
∼ //

g◦−

OO

Hom(X,GF0(X))

G(g)◦−

OO

idF0(Y )

❴

OO

✤ // ǫX
❴

OO

が可換になるよう, f = ηX,Y (g) = G(g) ◦ ǫX として定義された。これが全単射であることから, 与えられた

f : X → G(Y )に対し, f = G(g) ◦ ǫX なる g : F0(X) → Y が一意的に決まる。

(8.18.1) F0(X)

∃1g
��

X
ǫX //

f ##●
●●

●●
●●

● GF0(X)

G(g)
��

Y G(Y )
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さて, 今度は f : X → X ′ が与えられたとする。上の図式で, Y = F0(X), f が ǫX′ ◦ f : X → GF0(X ′)であ

る場合を考えれば,

F0(X)

∃1g

��

X

f

��

ǫX // GF0(X)

G(g)

��
F0(X ′) X ′

ǫX′

// GF0(X ′)

が可換になるような g : F0(X) → F0(X ′)が一意的に定まる。そこで, F (X) = F0(X), F (f) = g として F

を定めると, 一意性から F (1X) = 1F (X), また X
f
−→ X ′

f ′

−→ X ′′ に対して F (f ′f) = F (f ′)F (f)となること

もわかる。よって F は関手の構造を持つ。作り方からこれが最初の図式を可換にすることは明らか。

9 圏同値

(9.1). 共変関手 F : C → C ′ が圏の同型であるとは, F : Ob(C ) → Ob(C ′)が全単射で, かつX,Y ∈ Ob(C )

に対し HomC (X,Y ) → HomC ′(F (X), F (Y ))も全単射であることである。しかし, 圏の比較という点で, こ

の概念は強すぎる。例えば, 次の圏 C , C ′ を考える。

• Ob(C ) = {x}, HomC (x, x) = {1x}

• Ob(C ′) = {x′, y′},

HomC (x′, x′) = {1x′}, HomC (y′, y′) = {1y′}, HomC (x′, y′) = {f}, HomC (x′, y′) = {g}, f ◦g = 1y′ ,

g ◦ f = 1x′ .

このとき, F : C → C ′ を F (x) = x′, F (1x) = 1x′ で定めると, F : Ob(C ) → Ob(C ′)は全射ではない。しか

し, C ′ において x′ と y′ は同型なので, C ′ は本質的には一つの対象からなる圏とみなせる。このように, 同型

なものは同じとみなす立場からは, C と C ′ は F によって同じ圏と考えるのが自然であろう。

C
F // C ′

x ✤ // x′

≀��
y′

これを定式化すると次のようになる。

(9.2) 定義. C , C ′ を圏とし, C

F //
C ′

G
oo を関手とする。G ◦ F ≃ idC , F ◦G ≃ idC ′ なる自然同型が存在

するとき, つまり関手として G ◦ F や F ◦ Gが恒等関手と同型であるとき, F や Gは圏同値 (equivalence

of categories) であるという。また, このような F や Gが存在するとき, C と C ′ は圏同値 (equivalent)

であるという。

(9.3) 定義. F : C → C ′ が本質的全射 (essentially surjective) とは, 任意の X ′ ∈ Ob C ′ に対し,

X ∈ Ob C で F (X) ≃ X ′ となるものが存在することである。

(9.4) 定理. F : C → C ′ が圏同値 ⇔ F は充満忠実かつ本質的全射。
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(証明). (⇒) 仮定より任意の X ∈ Ob C に対し関手的な同型 ρX : GF (X) ≃ X が存在する。従って, 任意

の X ′ ∈ Ob C ′ に対し X = G(X ′) とすれば, F (X) = FG(X ′) ≃ X ′ となるので, F は本質的全射。また,

X,Y ∈ Ob C ′ に対し,

Hom(X,Y ) → Hom(F (X), F (Y )) → Hom(GF (X), GF (Y )) ≃ Hom(X,Y )

という合成写像は恒等写像なので, F : Hom(X,Y ) → Hom(F (X), F (Y )) は単射。同様に G :

Hom(X ′, Y ′) → Hom(G(X ′), G(Y ′)) も単射。ここで任意の g : F (X) → F (Y ) に対し, G(g) : GF (X) →

GF (Y )を GF ≃ idを通して X → Y とみなしたものを f : X → Y とすれば ρ(GF (f)) = f = ρ(G(g))よ

り GF (f) = G(g)で, よって G : Hom(F (X), F (Y )) → GF (X) → GF (Y )が単射であることから F (f) = g

が言える。よって F : Hom(X,Y ) → Hom(F (X), F (Y ))は全射。

(⇐) F : C → C ′が充満忠実かつ本質的全射であるとき, (選択公理により)X ′ ∈ Ob C ′に対し, F (X) ≃ X ′

となる X を選び, X = G(X ′)と定めることができる。このとき, この固定された F (X) ≃ X を通じて

Hom(G(X ′), G(Y ′)) = Hom(X,Y ) ≃ Hom(F (X), F (Y )) ≃ Hom(X ′, Y ′)

という同型が存在する。この合成で f : X ′ → Y ′ に写る射 G(X ′) → G(Y ′) を G(f)と書くことにすると, G

は関手的であり, かつ FGF ≃ F であることもわかる。すると F が充満忠実であることから GF (X) ≃ X も

わかる。これも関手的であるので, F や Gは圏同値を定める。

(9.5). C の双対圏と C ′ との間に圏の同値 C ◦ ≃ C ′ があるとき, C と C ′ は反同値であるという言い方をす

る場合がある。この場合, 反変関手 F : C → C ′ が同値であるといった言い方もする。

(9.6). 自明でない圏同値の例としてポントリャーギンの双対性がある。これは次のような定理である。

(9.7) 定理 (Pontryagin duality). C を対象が位相アーベル群の中で局所コンパクトなもので, 射が連続

準同型である圏とする。G ∈ Ob C に対し, そのポントリャーギン双対 (Pontryagin dual) を Gから R/Zへ

の連続準同型全体のなす群 G∗ = Homcont(G,R/Z)として定義する。ただし, G∗ = Hom(G,R/Z)にはコン

パクト開位相, つまり, Gのコンパクト集合 K と R/Zの開集合 U に対し V (K,U) ⊂ G∗ を f(K) ⊂ U なる

準同型全体と書くとき, K, U が動くときの V (K,U) を基底とする位相を入れる。このとき, 次の圏同値 (反

同値) があり, 更に G → G∗∗ なる自然な写像は同型になる。

C
F // C

G ✤ // G∗
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記号

1X , 4

1C , 15

⊔
, 8

C × D , 6

Ĉ , 24

C ◦, 6

cod, 4
∐
Xλ, 7

DC , 19

dom, 4

(Grp), 4

HomC (X,Y ), 4

Hom(C ,D), 19

hX , 24

h′X , 24

idX , 4

idC , 15

(A-Mod), 8

Mor C , 4
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∏
Xλ, 6

(Set), 4

(Top), 4
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adjoint pair, 19

adjunction, 19

category, 3

codomain, 3

composite, 3

composition, 3

concrete category, 5

conjugate, 22

contravariant functor, 14

coproduct, 7

counit, 20

covariant functor, 13

direct product, 6

direct sum, 7

disjoint union, 8

divisible group, 13

domain, 3

dual, 6

dual category, 5

empty category, 5

epi, 11

equivalence of categories, 28

equivalent, 28

essentially surjective, 28

faithful, 15

fiber product, 9

fiber sum, 10

fibered product, 9

fibered sum, 10

final object, 8

forgetful functor, 15

full, 15, 16

fully faithful, 15

functor, 13

functorial, 14

horizontal composite, 19

identity, 3

identity functor, 14

initial object, 8

inverse, 5

isomorphic, 5

isomorphism, 5

left adjoint, 19

locally small, 5

mono, 11

morphism, 3

natural isomorphism, 17

natural transform, 16

object, 3

opposite category, 5

product, 6

pullback, 9

pushout, 10

represent, 25

representable, 25

right adjoint, 19

small category, 5

subcategory, 16

sum, 7

unit, 20

universality, 6

vertical composite, 18

zero object, 8

押し出し, 10
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加除群, 13

関手的, 14

関手のなす圏, 19

逆圏, 5

逆射, 5

共変関手, 13

共役, 22

局所小, 5

空圏, 5

クラス, 3

圏, 3

圏同値, 28

圏の直積, 6

合成, 3

恒等関手, 14

恒等射, 3

始域, 3

自然同型, 17

自然変換, 16

始対象, 8

(関手の) 射, 16

射, 3

終域, 3

終対象, 8

充満, 15, 16

充満忠実, 15

小圏, 5

垂直合成, 18

随伴, 19

随伴対, 19

水平合成, 19

積, 6

零対象, 8

前層, 24

双対, 6

双対圏, 5

対象, 3

単位射, 20

忠実, 15

直積, 6

直和, 7

同型, 5, 17, 28

同型射, 5

反同値, 29

反変関手, 14

引き戻し, 9

左随伴関手, 19

表現, 25

表現可能, 25

非連結和, 8

ファイバー積, 9

部分圏, 16

普遍性, 6

忘却関手, 15

本質的全射, 28

右随伴関手, 19

余積, 7

余単位射, 20

余ファイバー積, 10

和, 7
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