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1. Introduction

前期も群の定義の初歩を少しやった上で後期の授業でさらに踏み込んで群
になれていきたい. 群論とは何なのだろうか.

1. 方程式のがベキ根によっていつ解けるかという問題 (一般の 5次方程式
がベキ根による方法は解けないこと, ガロアの理論)

2. 自然界の物理現象やものごとの対称性の記述を与える言葉.
3. より一般の幾何学的な代数的な不変量（多様体の基本群やホモトピー群）

授業をとる上でやってほしいこと

• 教科書をちゃんとひとつ手元におくこと
• 復習, 予習をできる限りしてください（ノートを見直す, ノートを綴じて
考えてみる）
• 例を沢山理解して自分のものとすること (どれだけ例を沢山もっている
かが理論をどれだけ深く理解しているかどうかのパラメーターである).

基本的には授業のノートがメインであり特定の教科書に沿って展開していく
ことはしない予定である. ただ数学の理論を勉強していくにはやはり本も大
切である. 教科書として
森田康夫著「代数学概論」(裳華房）
を指定する. また副次的な参考書として
寺田至, 原田耕一郎共著　岩波講座現代数学の基礎「群論」(岩波書店)
を指定する.

1もし記述に関するミスなどありましたらお知らせください. 万が一何らかの形で本ノート
を個人的に眺める以外で使う場合 (あまりないかと思いますが)はお知らせください
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定義 1.1. 集合Gと 2項演算 ∗ : G×G −→ G, (s, t) �→ s ∗ tの組 (G, ∗)が群
(group) であるとは次の条件が満たされることをいう

(G1) ∀s, t, u ∈ Gに対して, (s ∗ t) ∗ u = s ∗ (t ∗ u) が成り立つ. (結合律)
(G2) 単位元と呼ばれる元 1G ∈ Gがあって勝手な g ∈ Gに対して g∗1G =
1G ∗ g = gが成り立つ. （単位元の存在）

(G3) ∀s ∈ Gに対して s−1 ∗ s = s−1 ∗ s = 1G なる元 s−1が存在する.（逆
元の存在）

上で導入した演算 ∗は群の乗法と呼ばれる. 以下, 特に誤解のおそれがない
ときは積の演算記号は省略して s ∗ t = stと書くことにする.

例 1.2. 1. 整数 Z, 有理数Q, 複素数Cは加法に関して群をなす. 単位元は
0, 勝手な元 xに対して逆元は−xである.

2. X を集合とするとき,

G = Aut(X) = {f : X −→ X | f は全単射写像 }
は群をなす. 単位元 1Gは恒等写像, 各 s, t ∈ Gに対して積 s ∗ tは合成写
像 s ◦ tで与える. 各 s ∈ G に対して逆元 s−1を sの逆写像によって定め
ることで自然に群になる.

3. n元からなる集合En = {e1, · · · , en}を考える. このとき, 群Aut(En)の
ことを置換群 (permutation group) とよび Snと記す.

4. Kを勝手な可換体とする. 例えば有理数体, 実数体, 有限体などが体の例
である. このとき, Kの元は足し算で群になる. またK \ {0}は乗法に関
して群になる.

5. Kを勝手な可換体とする. このとき,

GLn(K) = {A ∈Mn(K) ||det(A) �= 0}
は自然な行列の演算で群をなす.

　

定義 1.3. Gを群とする. Gが集合として有限集合のとき Gを有限群 (finite
group)とよぶ. Gが集合として無限集合のときGを無限群 (infinite group)と
よぶ. Gを有限群のときにはその集合としての位数を Gの位数 (order)とよ
ぶ. 各元 g ∈ Gに対して, gr = 1Gとなる自然数 rが存在すればそのような r
のうち最小のものを gの位数 (order)という. そのような rが存在しないとき
gの位数は無限であるとよばれる.

例 1.4. 1. (G, ∗) = (C \ {0},×) は無限群である. このとき, g ∈ (G, ∗)に
対して, gの位数が有限であることと g = exp(2π

√−1
r ) なる自然数 rがあ

ることは同値である.
2. 置換群 Snは有限群であり, Snの位数は n!である.
3. Gを群とする. ある元 gがあって, 勝手な元に対してある自然数 nがあっ
て gnとかけるとき, Gは巡回群 (cyclic group)であると呼び, gを生成元
と呼ぶ. 巡回群Gに対して生成元 gの位数が有限なときGは有限巡回群
(finite cyclic group)とよばれる. このとき Gの位数は g の位数と等し
い. 生成元 gの位数が無限なときGは無限巡回群 (infinite cyclic group)
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とよばれる. 位数 rの有限巡回群をCrまたは 〈σ|σr = 1〉, 無限巡回群を
C∞または 〈σ〉という記号で記すことにする.

定義 1.5. (G, ∗)を群とする. Gが演算∗に関して可換なとき,つまり∀g, h ∈ G
に対して g ∗ h = h ∗ gのとき, Gは可換群またはアーベル群という. そうでな
いとき, Gは非可換群または非アーベル群と呼ばれる.

定義 1.6. (G, ∗)を群として部分集合H ⊂ Gを考える. H がGの部分群であ
るとはGの演算 ∗でH が群となることをいう.

補題 1.7. (G, ∗)を群として部分集合 H ⊂ Gを考える. 次の条件は同値と
なる.

1. H がGの部分群である.
2. ∀a, b ∈ H に対してGに対して定まる演算 ∗に関して a ∗ b, a−1 ∈ H と
なる.

3. ∀a, b ∈ H に対して a−1 ∗ b ∈ H

Proof. 最初の 2つの条件は同意であり, それらの条件から 3番目の条件はた
だちにでる. 3番目の条件を仮定して 2番目の条件を導きたい. a = b ∈ H と
とると a−1 ∗ a = 1Gである. よって 1G ∈ H となる. 次に ∀a ∈ H に対して,
b = 1Gとして条件を用いると a−1がHに入ることがわかる. a−1, b ∈ Hに対
して 3番目の条件を仮定すると (a−1)−1 ∗ b = a ∗ b ∈ H が導かれる.

群の定義を弱めた概念についても少し述べておく.

定義 1.8. 集合M と 2項演算 ∗ : M ×M −→M, (s, t) �→ s ∗ tの組 (M, ∗)が
半群 (monoid) であるとは次の条件が満たされることをいう

(M1) ∀s, t, u ∈M に対して, (s ∗ t) ∗u = s ∗ (t ∗ u) が成り立つ. (結合律)
(M2) 単位元と呼ばれる元 1M ∈ M があって勝手な g ∈ M に対して
g ∗ 1M = 1M ∗ g = gが成り立つ. （単位元の存在）

例 1.9. 整数 Zと通常の乗法×の組 (Z,×)は半群になる. 同様に自然数Nと
通常の加法+を考えるとき, (N ∪ {0},+)は半群となる.

定義 1.10 (準同型と同型). (G, ∗), (G′, ∗′)を群とする. これらの群の間の集
合としての写像 h : G −→ G′が準同型写像であるとは h(s ∗ t) = h(s) ∗′ h(t)
が任意の s, t ∈ Gで成立することをいう. 特に, 全単射な準同型写像 hのこと
を同型写像とよぶ.

注意 1.11. 2つの群 Gと G′の間に同型写像が存在するという関係は群同士
の間の同値関係を定める. このとき, GとG′は互いに同型であるとよび, この
関係を記号としてG ∼= G′であらわす.

例 1.12. 1. CからC\{0}への写像を z �→ exp(z)で定めると, (C,+)から
(C\{0},×)への群準同型を与えている. これは全射であるが,単射ではな
い. 例えば, nを整数としたとき exp(2π

√−1n) = exp(2π
√−1(n+1)) =

1 である.
2. (R,+)や (R>0,×)といった (C,+)や (C \{0},×)の部分群を考える. こ
のとき上の写像 exp を (R,+)に制限することで, (R,+)から (R>0,×)
への準同型が得られる. これは同型になっており, 逆写像は logで与えら
れる.
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この節の最後にこの講義の目的をいくつか述べておきたい. もちろん群の
理論全般を習得することが目的なのは言うまでもない. その上でいくつか付
け加えると,

1. Sylowの定理など論理的な積み重ねで群の構造を厳密に代数学における
きっちりと論証を行う訓練をすることと代数的な論証を積み重ねること
で物事の様子が明らかになる強みを実感すること.

2. ひとくちに群といってもいろんな群がある. 群論の世界の地図も大きな
地方に分けられておりその地方ごとにまったく違った景色が眺められる

リー群 (連続群)の世界 無限離散群の世界

有限群の世界

まずいろいろな例をあつかって群の世界に慣れて群の世界の多様性の感
覚やだいたいの地図や地理感覚が頭の中にできることも目的である.

2. 群の作用について

定義 2.1. Gを群, X を集合とする. Gの集合への (左)作用とは, 次の条件を
みたす写像 f : G×X −→ X のことをいう.

1. 任意の x ∈ X に対して f(1G, x) = xが成り立つ.
2. 任意の g, h ∈ G,x ∈ X に対して f(gh, x) = f(g, f(h, x))が成り立つ.

このとき, X は (左)G作用をもつ集合と呼ばれる. 以後, (左)作用 f(g, x)の
ことを簡単に gxとも記すことにする.

例 2.2. 1. 有限次元の数ベクトル空間Knを考える. このとき,行列GLn(K)
の左作用を次のように与える.

S = (si,j)i,j ∈ GLn(K),v =

⎛
⎜⎜⎝

v1

v2

· · ·
vn

⎞
⎟⎟⎠ ∈ Kn

に対して作用を Sv =

⎛
⎜⎜⎝

s1,1v1 + · · · + sn,1vn

s1,2v1 + · · · + sn,2vn

· · ·
s1,nv1 + · · · + sn,nvn

⎞
⎟⎟⎠ ∈ Kn

で与えればよい.
2. 群の左乗法による移動作用Gを群, H ⊂ Gを部分群とするとき f(h, g) =

h ∗ g (∗はに定まっている乗法の演算を表す) 群演算の結合律よりこれ
はGを集合と思ったときの群H の作用を与えている.

3. Gを群とするときGのの上への (左)共役作用とは, f(s, t) = sts−1で与
えられる作用である.

次のような見方もしっかりと認識しておいてほしい.

補題 2.3. Gを群, X を集合とする. GのX への左作用を与えることと群の
準同型G −→ Aut(X) を与えることは同値である.
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Proof.

{f : G×X −→ X|GのX への左作用 } ←→ {h : G −→ Aut(X)|群準同型 }
の一対一対応を与えればよい.
−→は以下のようである. 定義のような条件を満たす左作用 f : G×X −→ X
がひとつ与えられたとする. このとき, gをとるごとに, hg : X −→ X x �→
f(g, x)というX からX への写像が定まる. gの逆元 g−1をとると, hg−1 ◦ hg

は x �→ f(g, x) �→ f(g−1, f(g, x)) = f(g−1g, x) = f(1G, x) = x より, 合成写
像 hg−1 ◦ hg は単射となっている. よってひとつめの写像 hgは単射である. 逆
に合成写像 hg ◦ hg−1 を考えると全射なことがいえるからふたつめの写像 hg

は全射である. かくして, 勝手な g ∈ Gで hg ∈ Aut(X)である.
次に,この対応G −→ Aut(X), g �→ hg で与えられる集合の写像が群準同型

であること,つまり群の演算を保っていることをみたい. Aut(X)には写像とし
ての合成で群演算が入っていたことを思い出すと, h1G

= IdX , hg−1 = (hg)−1,
hg′ ◦ hg = hg′g を確かめればよい. 特に最後の条件のみ説明しておくと, 作用
の結合則の公理から f(g′, f(g, x)) = f(g′g, x)であるからこれは正しい.
逆の対応←−は以下のようである. 準同型 h : G −→ Aut(X)がひとつ与え

られたとする. このとき, h(g) : X −→ Xを h(g)が与えるXの自己同型とす
ると,左作用 fh : G×X −→ Xを fh(g, x) = h(g)(x)で定めればよい. 特に,作
用の“結合律”fh(g′, fh(g, x)) = fh(g′g, x)を確かめるにはh(g′)◦h(g) = h(g′g)
がいえればよい. これは hが群準同型であることおよび Aut(X)の群法則が
写像としての合成で与えられていたことより従う. かくして f が作用である
ことが確かめられる.

左作用とは逆の右作用というものも考えられる.

定義 2.4. Gを群, X を集合とする. Gの集合への (右)作用とは, 次の条件を
みたす写像 f : X ×G −→ X のことをいう.

1. 任意の x ∈ X に対して f ′(x, 1G) = xが成り立つ.
2. 任意の g, h ∈ G,x ∈ X に対して f ′(x, gh) = f ′(f ′(x, g), h)が成り立つ.

このとき, X は (右)G作用をもつ集合と呼ばれる. 以後, (右)作用 f ′(x, g)の
ことを簡単に xgとも記すことにする. また, 右作用の場合には xgという指数
的な書き方もしばしば用いる.

例 2.5. 1. 有限次元の数ベクトル空間Knを考える. このとき,行列GLn(K)
の右作用を次のように与える.

S = (si,j)i,j ∈ GLn(K),v =
(
v1, v2, · · · , vn

) ∈ Kn

に対して作用を

vS =
(
s1,1v1 + · · ·+ s1,nvn, s2,1v1 + · · · + s2,nvn, · · · , sn,1v1 + · · ·+ sn,nvn

) ∈ Kn

で与えればよい.
2. 群の右乗法による移動作用Gを群, H ⊂ Gを部分群とするとき f ′(g, h) =

g ∗ h (∗はに定まっている乗法の演算を表す) 群演算の結合律よりこれ
はGを集合と思ったときの群H の右作用を与えている.

3. Gを群とするとき Gのの上への (右)共役作用とは, f ′(t, s) = s−1tsで
与えられる作用である.
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以後特にどちらかを指定しない場合は左作用であるとするが次のことが疑
問になると思う.

1. 右作用と左作用との関係はあるのだろうか（あるいはどうなっているの
だろうか）?

2. どうして両方の作用を考えるのか（全部左作用に統一しては駄目なのだ
ろうか）?

まず最初の疑問に関しては例えば次のようにして左作用と右作用を互いに行
き来できる (これがすべてではない).

補題 2.6. 群Gの集合Xへの左作用 f : G×X −→ X が与えられているとす
る. このとき, f ′ : X ×G −→ Xを f ′(x, g) := f(g−1, x)と定めることでGの
集合Xへの右作用 f ′ : X×G −→ X が定まる. 逆に, 群Gの集合Xへの右作
用 f ′ : X×G −→ X が与えられているとする. このとき, f : G×X −→ Xを
f(g, x) := f(g−1, x)と定めることでGの集合Xへの左作用 f : G×X −→ X
が定まる.

証明は省略するがひとつ注意をしておきたい. G −→ G, g �→ g−1のように
群の掛け算の順番だけを逆転させる全単射で単位元を単位元にうつし自然に
演算に関する結合律も保つもの2があれば右作用と左作用を入れ替えられる.
例えば, G = GLn(R)のときは, GLn(R) −→ GLn(R), A �→ tA がそのよう
な写像の別の例を与えている.
さて上記の２番目の疑問に説明するために次のような例を考える.

例 2.7. SL2(R)は複素上半平面 H = {z ∈ C | Im(z) > 0} に g · z =
az + b

cz + d

という規則で g =
(

a b
c d

)
∈ SL2(R)が左作用する. さて, 複素上半平面Hの

上の正則函数 f(z)たちの集合H(H)に f g(z) = f(gz)と定めることでH(H)
の上に SL2(R)が右作用している. 3函数への作用は応用上大切であるが自然
に入れようとするとこのように定義集合の上には左作用でも函数の上には右
作用になるので (原則として左作用という方針だとしても) どちらの作用にも
慣れた方がよいのである.

定義 2.8. X をG作用をもつ集合とするとき,

{x ∈ X | gx = g ∀g ∈ G}
を不変部分集合とよび, XGで記すことにする.

群は単に集合という単純な構造を持ったものではなく群, 環, 体など複雑な
構造をもったものにも作用することが大事である.

定義 2.9. X を群 (resp. 環,体)とする. X が群Gの作用をもつ集合とする.
勝手な g ∈ Gごとに写像

X −→ X, x �→ gx

2このようなものを反同型とよぶ
3考え方としては, gh ∈ Gの作用が hを作用させた後に g を作用させたものであるなら左

作用, g を作用させた後に hを作用させたものであるなら右作用である. このようなことに気
をつけて右作用か左作用かを判断することができる
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がX の演算を保つとき, G作用をもつ群 (resp. 環,体)という.

例 2.10. 1. Xとして複素数体Cをとる. G = 〈σ〉 z ∈ Cを z = x +
√−1y

とするとき, σ · zを複素共役 z = x−√−1yで与える. 明らかに,

σ(z + z′) = σz + σz′, σ(z · z′) = (σz)σ(σz′)

であるから乗法や加法といった演算を保っている. このとき, XGは実数
全体に他ならない. このように体に有限群が作用する状況は後にガロア
理論で発展的に論じられる.

3. 群の作用と軌道分解

定義 3.1. Xを集合とする. X上の同値関係∼が定まっているとする. このと
き, 同値なものを同一視することで商写像X � X/ ∼が考えられる. 商集合
X/ ∼のそれぞれの元を同値類とよぶ. 同値類 c ∈ X/ ∼に対して, X � X/ ∼
で cに写される x ∈ X を (同値類 cの)代表元とよぶ. また, x ∈ X のX/ ∼
における類を [x]で記す. 部分集合 {xλ}Λ ⊂ X が同値関係∼に関する代表系
もしくは完全代表系であるとは合成写像 {xλ}Λ ↪→ X � X/ ∼が全単射であ
ることをいう.

例 3.2. 1. 集合X として整数の集合 Zをとる.

x ∼ x′ ⇐⇒ xを 3で割った余り = x′を 3で割った余り

という関係とするとこれは同値関係であり, X/ ∼は 3つの元からなる
集合である. 整数の間のこのような同値関係をしばしば

x ≡ x′ modulo 3

といった記号で表す. この場合の完全代表系は, 例えば {0, 1, 2} ⊂ Zで
与えられる.

2. X に群Gが作用しているとする.

x ∼ x′ ⇐⇒ ∃g ∈ G, x = gx′

は同値関係である.

定義 3.3. X を集合とする. X 上に群Gが作用しているとき, 同値関係∼が
x

G∼ x′ ⇐⇒ ∃g ∈ G, x = gx′

で定まっているとする. このとき, 同値なものを同一視することで商集合X �
X/

G∼が考えられる. (左)作用 (resp. (右)作用)による商集合X/
G∼のことを

特に, G \X (resp. X/G)と記す. G \X のそれぞれの元をG-軌道 (G-orbit)
とよぶ. x ∈ X に対してそれを含む G-軌道をGxで記すことにする. G∼の完
全代表系 {xλ}λ∈Λ ⊂ X をとるとき, 集合XをG-軌道Gxλの和に同値類別す
ることができるこれをX のG-軌道分解とよぶ. 記号で

X =
∐
λ∈Λ

Gxλ

と記すことにする.
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例 3.4. 1. X = Zとする. 無限巡回群 〈σ〉 が, σ · x = x + 3で作用してい
るとする. このとき

x ∼ x′ ⇐⇒ x ≡ x′ (modulo 3)

である. 状況を表にまとめると以下のようになる.
軌道Gx 完全代表系 G不変部分
x + 3Z {0, 1, 2} 空集合

2. R2に群R>0を次のように作用させることができる. α ∈ R\{0},
(

x
y

)
∈

R2に対して α ·
(

x
y

)
=

(
αx
αy

)
で与えられる.

軌道Gx 完全代表系 G不変部分(
x
y

) (
0
0

)∐{円周 : x2 + y2 = 1}
(

0
0

)
3. 実数係数の 2変数 2次形式 ax2 + bxy + cy2を考える.

実数係数の 2変数 2次形式⇐⇒実数係数の 2× 2対称行列

f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 → Af

(
a b/2

b/2 c

)

fA

(
x y

) (
a b/2

b/2 c

)(
x
y

)
← A =

(
a b/2

b/2 c

)
という一対一対応がある. 対応する対称行列Afが正則であるとき f(x, y)
は非退化な 2 変数 2 次形式とよぶことにする. このとき, GL2(R) が
B · fA = ftBAB によって右作用する. この作用による完全代表系は
{x2 + y2, x2 − y2,−x2 − y2}である.

4. 剰余類分解と簡単な応用

さて前節でやった軌道分解の応用として剰余類分解を考えその簡単な応用
を述べたい.

定義 4.1. G を群として H ⊂ Gを部分群とする. 左剰余類 (resp. 右剰余
類)gH (resp. Hg)を gH = {gh | h ∈ H}とする. つまり, 前節の言葉では,
GがH に右乗法作用 (resp. 左乗法作用)するときのH 軌道ひとつひとつの
ことをH による左剰余類とよぶことにする. 右乗法作用 (resp. 左乗法作用)
によるの商をG/H(resp. H \G) と記すとき, H 軌道分解

G =
∐

g∈G/H

gH (resp.G =
∐

g∈H\G
Hg)

のことを左剰余類分解 (resp. 右剰余類分解)とよぶ.

作用に関して次の定義を付け加えたい.

定義 4.2. Gが集合X の上に作用しているとする. �(G \X) = 1のとき (つ
まり勝手な x, x′ ∈ Xに対してある g ∈ Gが存在して x = gx′ となるとき), G
が集合X の上に作用は推移的であるもしくは可移的 (transitive)であるとよ
ばれる.
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例 4.3. 1. 左剰余類集合G/H にはGが (左)作用する. このとき, G/H 上
へのGの作用は推移的である.

2. SL2(R)はHの上に一次分数変換で作用する. この作用は推移的である.
3. Gが集合X に作用しているとする. 軌道分解

X =
∐
λ∈Λ

Gxλ

を考えたときの各G軌道Gxλはそれ自身G作用をもつ集合である. さ
らに, Gxλ 上への Gの作用は推移的であるこのようにして一般の G作
用をもつ集合は推移的G作用をもつ集合の和として分解される.

定義 4.4. Gが集合X の上に作用しているとする. x ∈ X に対して次の集合

Gx = {g ∈ G | gx = x}
はGの部分群となる. この部分群を xの固定化群とよぶ.

命題 4.5. Gが集合X の上に推移的に作用しているとする. このとき,
1. 勝手な x, x′ ∈ X に対して GxとGx′ は互いに同型な Gの部分群になっ
ている.

2. 勝手な x ∈ X に対してG/Gx とX はG集合として同型である (つまり
集合としての全単射写像 h : G/Gx −→ X があって, h(gx) = gh(x)が
任意の x ∈ X と任意の g ∈ Gに対して成り立つ).

Proof. 作用が推移的であるから勝手な x, x′ ∈ X に対して g ∈ Gが存在して
x = sx′(⇔ x′ = s−1x) となる. この sを用いて, (左)共役作用による写像

G −→ G, g �→ sgs−1

を考える. この写像はGからG自身への群の同型である. 今, g ∈ Gx′ とする.
このとき,

(sgs−1)x = sg(s−1x) = sgx′ = s(gx′) = sx′ = x

である. したがって, sgs−1 ∈ Gxとなる. この対応Gx′ ↪→ Gx は群準同型で
あることにも注意したい.
さて一方で (右)共役作用による写像

G −→ G, g �→ s−1gs

を考えると,単射な群準同型Gx ↪→ Gx′ が得られて構成より上でつくった単射な
群準同型Gx′ ↪→ Gxの逆写像となっている. 以上より, Gx′ −→ Gx, g �→ gsg−1

は同型写像である.
G/Gx の各軌道は [g] = gGx という形である. 今 h : G/Gx −→ X を

[g] �→ gx (g ∈ gGx)で定める. ここで gxは代表元 g ∈ gGx のとり方によら
ないことに注意. X への G作用が推移的であることより勝手な x′ に対して
sx = x′なる s ∈ Gが存在する. s ∈ g′Gx とすると h([g′]) = sx = x′である
から h : G/Gx −→ X は全射である. さらに, 2つの異なる剰余類 [s], [s′]が同
じ x′ ∈ Xに移ったとすると, sx = s′xであるから s(s′)−1 ∈ Gxであり矛盾す
る. 作用が保たれることの議論は省略する.
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例 4.6. 先の複素上半平面 Hと SL2(R)の例を考える. このとき,
√−1の固

定化群 G√−1 ⊂ SL2(R) は SO(2,R) = {A ∈ SL2(R)|tAA = E} であった.
したがって, Hと SL2(R)/SO(2,R) は SL2(R)作用をもつ集合として同型で
ある.

補題 4.7. G を群として H ⊂ G を部分群とする. このとき自然な全単射
H \G −→ G/H がある.

Proof. Gの上の写像G −→ G, g �→ g−1を考える. このとき,

g, g′ ∈ GがG/H の同じ左剰余類に属する⇐⇒ gH = g′H

⇐⇒ g−1g′ ∈ H

同様に

g, g′ ∈ GがG/H の同じ右剰余類に属する⇐⇒ Hg = Hg′

⇐⇒ g′g−1 ∈ H

したがってG/H の完全代表系 {gλ}λ∈Λ をとると {g−1
λ }λ∈Λ がH \Gの完全

代表系となる.

定義 4.8. Gを群として H ⊂ Gを部分群とする. このとき G/H の濃度は
H \Gの濃度と等しい. �(G/H) = �(H \G) <∞のとき, これを指数 (index)
とよび [G : H]で記す. �(G/H) = �(H \G) =∞のとき指数は無限であると
いう.

例 4.9. 群G = GLn(R)を考える. 部分群H = {g ∈ G | det(g) > 0} を考え
ると, 指数は [G : H] = 2となる. H として例えば SLn(R)をとると指数は無
限である.

補題 4.7, 定義 4.8からただちに次のことがしたがう.

定理 4.10 (Lagrange). Gを有限群, H ⊂ Gを部分群とする. このとき �H,
指数 [G : H]は �Gの約数であり等式 �G = [G : H]�H が成り立つ. 特に勝手
な元 gの位数は �Gの約数である.

系 4.11. 有限群 Gの位数が素数であるとき, Gは位数 pの巡回群と同型で
ある.

Proof. σ ∈ Gを単位元 1Gとは異なる元とする. このとき, 〈σ〉 ⊂ Gは自明で
ない部分群を与えており, �〈σ〉|�G である.

自然数 nを与えたとき位数 nの有限群は (同型なものを同一視すると) 有限個
しかない. このことは, 例えば乗積表を考えるとすぐわかる.
自然な発想で次のような問題が生じるのではないだろうか

問題 自然数 nを与えたとき位数が nの群はどれくらいあるだろうか? また
それらを全て決定できるだろうか?

上の命題は nが素数であるという特別な場合のこの問題の解答を与えている.
この機会にそれ以外の場合にもこの問題を考えてみたい. そのためにひとつ
言葉を導入しておく.
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定義 4.12. G, G′を群とするとき, 直積集合G×G′の上に 2項演算 ∗ を
(s, s′) ∗ (t, t′) = (st, s′t′) s, t ∈ G, s′, t′ ∈ G′

で定める. このときG×G′は単位元を 1G×G′ = (1G, 1G′), (g, g′) ∈ G×G′ の
逆元を (g−1, g′−1)として群となる (結合法則は各自チェックのこと). この群
を直積群とよび記号G×G′で記す. 全く同様に添え字集合Λで添え字付けら
れる群の族 {Gλ}λ∈Λ が与えられたとき, 直積群

∏
λ∈Λ Gλ が定義される.

注意 4.13. 1. 群 G, G′ が有限群のとき G × G′ も有限群で �(G × G′) =
�G · �G′である.

2. 群G, G′ががともにアーベル群のときG×G′ もアーベル群である.

さて先の自然数 nを与えたとき位数が nの群を分類する問題に立ち返って
みる. nが小さい順に考えていくと,

1. n = 2, 3は素数より, 上のことより位数 2, 3の群は同型を除いてそれぞ
れ巡回群 C2, C3のみである (系 4.11の帰結).

2. n = 4のとき, C4 と C2 × C2 のみしか存在しない. 実際, �G = 4で
G �∼= C4とする. このとき,
(a) Gの単位元以外の元はすべて位数が 2である (位数 4の元が存在し
た時点でG ∼= C4となってしまい矛盾).

(b) g �= g′をGの位数 2の元とすると gg′ も位数 2である (g′の位数が
2より gg′ = 1Gとしたら g = (g′)−1 = g′となり矛盾, またすぐ上で
述べたようにG �∼= C4より位数が 4となることはない).

(c) gg′は g, g′たちとは異なる元である. (gg′ = g′とすると, g′−1を右か
らかけて g = 1Gとなってしまうので矛盾する. 同様にして gg′ �= g′
もいえる)

(d) gg′, g, g′ たちはみな互いに可換である. (例えば (gg′)(gg′) = 1G に
右から gをかけ左から g′をかけることで g′g = gg′を得る)

G ∼= C2 × C2 を g �→ (σ, 1), g′ �→ (1, σ) とするとこれは同型を与えて
いる.

3. n = 5のとき, 巡回群 C5のみである (系 4.11の帰結).
4. n = 6のとき, (まだ証明は後回しにするが) 巡回群C6と S3のみである.

n = 6が非アーベルな有限群が存在する最小の自然数である.
5. n = 7のとき, 巡回群 C7のみである (系 4.11の帰結).

この講義において今後もう少し色々な道具立てを発展させていく (例えばSylow
の定理など)ことでこれらの問題をもう少し考えられるようになってくる. 道
具立てを整えた上で再度このような問題を考えてみたい.

5. 正規部分群と準同型定理

群論における課題とはなんだろうか? 視点を整理してみたい.
1. ある種のクラスの群の分類や数え上げ (例えば前節最後のように位数 n
をもつ有限群を数えたり分類すること, 有限群すべてを適当な基準で分
類したり存在性や非存在性を示すことなど)

2. 個別の群Gそれぞれの内部構造（部分群の様子など）や種々の性質がわ
かること
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定義 5.1. Gを群, N をGの部分群とする. 任意の g ∈ Gに対して gNg−1 =
N となるとき (あるいは gN = Ng となるとき), N は正規部分群 (normal
subgroup)であるという. N がG正規部分群であることをN � G 又はG � N
という記号で表す.

補題 5.2. NがGの正規部分群とする. このとき,左剰余類分解G =
∐

λ∈Λ gλN
を与える左剰余類G/N には代表元 {gλ}λ∈Λのとり方に寄らず, 2項演算

∗ : (gλN) ∗ (gλ′N) = gλgλ′N

が定まる.

Proof. gλn, gλ′n′ (n, n′ ∈ N)と gλN , gλ′N の別の代表元をとる. このとき,

(gλn)(gλ′n′) = gλ(gλ′g−1
λ′ )ngλ′n′ = gλgλ′(g−1

λ′ ngλ′)n′

である (N が正規部分群より g−1
λ′ ngλ′ ∈ N であることを用いている) これに

よって, (gλn)(gλ′n′) ∈ gλgλ′Nが示せ,演算 ∗が代表元によらずにwell-defined
であることが得られた.

定義 5.3. これによって G/N には群の構造が入る. また全射群準同型 π :
G −→ G/N, g �→ gN のことを標準準同型とよぶことにする.

例 5.4. 1. Gをアーベル群とするとき, 任意の部分群 N は正規部分群で
ある.

2. G = GLn(R)とする. このとき上半三角行列B =

⎛
⎜⎜⎝
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗

⎞
⎟⎟⎠ は正

規部分群ではない. g =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ とすると, gBg−1は下三角行列

となる.

定義 5.5. f : G −→ G′を群Gから群G′への準同型とする. このとき,

Im(f) = {f(g) | g ∈ G}
Ker(f) = {g ∈ G | f(g) = 1G′}

をそれぞれ f の像 (image), 核 (kernel)という

補題 5.6. Ker(f), Im(f)はそれぞれG, G′の部分群である. さらに, Ker(f)
はGの正規部分群である.

Proof. 部分群 gKer(f)g−1を考える. 今, x ∈ Ker(f)とするとき,

f(gxg−1) = f(g)f(x)f(g)−1 = f(g)1G′f(g)−1

より gKer(f)g−1 ⊂ Ker(f)となる. 今右共役写像 G −→ G,x �→ g−1xgは全
単射であるから上の包含関係から Ker(f) ⊂ g−1Ker(f)gが得られる. 上と同
じ議論を gの代わりに g−1で行うと Ker(f) ⊃ g−1Ker(f)gが得られる. した
がって, Ker(f) = g−1Ker(f)gとなる.
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定理 5.7 (準同型定理または第 1同型定理). f : G −→ G′を群の準同型, N =
Ker(f)とおくとき, G/N ∼= Im(G′) が成り立つ.

Proof. G/Ker(f)から Im(f)に対応 f を

gN �→ f(g)

で与える. この対応は全射であり,

gN = g′N ⇐⇒ g−1g′ ∈ N

⇐⇒ f(g−1g′) = 1G′

⇐⇒ f(g) = f(g′)

より単射でもある. N は正規部分群より先と同様の議論で f は群準同型でも
ある. よって同型 f : G/N

∼−→ Im(f) が得られた.

次の例に見るように第 1同型定理によって, 由来が異なる別の群を同一視でき
ることがある.

例 5.8. 1. det : GLn(R) −→ R× は全射群準同型であり, 定義からSLn(R)
がその核である. 第一同型定理よりGLn(R)/SLn(R) ∼= R× を得る.

2. 加法群Rから乗法群C× への準同型を x �→ exp(2π
√−1x) で与える. こ

の群準同型の核は Z ⊂ Rであり像は T := {z ∈ C | |z| = 1} なるCの部
分群である. 第一同型定理よりR/Z ∼= T が得られる.

補題 5.9. 1. Gを群として, H ⊂ Gを (勝手な)部分群, N ⊂ Gは正規部
分群とする. このとき, HN = {hn | h ∈ H, n ∈ N} はNH と等しく,
またHN はGの部分群となる.

2. Gを群としてH1,H2を Gの部分群とするとH1 ∩H2はまた Gの部分
群である.

Proof. N は正規部分群であるから任意の h ∈ H に対して hN = Nhが成り
立つ. よってHN = NH が言える. このことから (HN)(HN) = NHHN =
NHN = HNN = HN よりHN はGの積演算 ∗で閉じている. 今,

1. 1G ∈ HN である.
2. (HN)−1 = N−1H−1 = NH = HNより逆元をとる操作でも閉じている.
3. G全体が群であることより結合法則は明らか.

よりHN は群となっている.

定理 5.10 (第 2同型定理). Gを群として, H ⊂ Gを (勝手な)部分群, N ⊂ G
は正規部分群とする. このとき, HN/N ∼= H/H ∩N ば成り立つ.

Proof. 第一同型定理で得られた準同型 h : G −→ G/N をH に制限するとそ
の核はH ∩N である. h|H に対して第一同型定理を用いると

H/H ∩N ∼= Im(h|H)

が得られる. 一方で準同型 h : G −→ G/N をHN に制限するとその核はH
である. h|H に対して第一同型定理を用いると

HN/N ∼= Im(h|HN )
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が得られる. Im(h|HN ) = Im(h|H) であるからHN/N ∼= H/H ∩N が得られ
る.

補題 5.11. N を群 Gの正規部分群として標準準同型 π : G � G/N を考え
る. このとき, 次のような一対一対応がある:

{N ⊂ H なるGの部分群H たち } ←→ {G/N の部分群H たち }
H → π(H)

π−1(H)← H

定理 5.12 (第 3同型定理). Gを群として, N1, N2はGの正規部分群でN2 ⊂
N1とする. このとき, (G/N2)/(N1/N2) ∼= G/N1

Proof. 次のような合成写像を考える. G
π1� G/N2

π2� (G/N2)/(N1/N2) を考
える. Ker(π2) ⊂ G/N2はN1/N2であることに注意したい. また, 上の補題よ
りKer(π2 ◦ π1) = π−1

1 (N1/N2) = N1である. 合成写像 π1 ◦ π2に対して第一
同型定理を適用すると証明が終わる.

この節の最後に少し正規部分群や同型定理に関係する抽象概念や抽象的結果
をいくつか述べておきたい.

補題 5.13. Gを群, H ⊂ Gを指数 2の部分群とする. このとき, H はの正規
部分群となる.

Proof. g ∈ G−H とすると, gH �= H であるから左剰余類分解G = H
∐

gH
が得られる. 一方でHg �= Hであるから右剰余類分解G = H

∐
Hgが得られ

る. よって, gH = HgであるからH は正規部分群でなければならない.

定義 5.14. Gを群とする. [a, b] = a−1b−1abとするとき

{[a, b] | a, b ∈ G}
を含む最小のGの部分群を交換子群とよび記号D(G) で記す.

命題 5.15. D(G)は正規部分群であり, 剰余群G/D(G)はアーベル群である.
また逆にN をがアーベル群となるような正規部分群とすると必ずD(G) ⊂ N
である.

Proof. g ∈ Gとする. 勝手な a, b ∈ Gに対して g[a, b]g−1 = [g−1ag, g−1bg]で
ある. よって集合として

g{[a, b] | a, b ∈ G}g−1 = {[a, b] | a, b ∈ G}
である. gD(G)g−1 はやはり {[a, b] | a, b ∈ G} を含む最小のGの部分群であ
るからD(G)に等しく, D(G) はGの正規部分群でなければならない. 今, N
を勝手な正規部分群とする. a, b ∈ Gに対してG/N における像を a, bで記す.

ab = ba⇐⇒ a−1b
−1

ab = 1G/N

⇐⇒ [a, b] ∈ N

より他の性質がしたがう.
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G/D(G)はアーベル群であるようなGの剰余群のうち “最大”のものである.

定義 5.16. Gを群とするとき, G/D(G)をアーベル化 (abelianization)とよぶ.

定義 5.17. Gを群とするとき, Isom(G)を Gの自己同型全体の集合とする.
Isom(G)は自然に写像としての合成を積演算として群をなす. 言い換えると,
Isom(G)はAut(G)の元のうち群演算を保つものからなる部分群である.

例 5.18. 素数 p ≥ 3を位数にもつ巡回群 Cp = 〈σ〉を考える. τ ∈ Isom(Cp)
とするとき, τ(1Cp) = 1Cp でなければならない. τ(σ) �= 1Cp よりある i ∈
(Z/(p)Z)× があって, τ(σ) �= σi とかける. また, τ(σ) = σi ならば他の元
σj (j = 1, · · · , p − 1)の行き先は τ(σj) = τ(σ)j = (σi)j = σij として決まっ
てしまう. これは群同型であることも確かめられる. 以上より, Isom(Cp) ∼=
(Z/(p)Z)× がわかる.

一般にはGに対して Isom(G)を決めるのは難しい問題である.

定義 5.19. Gを群とする. ある s ∈ Gによって与えられる写像

is : G −→ G, g �→ sgs−1

は Gの自己同型である. このように共役によって与えられる Gの自己同型
を内部自己同型 (inner automorphism) とよぶ. 内部自己同型全体からなる
Isom(G)の部分群を Inn(G)

定義 5.20. Gを群とする.

Z(G) = {g ∈ G | gはGの全ての群と可換 }
という部分集合は Gの正規部分群となる. Z(G)のことを Gの中心 (center)
とよぶ.

例 5.21. Kを可換体とする. G = GLn(K)とするとき, Z(G)はスカラー行
列のなす部分群 {λEn | λ ∈ K×}である.

命題 5.22. Gを群とする.
1. Inn(G)は Isom(G)の正規部分群である.
2. 自然な写像 G −→ Inn(G), s �→ is の核は Z(G)と一致する. 特に Gが
アーベル群ならば Inn(G) = {1}である.

定義 5.23. Gを群とする. Isom(G)/Inn(G) のことを外部自己同型群とよび
Out(G)と記す.

この節ででてきた概念の例や重要性については今後機会があるごとに触れ
ていきたい.

6. 群の表示と簡単な群の例について

ここでもう少し今までにでていない群のうち特に主要な有限群をいくつか
みてみたい. そのためにまず群の構造に関する情報を決める要素について考
えてみたい. 群が定まるには次のような乗積表を考えるのがひとつの方法で
ある.
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12 × 12 σ × 12 12 × σ σ × σ
12 × 12 12 × 12 σ × 12 12 × σ σ × σ
σ × 12 σ × 12 12 × 12 σ × σ 12 × σ
12 × σ 12 × σ σ × σ 12 × 12 σ × 12

σ × σ σ × σ 12 × σ σ × 12 12 × 12

実際, C2 = 〈σ〉の直積 C2 × C2 の乗積表は上のようになる. この表はの演
算のパターンすべてを表しているのである意味で群としての情報を全て含ん
でいるといえる. 例えば, C2 × C2が C4と同型でないことは乗積表を書いて
比べればわかるわけである. 一方で, 群の位数が大きくなれば書くのは大変で
ある. また群が無限であれば乗積表はかくことができない. 以下で群を規定す
る別の表示として「生成元と関係式」について触れていきたい. そのために
まず必要な自由群を導入する.

定義 6.1. S = {sλ}λ∈Λ を集合とする (Λは添え字集合). このとき, 同じ添え
字集合を持つ S を S = {s−1

λ }λ∈Λと記し, また空語として記号的に {1} で導
入する. 合併集合 S̃ = S ∪ S ∪ {1} の各元をアルファベットとよび,

F̃ (S) = {S̃の有限個のアルファベットの配列すべて }

とおく. G̃に次のような同値関係を入れる.

1. ∀s ∈ S̃に対して 1s ∼ s1 ∼ s.
2. ∀λ ∈ Λに対して sλs−1

λ ∼ s−1
λ sλ ∼ 1.

F (S) = F̃ (S)/ ∼とおく. F (S)の元 g, hの積 ghを次のように入れる. g, hの
F̃ (S)における代表元を g1 · · · gm, h1 · · ·hn としたとき (ここで, g1, · · · , hnは
S̃ の中のアルファベット), ghは g1 · · · gmh1 · · ·hn ∈ F̃ (S)を代表元にもつ元
である. F (S)は単位元を 1として群をなす. F (S)を S で生成される自由群
(free group)とよぶ. 特に Sが位数 nの有限集合であるとき, F (S)を Fnで記
して階数 nの自由群とよぶ.

命題 6.2. 1. Gを勝手な群, S を勝手な集合とする. このとき勝手な集合
としての写像 h : S −→ Gは群の準同型 h : F (S) −→ Gで h = h ◦ i (但
し, iは合成写像 S ↪→ S̃ � F (S)) をひきおこす. 一方で合成写像 iは単
射であることに注意すると

2. 勝手な群Gに対して集合が存在してGは自由群 F (S)の剰余群となる.

Proof. 最初の記述について説明する. 次のようにして h :−→ Gは写像 h̃ :
F̃ (S) −→ G へと拡張される.

1. 与えられた h : S −→ Gを写像 h̃ : S̃ −→ G に h̃(1) = 1G, h̃(s−1) =
h(s)−1 で拡張する.

2. またGでの群演算を ∗ としたとき, h̃(ss′) = h̃(s) ∗ h̃(s′) で定める.
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このように h̃を与えると.

h̃(ss−1) = h̃(s)h̃(s)−1 = 1G

h̃(s−1s) = h̃(s)−1h̃(s) = 1G

h̃(s1) = h̃(s)1G = h̃(s)

h̃(1s) = 1Gh̃(s) = h̃(s)

が成り立つ. よって同値関係でわったところの準同型 h : F (S) −→ Gを自然
に引き起こす.

2番目の記述は最初のものを用いてとくに自由群 F (G)を考え, 集合の恒等
写像G −→ Gが引き起こす群準同型 F (G) −→ G を考えればよい. この写像
は全射よりGは自由群 F (G)の剰余群となる.

定義 6.3. 集合 S = {sλ}λ∈Λ で生成される自由群 F (S)を {tµ}µ∈M ⊂ F (S)
を含む最小の正規部分群による剰余群を

〈sλ(λ ∈ Λ) | tµ(µ ∈M)〉
であらわすことにする. 上述の命題により勝手な群はこのような形の群で表
されるので

G ∼= 〈sλ(λ ∈ Λ) | tµ(µ ∈M)〉
とあらわすこと (もしくは表し方)をGの表示 (presentation) とよび, sλたち
を生成系, tµ たちを関係式とよぶ.

注意 6.4. 1. F(S) がアーベル群であるのは �S = 1 のときのみである.
S = {s} のとき, F (S) は, s · · · s(s の n 個の積) を n ∈ Z へうつし,
s−1 · · · s−1(s−1の n個の積)を −n ∈ Zへうつす対応で与えられる群の
同型 F (S) ∼= Zがある.

2. Fn/D(Fn)は n個の直積群 Z× · · · × Zと同型である.
3. 自由群の部分群は常に自由群である. 有限な階数をもつ自由群 Fnの指
数有限な部分群はまた有限な階数をもつ自由群であるが階数は nより大
きくなり得る.

定義 6.5. 自然数 n > 1 に対してオイラー数 ϕ(n) を環 Z/(n)Z の可逆元
(Z/(n)Z)× のなす群の位数として定義する. 同値な定義として ϕ(n)は 1 ≤
i ≤ nなる自然数のうちで (i, n) = 1なるものの個数である.

補題 6.6. n > 1が自然数とするとき, n =
∑

1≤r|n ϕ(r) が成り立つ (ここで,
r = 1, nも含んでいることに注意 ).

巡回群の特徴づけとして次のようなことが成り立つ.

命題 6.7. Gを位数 nの有限群とするとき, 次の条件は同値である:
1. 勝手な約数 r|nに対して部分集合 or(G) = {σ ∈ G | σr = 1G} の位数は

r以下である.
2. Gは有限巡回群である.
3. Gは次のような表示 〈σ|σn = 1〉 をもつ.
4. Gは加法群 Z/(n)Zと同型.
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証明の前にこの命題の (最初のステートメントの)「意味」を理解するため
に次の簡単な例には注意しておきたい.

注意 6.8. 位数 nの有限群Gが巡回群でなければ �or(G) > r なる nの約数 r
があるはずである.

1. G = C2 × C2のとき, n = 4, o2(G) = Gである.
2. G = S3のとき, n = 4, �o2(S3) = 4 > 2である.

Proof. 同値性 1 ⇐⇒ 2 ⇐⇒ 3は明らか. 2から 1を導くのも容易であるから,
1から 2を導くことのみ行う. したがって以後 1を仮定する. 位数が丁度の n
元が存在することをいえば証明が終わる. 勝手な元 g ∈ Gの位数は nの約数
である. gの位数は rであったとする. gi (i = 1, · · · , r)は全て異なる. 一方
で, 勝手な iで (gi)r = 1Gより Sr = {g, g2, · · · , gr} となる. この中で位数が
rになるものは (i, r) = 1である giのみでありかつ位数が rの元はそれで尽く
される. よって次がいえる.

位数 rの元の個数は (もし存在すれば)ϕ(r)個である.(1)

また Lagrangeの定理から次も成り立つ.

�G =
∑

1≤r≤n

位数が丁度 rの元たちの個数(2)

である. 補題 6.6の式と合わせると位数たちの勘定から必ず位数 nの元が存在
しなければならないことが導かれた.

系 6.9. K を可換体とする. Gを乗法群K× = K − {0}の有限部分群とする
ときは巡回群である. 特に �K が有限な体Kに対してはK× = K − {0}は巡
回群である.

巡回群と関連して次の大切な定理は思い出しておきたい:

定理 6.10 (有限アーベル群の構造定理). Gを位数有限のアーベル群とすると
き有限個の自然数 n1, · · · , nr が存在してGは Cn1 × Cn2 × · · · × Cnr と同型
になる.

次のような群を考える

定義 6.11. n ≥ 2を自然数とする. 次のような表示で与えられる群:

Dn = 〈σ, τ | σ2 = 1, τn = 1, στσ = τ−1〉
を n次 2面体群 (dihedral group)とよぶ.

注意 6.12. n次 2面体群はユークリッド空間R2の合同変換群4のの中で正 n
角形をそれ自身にうつすような部分群としての意味をもつ.

命題 6.13. 各自然数 n ≥ 2に対して n次 2面体群Dnの位数は 2nである. ま
た, n ≥ 3ならDnは非アーベル群である.

4一般に n 次元ユークリッド空間 �
n の合同変換群とは勝手な 2 点の間の距離を変えない

�
n から �

n への写像のなす群ことをいう. 例えば, 回転写像や平行移動, 超平面に関する鏡映
変換などが合同変換である. 定義より合同変換は全単射であることが導かれる. また �

n の勝
手な合同変換は高々n + 1個の鏡映の合成で表せる
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Proof. n = 2のときD2
∼= C2 × C2である. よって n ≥ 3とする. N = 〈τ〉 ⊂

DnはN は位数 nの部分群である.

στ = (στ)−1 = τ−1σ−1 = τn−1σ(3)

に注意しよう. n ≥ 3より特にστ �= τσであるからDnは非アーベル群である.
また σN = NσよりN は正規部分群である. 剰余群Dn/N は (σN)(σN) =
(Nσ)(σN) = NN = N より位数 2の巡回群である. よってDnの位数は 2n
である.

以前定義したように �X = nの有限集合の自己同型群 Aut(X) が n次対称群
Snであった.

命題 6.14. Gを位数 nの有限群とする. Gは対称群 Snのある部分群と同型
になる.

Proof. �(G) = n に注意したい. Sn を Aut(G) と同一視するとき, G −→
Aut(G) ∼= Snを s ∈ Gに対して fs ∈ Aut(G), g �→ sgを与える写像とすると
これは準同型である. s �= s′とすると fs(1) = s �= s′ = fs′(1)よりこの写像
G −→ Snは単射である. よって証明を終える.

集合の同型X ∼= X ′ は自己同型群の同型 Aut(X) ∼= Aut(X ′)を引き起こす.
以後特に Sn = Aut({1,2, · · · , n}) とみなすことにする.

定義 6.15. r ≤ nなる自然数があったとき長さ rの巡回置換 (cyclic permu-
tation)とは r個の異なる数 {i1, · · · , ir} ⊂ {1, · · · , n} に対して, i1 �→ i2, i2 �→
i3, · · · , ir−1 �→ ir, ir �→ i1 と入れ替えて, {1, · · · , n}−{i1, · · · , ir} の上では恒
等置換であるような変換のことをいう. この巡回置換を記号として (i1, · · · , ir)
で表す. r = 2の巡回置換のことを特に互換とよぶ.

命題 6.16. 1. 一般に (i1, · · · , iq, · · · , ir) = (i1, · · · , iq) ◦ (iq, · · · , ir) が成
り立つ.

2. 特に Snに含まれる勝手な長さ r ≤ nの勝手な巡回置換 (i1, · · · ir)は互換
の積で表される. 例えば, (i1, · · · ir) = (i1, ir) ◦ (i1, ir−1) ◦ · · · ◦ (i1, i3) ◦
(i1, i2) である.

3. {i1, · · · iq}, {ir, · · · is} がともに {1, · · · , n} の部分集合で, {i1, · · · iq} ∩
{ir, · · · is} = ∅ とするとき, (i1, · · · , iq) ◦ (ir, · · · , is) = (ir, · · · , is) ◦
(i1, · · · , iq)が成り立つ.

4. Snの勝手な元は r ≤ nの勝手な巡回置換 (i1, · · · ir) のいくつかの積で
表される.

命題 6.17. Snは次のような表示をもつ:〈
σi(i = 1, · · · , n− 1)

∣∣ σ2
i = 1, [σi, σj ] = 1(i < j, j − i ≥ 2), (σiσi+1)3 = 1

〉
Proof. 上の表示で定義される群をGnとする. Gn −→ Snを σi �→ (i, i + 1)で
定めることにより全射群準同型になる. �Sn = n!より �Gn ≤ n! を言えば証明
が終わる. 帰納法によって証明をしていけばよいがこのことの証明は省略す
る.
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定義 6.18. g ∈ Snを考える. このとき,

g = (i1, · · · , ir1)(ir1+1, · · · , ir1+r2) · · · (ir+r2+···rl−1
, · · · , in)

という形に書ける. ここで ij ∈ {1, · · · , n}が gで動かないとき, (ij)で恒等写像
をあらわすことにする. (i1, · · · , ir1), (ir1+1, · · · , ir1+r2), · · · , (ir1+r2+···rl−1

, · · · , in)
はすべて可換より r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rl−1 ≥ rl (rl = n− (r1 + · · ·+ rl−1))と仮
定してよい.

1. r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rl−1 ≥ rl ≥ 1
2. r1 + · · ·+ rl−1 + rl = n

を満たす組 (r1, r2, · · · , rl−1, rl)のことを gの巡回型 (cycle type)とよぶ.

命題 6.19. 1. 上の定義で現れた 2条件を満たす自然数の組 (r1, r2, · · · rl)
に対して, この組を巡回置換型にもつ g ∈ Snが存在する.

2. g, g′ ∈ Snが共役であるための必要十分条件はその巡回型が等しいこと
である.

Proof. 最初の記述はよい. 2番目の記述については g, g′ が共役つまり g′ =
σgσ−1 なる σ ∈ Snが存在するとき,

g = (i1, · · · , ir1)(ir1+1, · · · , ir1+r2) · · · (ir+r2+···rl−1
, · · · , in)

ならば

g′ = (i′1, · · · , i′r1
)(i′r1+1, · · · , i′r1+r2

) · · · (i′r+r2+···rl−1
, · · · , i′n)

とかける (但し, i′j = σ(ij)とする).

例 6.20. S3 を考える. 巡回置換型の可能性は (1, 1, 1), (2, 1), (3) の通りであ
る. (1, 1, 1)を持つ元は単位元 1のみ, (2, 1)を持つ元は (1, 2), (2, 3), (3, 1) の
つ, (3)をもつ元は巡回置換 (1, 2, 3)と (1, 2, 3)2 = (1, 2, 3)−1 の 2つである. G
を共役作用で剰余類分解すると 6 = 1 + 3 + 2 という足し算が現れる. 次節で
やる類等式の一例のなっている.

補題 6.21. gを幾つかの互換の積に表したときに現れる互換の個数の偶奇は
あらわし方によらず一定である.

定義 6.22. 1. 偶数個の互換の積で表される置換 σ ∈ Snを偶置換, 奇数個
の互換の積で表される置換 σ ∈ Snを奇置換とよぶ.

2. σ ∈ Snが r個の置換で表されているとき sgn(σ) = (−1)r を σの符号と
よぶ.

3. 交代群 Anを
An = {g ∈ Sn | gは偶置換 }

で定まる部分群とする.

補題 6.23. Anは Snの指数 2の部分群であり次の準同型
sgn : Sn −→ {±1}

の核と一致する. また, Snの指数 2の部分群は Anのみである.
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7. 有限群と Sylowの定理

有限群Gの構造を調べるひとつの手がかりとなる Sylowの定理について論
じたい. そのためのキーとなる手法が類等式である. 類等式は

1. 有限群 Gにある部分群があることを保証する存在定理 (シローの定理
など)

2. 有限群Gにある部分群がないことを示す非存在定理 (ある群G単純であ
ることなど)

という両方の面で有限群の内部構造を調べることに役立つ. 少しずつ準備を
していきたい.

定義 7.1. Gを勝手な群とする. x ∈ Gに対して {g ∈ G | gx = xg} は群をな
す. これを xの中心化群とよび Cent(x) で記す.

補題 7.2. 1. どの二つも互いに共役でないような元たち {xλ}λ∈Λ ⊂ Gが
存在して G =

∐
λ∈Λ Cxλ

となる. 但し, Cx = {gxg−1 | g ∈ G} ⊂ G と
する.

2. �Cx = 1であることと x ∈ Z(G)であることは同値である.
3. 勝手な x ∈ Gに対して �Cx = �G/�Cent(x) である.

Proof. 最初の記述は群の作用による軌道分解そのものである (群GがX = G
自分自身に作用している). 2番目の記述もほぼ定義に他ならない. さて剰余
類分解のときにやったように剰余類分解G =

∐
λ∈Λ Cxλ

の各成分Cxλ
はGが

推移的に作用する集合である. よって固定化群 Gxλ
= {g ∈ G | g · xλ = xλ}

によってG-作用をもつ集合としての同型 Cxλ
∼= Gxλ

\G がある. さて, 以上
の以前に準備した一般論をこの場合に適用するにあたり今考えている作用が
共役作用 g · x = gxg−1 であったことに注意したい. この場合Gx = Cent(x)
に他ならないので証明が終わる.

定義 7.3. Gが有限群のとき等式が成り立つ.

�G = �Z(G) +
∑

[x]∈G/∼,x �∈Z(G)

�Cx

但し, G/ ∼は共役作用による同値類を表す. この式を群Gの類等式とよぶ.

例 7.4. 1. Cent(S3) = {1}である. また類等式は,

�G = �Z(G) + �C(1,2) + �C(1,2,3)

= 1 + 3 + 2

である.
2. 例としてn次 2面体群Dnを考える. Dn = 〈σ, τ |σ2 = 1, τn = 1〉, �Dn =

2nであることを思い出そう. nが偶数ならば �Z(Dn) = {1, τn/2}, nが奇
数ならばZ(Dn) = {1}である. 例えば, nが奇数ならば, Cτ i = {τ i, τ−i}
(i = 1, · · · , (n− 1)/2), Cσ = {σ, στ, · · · , στn−1} であるから類等式は,

�Dn = �Z(G) +
∑

1≤i≤(n−1)/2

�Cτ i + �Cσ

= 1 + 2× n− 1
2

+ n
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である.

定理 7.5 (Cauchy). 素数 pが有限群Gの位数を割るとき必ず位数 pの元が存
在する (つまり位数 pの部分群が存在する ).

注意 7.6. 証明する前にひとつだけこの定理の意味について注意したい. 上の
素数 pの代わりに勝手な �Gの約数 nをとったときには位数の部分群は存在す
るとは限らない. 例えば, A4は位数 12の群であり

A4 = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23),

(123), (123)2 , (234), (234)2 , (341), (341)2 , (412), (412)2}
という形の元からなる. A4が位数 6の部分群をもつか考える. 位数 6の群は
巡回群 C6か対称群 S3である. 位数 6の元は A4の中には存在しないので C6

が部分群になることはない. A4の上の元から位数 2, 3の元 σ, τ ∈ A4を選ぶ
と σ, τ の積によって他も全ても元があらわされてしまうので, S3がA4の部分
群と同型になることもありえないことがわかる.

Proof. �Gに関する帰納法で証明する. �Gが素数のときにはは巡回群である
から明らかに定理は正しい. 特に, �G = 2のとき定理は正しいので帰納法の
出発点は正しい. 帰納法の仮定の下で, 一般の場合に示したい.
ここで, 類等式を用いる.

�G = �Z(G) +
∑

[xi]∈G/∼,xi �∈Z(G)

�Cxi

とする. さて各 xにおいて �Cxi = �G/�Cent(xi)に注意したい. 今, ある iに
おいて中心化群 Cent(xi) ⊂ Gが G全体になったとする. 中心化群の定義か
ら Gはアーベル群である (このとき全ての iで Cent(xi) = Gである). 有限
アーベル群の構造定理からこの場合は定理は正しい. 従って以下では全ての i
で Cent(xi) � G とする. また, p|�Z(G)ならば有限アーベル群の構造定理に
よって Z(G)は位数 pの部分群をもつ. 以下では, Z(G)の位数は pで割れな
いと仮定する.
今仮に上の類等式における全ての xi �= 1Gにおいて素数 p � �Cent(xi) とす

る. 補題 7.2より上の類等式における全ての xi に対して p|�Cxi である. よっ
て p|(�G − �Z(G)) でなければならない. これは p|�Gに矛盾する. したがっ
て, 上の類等式におけるある xi �= 1Gにおいて素数 pが �Cent(xi) を割り切ら
ねばならない. �Cent(xi) < �G であるから群の位数に関する帰納法によって
Cent(xi)には位数 pの元が存在する. Cent(xi)はの部分群より Gにも位数 p
の元が存在する. 証明を終える.

同様の方法によって次の存在定理も示されるがここでは証明を省略して結果
をみとめて先へすすむことにする.

命題 7.7. �Gを割りきる任意の素数ベキ psに対して必ず �H = psのGの部
分群が存在する.

定義 7.8. Gを有限群とする. pは �Gを割る素数として �G = prm (m,p) = 1
とする. このとき, �H = prなる部分群H ⊂ Gをの p-Sylow部分群とよぶ.
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定理 7.9 (Sylowの定理). Gを有限群とする. pは �Gを割る素数とする. こ
のとき次が成り立つ.
1. p-Sylow部分群は必ず存在する.
2. Gを有限群とする. Gの-Sylow部分群の個数を tとすると t ≡ 1 (mod p)
である.

3. Gの p-Sylow部分群たちは互いに共役である.
4. �G = prm (m,p) = 1とするときGの-Sylow部分群の個数はmの約数で
ある. 特に, Gの-Sylow部分群の個数は �Gの約数である.

Proof. 最初の記述は時間の都合と証明の基本が先の Cauchyの定理と同じで
あることから認めることにする.
２番目の記述を証明する.

Sp = {H1,H2, · · · ,Ht}
をGの p-Sylow部分群全体のなす集合とする. 勝手な元 g ∈ GとHi ∈ Spに
対して共役 gHig

−1 はまた部分群であり �(gHig
−1) = �Hi なので gHig

−1 も
また Spに入る. よって G及び勝手な部分群H ⊂ Gが有限集合 Spに共役作
用する. H1 を Sp に作用させるとき, h ∈ H1 に対して hH1h

−1 = H1 より,
H1 ∈ Spを含む軌道はH1だけからなる.

Claim 7.10. i �= 1に対してH1の共役作用によるHi ∈ Spの軌道は位数が p
ベキである.

仮にある i �= 1 Hi を含む軌道が Hi 自身だけであったとする. このとき,
H1Hi = HiH1であるから集合H1Hi はGの部分群となる.

�(H1Hi) = �H1 · �Hi/�(H1 ∩Hi)

は pベキであり, 同時に �H1 < �(H1Hi) である. これはH1が p-Sylow部分群
であることに反する. よってH1はHi ∈ Sp (i �= 1)に非自明に共役作用する.

�Cx =
�H

�Hx
(有限群H が有限集合X に作用, x ∈ X)

という一般論によりHi ∈ Sp (i �= 1)の軌道に含まれる元の数は pベキとなる.
SpをH1の作用で軌道分解するとH1はそれ自身からなる軌道をもち, 他の

軌道はすべて pベキ個の元をもつ軌道である. よって t ≡ 1 (mod p)が得られ
る. これで２番目の記述が得られた.
３番目の記述を示す. 背理法で示すこととして, 全ての p-Sylow部分群が互

いに共役とはならないとする. 違う言い方をするとこれはGの Spへの共役作
用が推移的ではないということに他ならない. 必要ならば順番を並べ替えて

Sp = S ∪ S′, S = {H1, · · · ,Hs} かつ S′ = {Hs+1, · · ·Ht}
でH1, · · · ,Hsは互いに共役で, Sの元と S′の元は全て互いに共役でないとす
る. H1を Sに作用させて軌道分解すると, �S = s ≡ 1 mod p が得られる. 一
方で, Hs+1を S に作用させて軌道分解すると �S = s ≡ 0 mod pが得られ二
つの結論は矛盾する. よって, ３番目の記述が示された.
４番目の記述の証明は, ３番目で示されたGの Spへの共役作用が推移的で

あることを用いる. 例えばG1をH1 ∈ Spの固定化群とすると SpはG-作用を



24 代数学１ (群論) の授業内容 (2005 年度冬学期)

もつ集合としてG/G1と同型である. 今, G1 ⊃ H1より �Sp = �(G/G1)|m が
得られ, 証明が終わる.

8. 可解群と巾零群

群Gはアーベル群に近い方がいろいろと取り扱いやすい面が多い. アーベ
ル群に近い群のクラスとして可解群や巾零群を導入しておく.

命題 8.1. 群Gに対して次の二つの条件は同値である:
1. Gの交換子群D(G) = [G,G]に対して, ある nでDn(G) = {1} となる (
但し, D1(G) = D(G) = [G,G], Di+1(G) = D(Di(G))).

2. 正規部分群の列G0 := G � G1 � G2 � · · · � Gn−1 � Gn = {1} があって各剰
余群Gi/Gi+1 (i = 0, · · · , n− 1)はアーベル群

Proof. 1 ⇒ 2 は Gi = Di(G)とおくことで明らかである. 2 ⇒ 1 を示す.
G/G1 がアーベル群であるから G1 ⊃ D(G)が成り立つ. 今, Gi ⊃ Di(G)
が成り立っているとする. 包含関係からD(Gi) ⊃ Di+1(G)が成り立ちまた,
Gi/Gi+1 がアーベル群より Gi+1 ⊃ D(Gi) が成り立つ. よってすべての iで
Gi+1 ⊃ Di+1(G)が成り立つ. よってDn(G) ⊂ Gn = {1}となり 1が導かれ
る.

定義 8.2. Gを群とする. このとき, 上の命題で考察された同値な条件が成り
立てばGは可解群とよぶ.

注意 8.3. 1. Gが非可換な単純群だとするとGは可解ではない.
2. G = A4は可解群. 実際,

G = G0 � G1 = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} � G2 = {1}
という正規部分群の列があり, G0/G1

∼=3, G1
∼= C2 × C2 である.

可解群よりさらにアーベル群に近い群として次に説明する巾零群がある.

命題 8.4. 群 Gに対して, Γ0(G) = G, Γ(G) = Γ1(G) = [G,G], Γi+1(G) =
[G,Γi(G)]とする. 次の二つの条件は同値である:
1. ある nで Γn(G) = {1}となる.
2. 正規部分群の列G0 := G � G1 � G2 � · · · � Gn−1 � Gn = {1} があって各剰
余群Gi/Gi+1がG/Gi+1の中心に含まれる.

Proof. 1 ⇒ 2は Gi = Γi(G)とおくことで明らかである. 2 ⇒ 1を示す. 先
と同様に帰納法で Gi ⊃ Di(G)を示せば Γn(G) ⊂ Gn = {1}となり 1が導か
れる. Gi ⊃ Γi(G)を認めたとき, 包含関係から Γ(Gi) ⊃ Γi+1(G)が成り立ち
また, Gi/Gi+1 が G/Gi+1 の中心に含まれるから Gi+1 ⊃ Γ(Gi) が成り立つ.
よってすべての iでGi+1 ⊃ Γi+1(G)が成り立つ.

注意 8.5. 1. Gがアーベル群ならば Gは巾零群である. Gが巾零群ならば
Gは可解群である.

2. G = A4は可解群であるが巾零群ではない. 実際, G0 = A4の非自明でな
い正規部分群はG1 = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} のみであるが, G1

はG0の中心ではない.
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3. pを素数とする. Gは有限群で �Gは pの巾であるとする. このときGは
巾零群である.

4. G ⊂ GL2(C)を

G =
{
±

(
1 0
0 1

)
,±

(
0 −1
1 0

)
,±

(√−1 0
0 −√−1

)
,±

(
0

√−1√−1 0

)}
で定めたとき �G = 8 = 23であり, 非可換な巾零群の例を与える.


