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1 はじめに

この卒研概要では，鳩ノ巣原理がどのようにディオファントス近似定理と

ペル方程式の解の存在定理に持ちられるかに焦点を当てて見ていく．なおこ

の論考では，自然数は 0は含まないとする．
無理数 αがあったとき，それを有理数で近似していくことは自然である．

例えば πは
22
7
で十分良く近似できる．最初に，無理数の有理数による近似

に関するディリクレの定理を証明する．次に，それを用いてペル方程式の解

の存在定理を紹介する．最後に，シルバーマンの「初めての数論」にある問

題を解く．

2 鳩ノ巣原理

ディリクレ (Dirichlet) が巧妙に使用した「鳩ノ巣原理 (The Pigeonhole

Principle)」は以下のようなものである：

「いま n個の鳩ノ巣があるとする．n + 1以上の鳩がそれらの巣のどれか
に入るとすると，必ず 2羽以上鳩の入っている巣がある．」

以下，この簡単な原理がどのように数学の証明で使われるかを見ていく．

3 ディリクレのディオファントス近似定理

無理数とは実数で，整数 x, yを用いて
x

y
の形に表されない実数である．例

えば
√

2，π, eや log2 3は無理数であり，ほとんどの実数が無理数である．

定理（ディリクレのディオファントス近似定理）α > 0を任意の無理数と
する．このとき，不等式

|x − yα| <
1
y

をみたす整数の組 (x, y)が無数に存在する．言い換えると，∣∣∣∣xy − α

∣∣∣∣ <
1
y2



をみたす有理数
x

y
が無数に存在する．

証明：いま M > 0 を自然数とし，開区間 (0, 1) を M 等分する．k =

0, 1, 2, · · · ,M − 1に対してM 個の開区間 Ik =
(

k

M
,
k + 1
M

)
を考える．

N > M として自然数のN 個の組 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )を与える．
ここで，y1 < y2 < · · · < yNとし，k = 1, 2, · · · , N−1に対して yk+1−yk > M

となるようにとる．xi も同様にとる．

xi−yiαの整数部分をmi，小数部分を ξiとする（でmi ∈ Z, 0 < ξi < 1）．す
ると，各 ξiは Ikの 1つに入る．N > Mだから鳩ノ巣原理よりある区間 Iℓが

あって 2つ以上の ξj , ξkがそこに入る．xj−yjα = mj+ξj，xk−ykα = mk+ξk

とすると，|(xj − xk) − (mj − mk) − (yj − yk)α)| = |ξj − ξk| <
1
M
である

ので，x = (xj − xk) − (mj − mk), y = yj − yk とおけば，|x − yα| <
1
M
で

ある．yi の取りかたから，y = yj − yk > M なので，|x − yα| <
1
y
である．

もし |x − yα| <
1
y
をみたす整数の組 (x, y) が有限個ならば，それらを

(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xs, ys) とすると，どんな i = 1, 2, · · · , s に対しても

|xi − yiα| > Aとなる定数 Aがある（αは無理数なので）．しかし，M =
1
A

として上の議論を実行すれば，|x− yα| <
1
y
で |x− yα| <

1
M

= Aである整

数の組が作れるので，矛盾する．

4 ペル方程式の解の存在

Dは平方数でない自然数とするとき，方程式 x2 −Dy2 = 1を伝統的に「ペ
ル方程式」という．その自然数解は最小の解 x1, y1をとって（最小とは x1に

ついて言う），

(x1 + y1

√
D)k = xk + yk

√
D

とするとき，(xk, yk) で与えられる．例えば，x2 − 2y2 = 1 の最小の解は
(x, y) = (3, 2)である．その他の解は (x, y) =などである．
ここでは，ディリクレのディオファントス近似定理を用いて，解の存在を

示す．鳩ノ巣原理が巧妙に用いられる．

定理：　 Dは平方数でない自然数とするとき，ペル方程式 x2 − Dy2 = 1
の解 (x, y)が必ず存在する．

証明：この証明では，|x−y
√

D| <
1
y
をみたす整数の組 (x, y)のみを考える．

ディオファントス近似定理よりそのような整数の組は無数にある．そのよう

な (x, y)に対しては，x < y
√

D+
1
y
だから，x+y

√
D < 2y

√
D+

1
y

< 3y
√

D

である．したがって，|(x − y
√

D)(x + y
√

D)| < 3
√

Dである．



今，K を 3
√

D以下の最大の自然数とする．|x− y
√

D| <
1
y
をみたす整数

の組 (x, y)に対して，|(x − y
√

D)(x + y
√

D)| < 3
√

Dだから，x2 − Dy2 は

−K,−K + 1,−K + 2, · · · ,−1, 1, 2, · · · ,K のうちのどれかに一致する．ディ

オファントス近似定理より |x − y
√

D| <
1
y
となるような整数の組は無数に

あるので，鳩ノ巣原理より，ある自然数 M があって，−K ≤ M ≤ K で

|x− y
√

D| <
1
y
で x2 −Dy2 = M となる整数の組 (x, y)が無限個あるような

できる．簡単のため，M > 0とする．
そのような整数の組 (x, y)の 2つをとって，それらを (xj , yj), (xk, yk)と
する．このとき，

xj + yj

√
D

xk + yk

√
D

=
(xjxk − yjykD) + (xkyj − xjyk)

√
D

x2
k − y2

j D

=
(xjxk − yjykD) + (xkyj − xjyk)

√
D

M
=

xjxk − yjykD

M
+

xkyj − xjyk

M

√
D

を考えると，(x, y) =
(

xjxk − yjykD

M
,
xkyj − xjyk

M

)
は x2 − Dy2 = 1の有

理数解である（整数解とは限らない）．実際，

(xj + yj

√
D)((xj − yj

√
D)

(xk + yk

√
D)(xk − yk

√
D)

=
M

M
= 1

だが，この左辺を計算すると，
(

xjxk − yjykD

M

)2

− D

(
xkyj − xjyk

M

)2

に

なる．

あとは，xjxk−yjykDとxkyj−xjykがMの倍数になるように (xj , yj), (xk, yk)

が取れることを言えばよい．|x − y
√

D| <
1
y
, x2 − Dy2 = M をみたす整

数の組 (x, y) は無限個あるので，それらを (A,B) (mod M) の M2 個の箱

の中に入れていくと (A, B = 0, 1, 2, · · · ,M − 1），鳩ノ巣原理より，ある
箱 (A,B) に無限個はいっている，そこから 2 つ (xj , yj), (xk, yk) 取り出す
と，xj ≡ xk (mod M) と yj ≡ yk (mod M) を満たしている．このとき，
xjxk − yjykDと xkyj − xjyk がM の倍数である．実際簡単な合同式の計算

より，xjxk − yjykD ≡ xjxj − yjyjD = x2
j − Dy2

j = M ≡ 0 (mod M) であ
り，xkyj − xjyk ≡ xkyj − xkyj = 0 (modM)だから．
したがって，上のように (xj , yj), (xk, yk)を取れば，

xjxk − yjykD

M
∈ Z,

xkyj − xjyk

M
∈ Z

である．



5 問題とその解

このセクションでは，シルバーマンの「初めての数論」第 31, 32章の問題

の解を与えていく．（適当に問題を選んでもよい．）

（＊問の内容も書くようにする．）

問 1.

解．

問 2.

（＊最後に参考文献を挙げる．複数でも OK.or rather better)

参考文献:

J.シルバーマン「初めての数論」


