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第１講　整数問題の考え方

練習問題１

【出典】

　基礎知識を確認するための問題

【考え方】　

　整数解を求める方程式を「不定方程式」といい，不定方
程式の中で最も簡単なものが

Ax + By = C

の形の１次方程式である．この形の方程式は何も考えずに
と解けるようにしておく必要がある．

【解答例】

　まず，１つ解をみつける．与えられた方程式を変形する
と

　　

157x −68y = 3 ⇔ 21x − 68y ' = 3 y ' = −2x + y( )
⇔ 21x ' −5y ' = 3 x ' = x − 3y '( )
⇔ x ' −5y '' = 3 y ' ' =− 4x ' + y '( )

が成り立つ．ここで，

x ' = 3, y' ' = 0, y ' =12, x = 39, y = 90

のとき成り立つから， (x , y) = (39, 90) が１つの解となるこ
とがわかる．

　それではすべての解を求めよう．157 ⋅39 − 68 ⋅ 60 = 3 を与
えられた方程式から辺々引くと

157x −68y = 3 ⇔ 157(x −39) = 68 ⋅ (y − 60)

となる．最後の式の両辺は 157 ⋅68 n (n ∈Z) なる整数より，
与えられた方程式の解は

(x , y) = (68n + 39,157n + 60) (n ∈Z)

となる．

練習問題２

【出典】

　基礎知識を確認するための問題

【考え方】　

　２つの未知数のある整数係数２次方程式

Ax2 + 2Hxy + By 2 +Cx + Dy + E = 0

の整数解を求める問題である．この形の方程式の解法のう
ち基本的なものは

（１）　 (Px + Qy + R)(Sx + Ty +U) = V の形に変形する

（２）　 x または y の大きさを評価する

があるが，これらの手法は与えられた方程式が xy 平面に
おいて表す図形が双曲線や楕円になることを基礎としてい
る．（しかも，（１）の場合は整数係数の範囲で上の形に
表せることを用いている．）

　この他に「ペル方程式」という重要な対象があるが，そ
れは別のところで扱うことにする．

【解答例】

　次数に注意して与えられた方程式を変形すると

　　　

2x 2 −3xy − 2y2 + 3x − y− 5 = 0

⇔ (2x + y + 1)(x −2y +1) = 6

⇔ (x , y) = (2,1),(1,0),(1, − 2),( −2,1)
となる．

【注意】

　（＊）の部分は次のように表にして考えるとよい．

　

練習問題３

【出典】

　基礎知識を確認するための問題

【考え方】　

　練習問題２と同じ形だが，方程式が xy 平面において表
す図形が練習問題２の双曲線とは違い楕円となるため解法
も全く異なるものとなる．本来は「大きさの評価」の部分
で扱うべき問題であるが，練習問題２とくらべてほしいの
でここで扱うことにした．実数条件を使って x （または
y ）の大きさを評価するとよい．

【解答例】

　与えられた方程式

2x 2 +2xy + 5y2 + 2x + 4y − 4 = 0 　・・・①

を x に関する方程式とみなすと

2x 2 +2(y + 1)x + 5y2 + 4y− 4 = 0

となる． x は実数であることと， y ∈Z より

(y +1)2 − 2(5y2 + 4y − 4)≥ 0

⇔ 3y2 + 2y − 3 ≤ 0

⇔ y = 0, − 1
が成り立つことが必要である．これらを①に代入して，

(x , y) = (1,0) , (−2 ,0 )

をえる．

（＊）
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練習問題４

【出典】

　基礎知識を確認するための問題

【考え方】　

　使える条件は「与えられた方程式が有理数解 をもつ」

という条件だけなので， を
q

p
( p ∈N , q ∈Z , ( p , q) = 1)

とおいて代入して， p , q に関する条件を考えるとよい．

あとは p , q が整数という条件を使うために分母をはらっ
て整数問題に帰着する．

【解答例】

　 =
q

p
(p ∈N , q ∈Z , (p , q) = 1) を与えられた方程式の解

だとすると

  

a0

q

p

 
 
 

 
 
 

n

+ a1

q

p

 
 
 

 
 
 

n−1

+L+ an = 0

⇔ a0q n + a1pq n−1 + L+ anp n = 0

が成り立つ．ここで，両辺を p で割った余り，q で割っ
た余りを考えると

　　　　　　　　　 p | a0q n かつ q | anp n

が成り立つ．ここで， ( p ,q ) = 1 より， p , q をそれぞれ素
因数分解したときに同じ素因子はないことに注意すると

　　　　　　　　　 p | a0 かつ q | an

が成り立つ．これがまさに証明すべきことに他ならない．

練習問題５

【出典】

　オリジナル

【考え方】　

　n を文字だと考えても整数係数の範囲で

　　n 4 + 4 =(n 2 +2) 2 −(2n) 2 = (n2 +2n + 2)(n 2 − 2n + 2)

と因数分解できる．これに気づけば一本道．

【解答例】

　n 4 + 4 =(n 2 +2) 2 −(2n) 2 = (n2 +2n + 2)(n 2 − 2n + 2) が成り
立つ．さらに，

n 2 + 2n + 2 > n 2 − 2n + 2 ≥1

に注意すると，n 4 + 4 が素数になるためには

n 2 − 2n + 2 = 1 ⇔ n = 1

が必要となることがわかるが，このとき，n 4 + 1 = 5 は素数
になるので，求める n の値は 1 となる．

練習問題６

【出典】

　京都大・文系・後期

【考え方】　

　（１）は「奇数」をどう表せば良いかという問題．中学
のときに「文字式の利用法」を学習したはず．

　（２）は数学でよく使う存在証明の一方法の確認．最も
素朴な存在証明は実際に「構成する」こと．

【解答例】

（１）　 x = 2m −1, y = 2n −1 (m , n ∈Z ) とかける．

　　　このとき，

　　　　　　　

x 2 − y 2 = (2m −1)2 −(2n −1)2

= 4(m 2 − m − (n2 − n))

= 4m(m − 1)− 4n(n −1)
　　　が成り立つが，m(m − 1), n(n −1) は連続２整数の積

　　　であり 2 で割り切れるから， x 2 − y 2 はつねに

　　　割り切れる．よって，方程式 x 2 − y 2 = k が奇数解を

　　　もてば，k は 8 の倍数であることが示された．

（２）　（１）より，k は 8 の倍数であることが必要であ
　　　るが，逆に，k = 8k' (k ' ∈Z) に対して

　　　　　　　　　　 (2k ' +1)2 −(2k ' −1) = 8k '

　　　が成り立つので，求め必要十分条件は「k が 8
　　　数であること」となる．

練習問題７

【出典】

　基礎知識を確認する問題

【考え方】　

　「 f(0), f(1), f (2) が 3 で割り切れない」という条件はか
なり一般的な条件である．この条件をみたす a , b , c ,
いくらでもあると考えられる．そのような無限個の

a , b , c , d と任意の整数 x に対して，

f( x) = ax 3 + bx 2 + cx + d

が決して 0 にならないことを示せというのが本問のテーマ
である．あとはすべての整数値 x を f( x) に代入して調べ

てみればよい．そうすると， f( x) = ax 3 + bx 2 + cx + d
どころか 3 にも6 にも 9 にもならないことが合同式を使
うことによってただちにわかる．
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【解答例】

　 f( x) = ax 3 + bx 2 + cx + d に対して，整数 x が

x ≡ 0 (mod3) をみたすならば，

　　　　

f( x) = ax 3 + bx 2 + cx + d

≡ a ⋅0 3 + b ⋅02 + c ⋅0 + d (mod3)

= f (0)
が成り立つ． x ≡1 (mod3), x ≡ 2 (mod 3) の場合も，同様
に，3 を法として f(1), f (2) にそれぞれ合同となることを
考えると，任意の整数 x に対して，整数 f( x) は 3 を法と
して f(0), f(1), f (2) のいずれかと合同である．しかし，こ
れらはすべて 3 の倍数ではないので，

が成り立つ．

練習問題８

【出典】

　基礎知識を確認する問題

【考え方】　

　「合同式を知っていますか？」という問題．

【解答例】

　7 を法として考えると

3 ⋅2 n−1 + 42 n−1 = 3 ⋅2 n−1 + 4 ⋅4 2(n −1)

= 3 ⋅ 2 n−1 + 4 ⋅16 n−1

≡ 3 ⋅2 n−1 + 4 ⋅2 n−1 (mod 7)

≡ 7 ⋅2n −1 (mod7)

≡ 0 (mod 7)
となるから，求める余りは 0 である．

練習問題９

【出典】

　基礎知識を確認する問題

【考え方】　

　１変数の多項式に対しても合同式は同様に利用すること
ができる．（整数の場合と同様に定義すれば，合同式の基
本性質をみたすので．）　本問の場合，わざわざ余りの定
義に戻って計算する必要はない．

【解答例】

　 x 4 ≡1 (mod x 4 −1) より

　　  x
4 n+1 = x4 ⋅ x 4 ⋅L⋅ x 4 ⋅x ≡ 1 ⋅1 ⋅L⋅1 ⋅ x = x (mod x 4 −1)

が成り立つ．よって，求める余りは x となる．

∀x ∈Z f(x) ≡ 0 (mod3)

∴ ∀x ∈Z f (x) ≠ 0

練習問題10

【出典】

　旭川医科大・改題

【考え方】　

　いずれの問題も細かく調べないでも「ある数で割った余
り」を考えれば示すことができる．（２）はやや詳細に調
べないといけないが，与えられた条件からどの程度のこと
がいえるかを合同式あるいは文字式を使って考えてみると
よい．

【解答例】

（１）　一般に

　　　　　　　
x ≡ 0 (mod3) ⇒ x2 ≡ 0 (mod3)

x ≡± 1 (mod3) ⇒ x2 ≡ 1 (mod3)
　　　が成り立つ．よって，a , b がともに 3 の倍数でな

　　　いとすると，a 2 + b2 は3 で割ると 2 余る整数とな

　　　るが，c 2 を 3 で割った　余りは 0 または 1 となる
　　　ので矛盾．よって，a , b のいずれかは 3 の倍数で
　　　ある．

（２）　４の倍数でない数を２乗した数は
(4k + 1)2 = 8(2k 2 + k) +1

(4k + 2) 2 = 8(2k 2 +2k )+ 4

(4k − 1)2 = 8(2k 2 − k) +1
　　　より，8 で割った余りが 1 または 4 となる．

　　　よって，a , b がともに 4 の倍数でないとすると，

　　　a 2 + b2 を 8 で割った数の余りは 0 , 2 , 5 のいずれか

　　　となるが，c 2 を 8 で割った余りは 0 ,1 , 4 のいずれ

　　　かとなるので，考えられるのは a 2 , b 2 を8 で割った
　　　余りがともに 4 のとき，すなわち，a , b を 4 で

　　　割ったときの余りがともに 2 のときであるが，

　　　　  (4k + 2)2 + (4l + 2)2 = 8(2k 2 + 2k + 2l2 + 2l +1)

　　　より，このときa 2 + b2 は 2 でちょうど 3 回割り切

　　　れる整数となる．ところが，c 2 は平方数なので，

　　　2 でちょうど偶数回割り切れるはずなので矛盾．

　　　よって，a , b のいずれかは 4 の倍数である．

（３）　一般に
x ≡± 1 (mod5) ⇒ x 2 ≡1 (mod5)

x ≡ ±2 (mod5) ⇒ x 2 ≡ 4 (mod5)
　　　が成り立つ．よって，a , b , c がいずれも 5 の倍数

　　　でないとすると，a 2 + b2 を 5 で割った余りは 0,

　　　2 , 3 なるが，c 2 を 5 で割った余りは 1 または 4

　　　となるので矛盾する．よって，a , b , c のいずれかは

　　　5 の倍数である．
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練習問題11

【出典】

　一橋大

【考え方】　

　n 3 を３で割った時の余りは n を３で割った時の余りで
決まるので（１）は容易であろう．やや複雑にはなるが，
（２）もこの方法で解こうとすればよい．

【解答例】

（１）　一般に
x ≡ 0 (mod3) ⇒ x3 ≡ 0 (mod3)

x ≡1 (mod3) ⇒ x 3 ≡1 (mod3)

x ≡ 2 (mod3) ⇒ x3 ≡ 2 (mod3)

　　　が成り立つので，n 3 +1 が３で割り切れるのは，整
　　　数 n を３で割ったときの余りが 2 のときである．

（２）　n が３の倍数のときは明らかに成り立たない．

　　　３で割ったときの余りが 1 の整数同士の積は

  (3k + 1)(3l +1) = 3(3kl+ k + l )+ 1

　　　より，３で割ったときの余りが 1 となるから，n を

　　　３で割ったときの余りが 1 のときも成り立たない．

　　　　n を３で割ったときの余りが 2 とすると，同様に

　　　考えて，

　　　　　　　n 2 を３で割ったときの余りは 1

　　　　　　　n 3 = n ⋅n2 を３で割ったときの余りは 2

　　　　　　　n 4 = n ⋅n 3 を３で割ったときの余りは 1

　　　　　　　n 5 = n ⋅n 4 を３で割ったときの余りは 2

　　　　　　　　・・・・・・・・・・・・・・・

　　　　　　　　・・・・・・・・・・・・・・・

　　　となるから，求める条件は

　　　　　「ｎを３で割ったときの余りが 2

　　　　　　　　　　　　　　　　かつ　n は奇数」

　　　となる．n = 3k + 2 (k ∈Z) とかくと，k は奇数とな
　　　るから，k = 2m −1 とかくことにより，

n = 6m −1 (m ∈Z)

　　　となる．すなわち，求める n は 6 で割って 5 余る

　　　整数である．

練習問題1２

【出典】

　東京工業大

【考え方】　

　（２）では「自然数 n が大きくなると
1

n
は小さくなる」

というあたりまえのことを使って解いていきます．まずは
小さい方の a から順番に求めていけば自然に解けてしまい
ます．

【解答例】

（１）　与式を変形すると

　　　　　　
(ab −1)(bc −1)(ca −1)

= abc(abc − a − b − c) + bc +ca + ab − 1
　　　となるが，

abc | abc(abc − a −b − c)

　　　より，

abc | bc + ca + ab −1

　　　が成り立つことが必要．

（２）　（１）より
bc +ca + ab − 1

abc
=

1

a
+

1

b
+

1

c
−

1

abc
　　　が自然数になることが必要であるが，

　　　a ≥ 2, b ≥ 3, c ≥ 4 より

　　　　　　

1

a
+

1

b
+

1

c
−

1

abc
<

1

a
+

1

b
+

1

c

≤
1

2
+

1

3
+

1

4

= 13

12
　　　となるから，最左辺の値は 1 となる．特に，a

　　　とすると，
1

a
+

1

b
+

1

c
−

1

abc
<

1

3
+

1

3
+

1

3
= 1

　　　より，a = 2 が必要．このとき，b , c のみたすべき
　　　条件は

1

b
+

1

c
−

1

2bc
=

1

2
　　　となり，b ≥ 4 とすると

1

b
+

1

c
−

1

2bc
<

1

4
+

1

5
<

1

2
　　　より，b = 3 が必要．逆にこのとき，c = 5 となるか

　　　ら， (a , b , c) = (2, 3,5) となる．
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練習問題1３

【出典】

　早稲田大・理工

【考え方】　

　（１）は y , z の大きさを評価して解くこともできるし，
素因数分解の一意性を用いても解くことができる．（２）
は x が存在するためには y , z の存在が足かせになってい
ることを使えばよい．

【解答例】

（１）　 x =1 のとき，

　　　　　　① ⇔
1

2y
+

1

3z
=

1

3

　　　　　　　

⇔ 2yz − 2y − 3z = 0

⇔ yz − y −
3

2
z = 0

⇔ y −
3

2
 
 
  

 
 (z −1) =

3

2

⇔ (2y −3)(z −1) = 3

⇔ (y , z) = (2 ,4) , (3 , 2)
　　　となる．

（２）　
1

2y
≤

1

2
,

1

3z
≤

1

3
より

　
4

3
−

1

x
≤

1

2
+

1

3
⇔

1

2
≤

1

x
⇔ x = 1,2

　　　が必要．

（３）　 x = 2 のとき

　　　　　　① ⇔
1

2y
+

1

3z
=

5

6
　　　　　　　 ⇔ (y , z) = (1,1)

　　　となる．以上から，求める解は

　　　　　 (x , y , z) = (1,2 ,4 ) , (1 ,3 ,2 ) , (2 ,1 ,1 )

　　　となる．

【注意】

　（１）の方程式
1

2y
+

1

3z
=

1

3
(y , z ∈N)

の解法は，「
1

2y
,

1

3z
のどちらかは（

1

3
の半分である）

1

6
以上でないといけない」ことから， y =1, 2 ,3 ; z = 1,2

をそれぞれ代入して解くこともできる．

　また，（３）の（＊）の部分の変形は左辺の y , z の両方
に 1 を代入すれば成り立ち， y , z の少なくとも一方でも
大きくなれば左辺が小さくなることから明らかである．

（＊）

大きくなれば左辺が小さくなることから明らかである．


